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Аннотация

Решена задача групповой классификации нелинейного приближенного
уравнения субдиффузии с малым параметром по приближенным допус-
каемым группам точечных преобразований относительно коэффициента
аномальной диффузии, рассматриваемого как функция зависимой пере-
менной. Приближенное уравнение получено из дробно-дифференциаль-
ного уравнения субдиффузии с дробной производной Римана—Лиувил-
ля по времени в предположении о близости порядка дробного диффе-
ренцирования к единице. Показано, что рассматриваемое приближен-
ное уравнение субдиффузии обладает более широкой группой точечных
симметрий по сравнению с исходным дробно-дифференциальным урав-
нением. Результаты групповой классификации позволяют строить при-
ближенно инвариантные решения приближенного уравнения субдиф-
фузии для различных видов функциональной зависимости коэффици-
ента аномальной диффузии от зависимой переменной. Такие решения
также будут являться приближенными решениями исходного дробно-
дифференциального уравнения субдиффузии.

Ключевые слова: дробно-дифференциальное уравнение, субдиффузия,
малый параметр, приближенная группа точечных преобразований, груп-
повая классификация.

Введение. Разработка методов исследования качественных свойств нели-
нейных дробно-дифференциальных уравнений, то есть дифференциальных
уравнений, содержащих производные дробных порядков различных типов,
становится все более актуальной задачей в связи с активным внедрением
теории интегро-дифференцирования дробного порядка [1,2] в практику мате-
матического моделирования [3–9]. Одним из эффективных подходов к иссле-
дованию нелинейных дифференциальных уравнений с производными целого
порядка и построению их точных решений является групповой анализ диф-
ференциальных уравнений [10,11]. В работах [12–14] базовые методы группо-
вого анализа были успешно распространены на дробно-дифференциальные
уравнения с дробными производными Римана—Лиувилля и Капуто. Были
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предложены алгоритмы нахождения групп точечных перобразований, до-
пускаемых такими уравнениями, решен ряд задач групповой классифика-
ции, найдены новые инвариантные решения некоторых классов нелинейных
дробно-дифференциальных уравнений. Тем не менее даже в случае двух неза-
висимых переменных задача построения инвариантного решения нелинейно-
го уравнения с частными дробными производными по его известной допус-
каемой однопараметрической группе в результате процедуры симметрийной
редукции часто сводится к нелинейному обыкновенному дробно-дифферен-
циальному уравнению, решение которого остается нетривиальной задачей.

В ряде случаев для дробно-дифференциальных уравнений возможно по-
строение приближенных аналитических решений. Характерной особенностью
таких уравнений является возможность выделить малый параметр из поряд-
ка дробного дифференцирования в том случае, если он оказывается близок
к целому числу. Такой подход был использован, в частности, в работах [15–
17]. В результате дробно-дифференциальное уравнение заменяется прибли-
женным уравнением с малым параметром. При этом в нулевом порядке по
малому параметру такое уравнение является классическим дифференциаль-
ным уравнением в целых производных.

К уравнениям с малым параметром могут быть применены методы теории
возмущений [18], позволяющие строить различные виды приближенных ре-
шений. Исследование симметрийных свойств таких уравнений может быть
выполнено с использованием методов теории приближенных групп преоб-
разований, основы которой были заложены в работах [19–21]. По известной
группе преобразований, приближенно допускаемой уравнением с малым па-
раметром, могут быть построены приближенно инвариантные решения этого
уравнения.

Среди дробно-дифференциальных уравнений, используемых в настоящее
время на практике, особое место занимают уравнения диффузионного ти-
па. Эти уравнения представляют собой различные математические модели
процессов аномальной диффузии, то есть диффузионных процессов, кине-
тика протекания которых не подчиняется нормальной (гауссовой) статисти-
ке [6, 9, 22, 23]. Линейные дробно-дифференциальные уравнения аномальной
диффузии в настоящее время являются одним из наиболее хорошо изученных
классов дробно-дифференциальных моделей [24–26].

Вместе с тем проблема построения решений и исследования качествен-
ных свойств нелинейных дробно-дифференциальных диффузионных моде-
лей остается мало исследованной. Вопросы построения точных решений та-
ких уравнений обсуждаются, в частности, в работах [27–29]. В работах [13,30]
проведено исследование симметрийных свойств некоторых классов нелиней-
ных уравнений аномальной диффузии с дробными производными Римана—
Лиувилля и Капуто по времени.

В данной статье рассматривается нелинейное уравнение субдиффузии с
дробной производной Римана—Лиувилля по времени, в котором порядок дроб-
ного дифференцирования близок к единице, а коэффициент аномальной диф-
фузии является функцией зависимой переменной. Для этого уравнения стро-
ится соответствующее приближенное уравнение с малым параметром и про-
водится его групповая классификация по допускаемым группам приближен-
ных точечных преобразований относительно коэффициента аномальной диф-

604



Групповая классификация одного нелинейного приближенного уравнения субдиффузии

фузии, являющегося функцией зависимой переменной.
1. Приближенное уравнение субдиффузии. Рассмотрим нелинейное дроб-

но-дифференциальное уравнение субдиффузии

0D
α
t u = (kα(u)ux)x, u = u(t, x), α ∈ (0, 1), (1)

где

0D
α
t u =

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0

u(τ, x)dτ

(t− τ)α
(2)

— левосторонняя дробная производная Римана—Лиувилля порядка α ∈ (0, 1)
по переменной t [1, 2]. Групповая классификация уравнения (1) по группам
точечных преобразований относительно элемента kα(u) выполнена в рабо-
те [13].

Рассмотрим случай, когда свойства субдиффузионного процесса таковы,
что порядок дробного дифференцирования α оказывается близок к единице,
то есть α = 1 − ε, где ε > 0 —малый параметр. Тогда дробная производная
в уравнении (1) может быть разложена в ряд по ε, а само уравнение заменено
на приближенное уравнение с малым параметром.

Лемма. Пусть функция u(t) является аналитической при t > 0 и пара-
метр α = 1−ε, где ε > 0 и ε� 1. Тогда при всех t, удовлетворяющих условию
|ε ln(t)| = O(ε), для дробной производной Римана—Лиувилля (2) справедливо
разложение

0D
1−ε
t u = ut + ε

(
(ln t + γ − 1)ut +

u

t
+

∞∑
n=1

(−1)ntn

n(n+ 1)!
Dn+1
t u

)
+ O(ε2). (3)

До к а з ат е л ь ств о. Воспользуемся известным (см., например, [1, фор-
мула (15.4)]) разложением дробной производной Римана—Лиувилля от анали-
тической функции в ряд по производным целого порядка, которое для дроб-
ной производной (2) имеет вид

0D
α
t u =

∞∑
n=0

(
α

n

)
tn−α

Γ(1− α+ n)
Dn
t u.

С использованием определения биномиальных коэффициентов и известных
свойств гамма-функции (см., например, [31]) это разложение преобразуется
к виду

0D
α
t u = Γ(1 + α)

∞∑
n=0

sin(π(α− n))

π(α− n)

tn−α

n!
Dn
t u. (4)

Выполним формальное разложение правой части этого равенства по ε при
α = 1− ε. Для отдельных множителей справедливы следующие разложения:

Γ(1 + α) ≡ Γ(2− ε) = Γ(2)− Γ′(2)ε+O(ε2) = 1− ε(1− γ) +O(ε2),

где γ ≈ 0.577216 — постоянная Эйлера;
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sin(π(α− n))

π(α− n)
≡ sin(π(1− n− ε))

π(1− n− ε)
=

sin(π(1− n))− πε cos(π(1− n))

π(1− n− ε)
+

+O(ε2) = −(−1)1−nε

1− n− ε
+O(ε2) =


1 +O(ε2), n = 1;

−(−1)1−n

1− n
ε+O(ε2), n 6= 1.

При выполнении условия |ε ln(t)| = O(ε) также справедливо разложение

t1−α ≡ tε = 1 + ε ln(t) +O(ε2).

Подстановка полученных разложений в (4) после элементарных преобра-
зований дает искомое разложение (3). �

Подставляя разложение (3) в уравнение (1), с точностью до O(ε2) полу-
чаем уравнение с малым параметром:

ut + ε

(
(ln t+ γ − 1)ut +

u

t
+
∞∑
n=1

(−1)ntn

n(n+ 1)!
Dn+1
t u

)
=
(
kα(u)ux

)
x
. (5)

Уравнение (5) будем называть приближенным уравнением субдиффузии.
При решении задачи групповой классификации коэффициент аномальной

диффузии kα(u) должен полагаться зависящим от α, то есть в рассматривае-
мом случае он будет являться функцией малого параметра ε. Будем полагать,
что справедливо разложение

kα(u) ≡ k1−ε(u) = k(0)(u) + εk(1)(u) +O(ε2). (6)

Тогда уравнение (5) принимает вид

ut + ε

(
(ln t+ γ − 1)ut +

u

t
+
∞∑
n=1

(−1)ntn

n(n+ 1)!
Dn+1
t u

)
=

= k(0)(u)uxx + k′(0)(u)u2
x + ε

(
k(1)(u)uxx + k′(1)(u)u2

x

)
. (7)

2. Групповая классификация уравнения (7). Проведем классификацию
уравнения (7) по группам приближенных точечных преобразований, опре-
деляемых инфинитезимальным оператором

X = (ξ0
(0) + εξ0

(1))
∂

∂t
+ (ξ1

(0) + εξ1
(1))

∂

∂x
+ (η(0) + εη(1))

∂

∂u
. (8)

Координаты ξi(j), η(j) (i, j = 0, 1) данного оператора являются функциями
переменных t, x, u. Оператор (8) продолжается на все переменные, входящие
в уравнение (7):

X̃ = X + (ζ1
0(0) + εζ1

0(1))
∂

∂ut
+ (ζ1

1(0) + εζ1
1 (1))

∂

∂ux
+

+ (ζ2
1(0) + εζ2

1(1))
∂

∂uxx
+
∞∑
n=2

ζn0(0)

∂

∂ (Dn
t u)

, (9)
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где координаты ζki(j) продолженного оператора определяются по классиче-
ским формулам продолжения (см., например, [10,11]).

При ε = 0 уравнение (7) переходит в классическое нелинейное уравнение
теплопроводности

ut =
(
k(0)(u)ux

)
x
,

результаты групповой классификации которого по элементу k(0)(u) хорошо
известны [10]. А именно, в случае произвольного k(0)(u) допускаемая уравне-
нием группа является трехмерной, при k(0)(u) = eu и k(0)(u) = uσ (σ 6= −4/3)
группа расширяется до четырехмерной, при k(0)(u) = u−4/3 является пяти-
мерной и в случае линейного уравнения (k(0)(u) = 1) является бесконечно-
мерной. На основе этой классификации проводится групповая классифика-
ция приближенного уравнения субдиффузии (7) по группам приближенных
точечных преобразований относительно элемента k(1)(u).

Случай I. Пусть k(0)(u) —произвольная функция. Тогда (см. [10])

ξ0
(0) = C1(0) + 2C3(0)t, ξ1

(0) = C2(0) + C3(0)x, η(0) = 0 (10)

и координаты продолженного оператора (9) в нулевом по ε порядке имеют
вид

ζn0(0) = −2nC3(0)D
n
t u (n = 1, 2, . . .),

ζ1
1(0) = −C3(0)ux, ζ2

1(0) = −2C3(0)uxx.
(11)

Координаты ξ0
(1), ξ

1
(1) и η(1) находятся из определяющего уравнения, по-

лучающегося в результате действия на уравнение (7) продолженным опера-
тором (9) с учетом исходного уравнения (7) и уже известных координат (10)
и (11). В результате расщепления этого определяющего уравнения по степе-
ням Dn

t u (n > 2) находим

C1(0) = 0, ξ0
(1)u = 0.

Таким образом, оператор группы переносов по времени X = ∂/∂t, допускае-
мый классическим уравнением теплопроводности и соответствующий посто-
янной C1(0), не наследуется уравнением (7). В работе [13] показано, что этот
оператор не допускается и исходным дробно-дифференциальным уравнением
субдиффузии (1).

Расщепление определяющего уравнения по переменным utux, utu2
x, utx,

utxux приводит, в силу произвольности функции k(0)(u), к уравнениям

ξ1
(1)u = 0, ξ0

(1)x = 0.

Дальнейшее расщепление по ut дает

k(0)(2ξ
1
(1)x − ξ

0
(1)t + 2C3(0))− k′(0)η(1) = 0

или, с учетом произвольности k(0)(u),

η(1) = 0, 2ξ1
(1)x − ξ

0
(1)t + 2C3(0) = 0.
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Расщепление по ux приводит к уравнениям

ξ1
(1)t = 0, ξ1

(1)xx = 0.

Оставшаяся после указанных расщеплений часть определяющего уравнения
выполнена тождественно для любой функции k(1)(u).

Решение полученных в результате расщепления уравнений имеет вид

ξ0
(1) = C1(1) + 2C3(1)t+ 2C3(0)t, ξ1

(0) = C2(1) + C3(1)x, η(1) = 0, C1(0) = 0,

где C1(1), C2(1), C3(1) —произвольные постоянные.
Случай II. Пусть k(0)(u) = eu. Из известной [10] классификации нелиней-

ного уравнения теплопроводности в нулевом порядке по ε имеем

ξ0
(0) = C1(0) + (2C3(0) − C4(0))t, ξ1

(0) = C2(0) + C3(0)x, η(0) = C4(0). (12)

Расщепление соответствующего определяющего уравнения по utux, utu2
x,

utx, utxux и Dn
t u (n > 2) дает

C1(0) = 0, ξ0
(1)u = 0, ξ0

(1)x = 0, ξ1
(1)u = 0.

С учетом этих уравнений дальнейшее расщепление определяющего уравне-
ния по ut, ux, u2

x приводит к следующей системе:

2ξ1
(1)x − ξ

0
(1)t − η(1) = C4(0) − 2C3(0) + C4(0)(k(1)e

−u)u,

eu(2η(1)xu + 2η(1)x − ξ1
(1)xx) + ξ1

(1)t = 0,

η(1)uu + η(1)u = −C4(0)(k(1)e
−u)uu,

η(1)t − euη(1)xx = −C4(0)t
−1.

Так как C4(0) 6= 0 (иначе (12) совпадает с (10) и получаем уже разо-
бранный выше случай I), из первого, третьего и четвертого уравнений этой
системы вытекает следующее классифицирующее соотношение для k(1)(u):

(e−uk(1))uu = 2A2,

где A2 — произвольная постоянная. Решение этого уравнения имеет вид

k(1)(u) = eu
(
A0 +A1u+A2u

2
)
,

где A0 и A1 — также произвольные постоянные. Только при таком виде функ-
ции k(1)(u) будет иметь место расширение группы. Подставляя найденный
вид k(1)(u) в исходную систему и разрешая ее, находим

ξ0
(1) = C1(1) + (2C3(1) − C4(1))t+ 2C3(0)t+ C4(0)t(ln t− 2)−A1C4(0)t,

ξ1
(0) = C2(1) + C3(1)x,

η(1) = C4(1) − C4(0) ln t− 2A2C4(0)u,
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где Ci(1) (i = 1, 2, 3, 4) —произвольные постоянные.
Случай III. Пусть k(0)(u) = uσ (σ 6= 0). Из классификации [10] уравнения

теплопроводности имеем

ξ0
(0) = C1(0) + 2C3(0)t,

ξ1
(0) = C2(0) + C3(0)x+ C4(0)σx− C5(0)x

2,

η(0) = 2C4(0)u+ 3C5(0)xu,

где C5(0) 6= 0 только при σ = −4/3.
Аналогично предыдущим случаям, расщепление соответствующего опре-

деляющего уравнения по Dn
t u (n > 2), utux, utu2

x, utx, utxux дает уравнения

C1(0) = 0, ξ0
(1)u = 0, ξ0

(1)x = 0, ξ1
(1)u = 0,

с учетом которых дальнейшее расщепление по ut, ux, u2
x приводит к системе

2ξ1
(1)x − ξ

0
(1)t − σu

−1η(1) = −2C3(0) + (2C4(0) + 3C5(0)x)
(
u(u−σk(1))u

)
,

2(uση(1)x)u − uσξ1
(1)xx + ξ1

(1)t = −2C5(0)(4k(1) + 3k′(1)u),

η(1)uu + σu−1η(1)u − σu−2η1 = −(2C4(0) + 3C5(0)x)
(
u(u−σk(1))u

)
u
,

η(1)t − uση(1)xx = 0.

Из первого и третьего уравнений имеем η(1)uu = 0. Тогда из первого урав-
нения получаем классифицирующее соотношение на функцию k(1)(u) в виде

(2C4(0) + 3C5(0)x)
(
u2(u−σk(1))u

)
uu

= 0.

Так как постоянные C4(0) и C5(0) одновременно не равны нулю (иначе имеем
случай I), то расширение группы возможно только при

k(1)(u) = uσ
[
A0 + σ

A1

u
+A2 lnu

]
, (13)

где A0, A1, A2 —произвольные постоянные.
Подставляя (13) в приведенную выше систему и разрешая ее, приходим к

следующим результатам.
Для k(0)(u) = uσ (σ 6= 0), k(1)(u) вида (13) и C5(0) = 0 имеем

ξ0
(1) = C1(1) + 2C3(1)t+ 2C3(0)t− 2A2C4(0)t,

ξ1
(1) = C2(1) + C3(1)x+ C4(1)σx,

η(1) = 2C4(1)u+ 2A1C4(0).

Для k(0)(u) = u−4/3 и C5(0) 6= 0 система имеет решение, только если в
функции k(1)(u) вида (13) A2 = 0:

ξ0
(1) = C1(1) + 2C3(1)t+ 2C3(0)t,
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ξ1
(1) = C2(1) + C3(1)x− 2C4(1)x− C5(1)x

2,

η(1) = 3C4(1)u+ 3C5(1)xu+A1

(
2C4(0) + 3C5(0)x

)
.

Случай IV. Возмущение линейного уравнения k(0)(u) = 1. В этом случае
из [10] имеем

ξ0
(0) = C1(0) + 2C3(0)t− 4C5(0)t

2,

ξ1
(0) = C2(0) + C3(0)x− 2C4(0)t− 4C5(0)xt, (14)

η(0) = (C6(0) + C4(0)x+ C5(0)x
2 + 2C5(0)t)u+ g(t, x),

где g(t, x) —произвольное решение уравнения gt = gxx и Ci(0) (i = 1, . . . , 6) —
произвольные постоянные.

С учетом (14) для координат продолженного оператора имеем

ζ1
1(0) = (C6(0) − C3(0) + C4(0)x+ C5(0)x

2 + 6C5(0)t)ux + (C4(0) + 2C5(0)x)u+ gx,

ζ2
1(0) = (C6(0) − 2C3(0) + C4(0)x+ C5(0)x

2 + 10C5(0)t)uxx+

+ 2(C4(0) + 2C5(0)x)ux + C5(0)u+ gxx,

ζn0(0) = (C6(0) + C4(0)x+ C5(0)x
2 + 2C5(0)t− 2kC3(0) + 8C5(0)t)D

n
t u+

+ 2k(2k − 1)C5(0)D
n−1
t u+ 2k(C4(0) + 2C5(0)x)Dn−1

t ux +Dn
t g.

Расщепление соответствующего определяющего уравнения по перемен-
ным Dn

t u и Dn
t ux (n > 2) дает

C1(0) = 0, C4(0) = 0, C5(0) = 0, ξ1
(1)u = 0.

Дальнейшее расщепление по utux, utu2
x, utx, utxux приводит к уравнениям

ξ0
(1)u = 0, ξ0

(1)x = 0.

С учетом приведенных уравнений расщепление оставшейся части определя-
ющего уравнения по ut, ux, u2

x дает систему

2ξ1
(1)x − ξ

0
(1)t = −2C3(0) + (C6(0)u+ g)k′(1),

2η(1)xu − ξ1
(1)xx + ξ1

(1)t = −2gxk
′
(1),

η(1)uu = −C6(0)(uk
′
(1))u − gk

′′
(1),

η(1)t − η(1)xx = k(1)gxx −
(
(ln t+ γ − 1)g

)
t
−
∞∑
n=1

(−1)ntn

n(n+ 1)!
Dn+1
t g.

Дифференцирование по u первого уравнения данной системы приводит
к классифицирующему соотношению для k(1)(u):

C6(0)k
′
(1) + (C6(0)u+ g)k′′(1) = 0.
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Возможны следующие четыре случая:
a) k(1)(u) —произвольная функция и g(t, x) = 0, C6(0) = 0;
b) k(1)(u) = A0 +A1u, C6(0) = 0;
c) k(1)(u) = A0 +A1 lnu, g(t, x) = 0;
d) k(1)(u) = A0,

где A0 и A1 —произвольные постоянные.
Для каждого из этих случаев было получено решение приведенной выше

системы.
a) Для произвольной k(1)(u):

C1(0) = C4(0) = C5(0) = C6(0) = g(t, x) = 0,

ξ0
(1) = C1(1) + 2C3(1)t− 4C5(1)t

2 + 2C3(0)t,

ξ1
(1) = C2(1) + C3(1)x− 2C4(1)t− 4C5(1)xt,

η(1) = (C6(1) + C4(1)x+ C5(1)x
2 + 2C5(1)t)u+ h(t, x),

ht = hxx.

b) Для k(1)(u) = A1u+A0:

C1(0) = C4(0) = C5(0) = C6(0) = 0,

g(t, x) = G1

(
t2 + tx2 +

x4

12

)
+G2

(
tx+

x3

6

)
+G3(2t+ x2) +G4x+G5;

ξ0
(1) = C1(1) + 2C3(1)t− 4C5(1)t

2 + 2C3(0)t−
4

3
A1G1t

3,

ξ1
(1) = C2(1) + C3(1)x− 2C4(1)t− 4C5(1)xt+

+A1

[
G1

(
−3t2x

2
+
tx3

6
+

x5

120

)
+G2

(
−3t2

4
+
tx2

4
+
x4

48

)
+

+G3

(
tx+

x3

6

)
+G4

x2

4
+G5

x

2

]
,

η(1) =
(
C6(1) + C4(1)x+ C5(1)x

2 + 2C5(1)t
)
u+

+A1

[
G1

(
t2 − x4

12

)
−G2

x3

6
−G3x

2 − 3

4
G4x

]
u+

+G1

[(
2A0 − 3 ln t− 2γ +

9

2

)
t2+

+
(
A0 − 2 ln t− γ + 2

)
tx2 − x4

12
ln t
]
+

+G2

[
(A0 − 2 ln t− γ + 2)xt− x3

6
ln t
]
+

+G3

[
2(A0 − 2 ln t− γ + 2)t− x2 ln t

]
+

+G4
t

4
(t+ x2)−G5 ln t+ h(t, x),

ht = hxx.

c) Для k(1)(u) = A1 lnu+A0:

C1(0) = C4(0) = C5(0) = g(t, x) = 0,
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ξ0
(1) = C1(1) + 2C3(1)t− 4C5(1)t

2 + 2C3(0)t−A1C6(0)t,

ξ1
(1) = C2(1) + C3(1)x− 2C4(1)t− 4C5(1)xt,

η(1) = (C6(1) + C4(1)x+ C5(1)x
2 + 2C5(1)t)u+ h(t, x),

ht = hxx.

d) Для k(1)(u) = A0:

C1(0) = C4(0) = C5(0) = 0,

ξ0
(1) = C1(1) + 2C3(1)t− 4C5(1)t

2 + 2C3(0)t,

ξ1
(1) = C2(1) + C3(1)x− 2C4(1)t− 4C5(1)xt,

η(1) = (C6(1) + C4(1)x+ C5(1)x
2 + 2C5(1)t)u+ h(t, x),

ht = hxx +A0gxx −
(
(ln t+ γ − 1)g

)
t
−
∞∑
n=1

(−1)ntn

n(n+ 1)!
Dn+1
t g.

В результате доказана следующая
Теорема. Приближенное уравнение субдиффузии (7) в случае произволь-

ной функции k(u) = k(0)(u)+εk(1)(u) допускает пятипараметрическую груп-
пу приближенных точечных преобразований, порождаемую операторами

X1 =
∂

∂x
, X2 = 2t

∂

∂t
+ (1− ε)x ∂

∂x
,

X3 = ε
∂

∂t
, X4 = ε

∂

∂x
, X5 = 2εt

∂

∂t
+ εx

∂

∂x
.

Расширение группы имеет место в следующих случаях.
I. k(u) = eu

(
1 + ε(A0 +A1u+A2u

2)
)
. Группа является семипараметриче-

ской и расширяется операторами

X6 =
(
1−ε(ln t−2−A1)

)
t
∂

∂t
−
(
1−ε(ln t+2A2u)

) ∂
∂u
, X7 = εt

∂

∂t
−ε ∂

∂u
.

II. k(u) = uσ
[
1 + ε

(
A0 + σ

A1

u
+ A2 lnu

)]
(σ 6= 0). Группа является семи-

параметрической и расширяется операторами

X6 = −2A2εt
∂

∂t
+ σx

∂

∂x
+ 2(u+ εA1)

∂

∂u
, X7 = εσx

∂

∂x
+ 2εu

∂

∂u
.

III. k(u) = u−
4
3

[
1 + ε

(
A0 −

4A1

3u

)]
. Группа является девятипараметриче-

ской и расширяется операторами

X6 = 2x
∂

∂x
− 3(u+ εA1)

∂

∂u
, X7 = x2 ∂

∂x
− 3x(u+ εA1)

∂

∂u
,

X8 = 2εx
∂

∂x
− 3εu

∂

∂u
, X9 = εx2 ∂

∂x
− 3εxu

∂

∂u
.
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IV. k(u) = 1 + εk1(u).
IV.1) k1(u) —произвольная функция. Группа является бесконечномер-

ной и расширяется операторами

X6 = 2εt
∂

∂x
− εxu ∂

∂u
, X7 = −4εt2

∂

∂t
− 4εtx

∂

∂x
+ ε(2t+ x2)u

∂

∂u
,

X8 = εu
∂

∂u
, X∞ = εh(t, x)

∂

∂u
,

где h(t, x) —произвольное решение уравнения ht = hxx.
IV.2) k1(u) = A = const. Группа является бесконечномерной и расширя-

ется операторами

X6 = u
∂

∂u
, X7 = −4εt2

∂

∂t
− 4εtx

∂

∂x
+ ε(2t+ x2)u

∂

∂u
,

X8 = 2εt
∂

∂x
− εxu ∂

∂u
, X9 = εu

∂

∂u
,

X1∞ = g(t, x)
∂

∂u
, X2∞ = εh(t, x)

∂

∂u
,

где g(t, x) и h(t, x) — соответственно произвольные решения урав-
нений

gt = gxx, ht = hxx +Agxx −
(
(ln t+ γ − 1)g

)
t
−
∞∑
n=1

(−1)ntn

n(n+ 1)!
Dn+1
t g.

IV.3) k1(u) = A0 +A1 lnu. Группа является бесконечномерной и расши-
ряется операторами

X6 = εA1t
∂

∂t
− u ∂

∂u
, X7 = −4εt2

∂

∂t
− 4εtx

∂

∂x
+ ε(2t+ x2)u

∂

∂u
,

X8 = εu
∂

∂u
, X9 = 2εt

∂

∂x
− εxu ∂

∂u
, X∞ = εh(t, x)

∂

∂u
,

где h(t, x) — произвольное решение уравнения ht = hxx.
IV.4) k1(u) = A0 + A1u. Группа является бесконечномерной и расширя-

ется операторами

X6 = 2εt
∂

∂t
+ εx

∂

∂x
, X7 = −4εtx

∂

∂x
− 4εt2

∂

∂t
+ ε(2t+ x2)u

∂

∂u
,

X8 = εu
∂

∂u
, X9 = −ε4

3
A1t

3 ∂

∂t
+ εA1

(
−3t2x

2
+
tx3

6
+

x5

120

) ∂
∂x

+

+
{[

1 + ε
(

2A0 − 3 ln t− 2γ +
9

2
+A1u

)]
t2+

+
[
1 + ε(A0 − 2 ln t− γ + 2)

]
tx2 +

[
1− ε(A1u+ ln t)

]x4

12

} ∂

∂u
,
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X10 = εA1

(
−3t2

4
+
tx2

4
+
x4

48

) ∂
∂x

+

+
{[

1 + ε(A0 − 2 ln t− γ + 2)
]
tx+

[
1− ε(A1u+ ln t)

]x3

6

} ∂

∂u
,

X11 = εA1

(
tx+

x3

6

) ∂
∂x

+
{[

1 + ε(A0 − 2 ln t− γ + 2)
]2
t+

+
[
1− ε(A1u+ ln t)

]
x2
} ∂
∂u
,

X12 = εA1
x2

4

∂

∂x
+
[
x− ε

4
(3A1xu− t2 − tx2)

] ∂
∂u
,

X13 = εA1
x

2

∂

∂x
+ (1− ε ln t)

∂

∂u
, X∞ = εh(t, x)

∂

∂u
.

Сравнение полученных результатов с результатами групповой классифи-
кации уравнения (1) из работы [13] показывает, что приближенное уравнение
субдиффузии (7) обладает более широкой группой симметрий по сравнению с
исходным дробно-дифференциальным уравнением субдиффузии (1). В част-
ности, имеет место наследование группы в случае

k(0)(u) = eu

(см. п. I расширения группы в доказанной теореме). При групповой класси-
фикации дробно-дифференциального уравнения субдиффузии (1) было по-
казано, что случай

kα(u) = eu

не приводит к расширению допускаемой группы точечных преобразований.
С другой стороны, в [13] получено расширение допускаемой группы урав-

нения (1) в случае
kα(u) = u−

2α
α−1 ,

который при α = 1− ε переходит в

k1−ε(u) = u−2+ 2
ε .

Для приближенного уравнения субдиффузии (5) этот случай является осо-
бым, поскольку данная функция k1−ε(u) не допускает разложения вида (6)
по малому параметру ε и не приводит, таким образом, к уравнению (7).

Заключение. Проведенная в работе групповая классификация прибли-
женного уравнения субдиффузии дает возможность построения приближенно
инвариантных решений этого уравнения, которые будут являться приближен-
ными решениями исходного дробно-дифференциального уравнения субдиф-
фузии (1). Поскольку допускаемая группа приближенного уравнения оказа-
лась более широкой, чем группа исходного уравнения, не все такие прибли-
женные решения могут быть получены из точных инвариантных решений
уравнения (1) путем разложения по малому параметру ε = 1 − α, то есть
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ряд таких решений будут новыми. Для нахождения всех таких неподобных
приближенно инвариантных решений требуется построение оптимальной си-
стемы подалгебр алгебр Ли приближенных инфинитезимальных операторов,
соответствующих отдельно каждому случаю групповой классификации из до-
казанной в данной работе теоремы, что представляет собой самостоятельную
задачу для продолжения исследований.
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Abstract

A problem of the Lie point approximate symmetry group classification of
a perturbed subdiffusion equation with a small parameter is solved. The
classification is performed with respect to anomalous diffusion coefficient
which is considered as a function of an independent variable. The perturbed
subdiffusion equation is derived from a fractional subdiffusion equation with
the Riemann-Liouville time-fractional derivative under an assumption that
the order of fractional differentiation is close to unity. As it is follow from
the classification results, the perturbed subdiffusion equation admits a more
general Lie point symmetry group than the initial fractional subdiffusion
equation. The obtained results permit to construct approximate invariant
solutions for the perturbed subdiffusion equation corresponding to different
functions of the anomalous diffusion coefficient. These solutions will also be
the approximate solutions of the initial fractional subdiffusion equation.
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