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Аннотация

Аналитически изучены общие свойства кривых ползучести, порож-
даемых линейным определяющим соотношением вязкоупругости с про-
извольной функцией ползучести при циклических двухступенчатых на-
гружениях с произвольным коэффициентом асимметрии цикла. Иссле-
дованы интервалы монотонности и выпуклости циклических кривых
ползучести, поведение последовательностей максимальных и минималь-
ных значений деформации в каждом цикле и их полусуммы (условия их
ограниченности, монотонности, сходимости), их отклонение от обычной
кривой ползучести при среднем напряжении цикла, условия моделиро-
вания циклического упрочнения и разупрочнения, а также зависимость
всех обнаруженных свойств от характеристик функции ползучести и
параметров цикла нагружения.

Для импульсных (отнулевых), симметричных и произвольных цик-
лических ступенчатых нагружений выведены общие формулы и точ-
ные двусторонние оценки для максимальных и минимальных значений
деформации в каждом цикле и их пределов, для отклонения кривой
циклической ползучести от обычной кривой ползучести при среднем
напряжении цикла, для скорости накопления пластической (необрати-
мой) деформации и рэтчетинга. Выявлена ключевая роль выпуклости
вверх функции ползучести и величины предела ее производной на бес-
конечности; в частности, доказано, что равенство этого предела нулю
является критерием отсутствия накопления пластической деформации
при циклических нагружениях и критерием асимптотической симмет-
ризации отклонения деформации от кривой ползучести для среднего
напряжения.

На основе сравнения обнаруженных свойств теоретических кривых
с типичными свойствами экспериментальных кривых ползучести вязко-
упругопластичных материалов при ступенчатых нагружениях изучены
возможности линейной теории вязкоупругости по описанию различных
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Анализ общих свойств кривых ползучести. . .

эффектов, наблюдаемых при циклических ступенчатых нагружениях,
сферы влияния общих качественных характеристик функции ползуче-
сти и способы идентификации и настройки определяющего соотноше-
ния. В частности, доказано, что линейное соотношение вязкоупругости
с произвольной функцией ползучести моделирует отсутствие рэтчетин-
га (и убывание последовательности модулей полусумм максимального и
минимального значений деформации в каждом цикле) при симметрич-
ных циклических нагружениях, а при наложении симметричного (сту-
пенчатого) циклического возмущения на постоянную нагрузку не про-
исходит ускорения ползучести по сравнению с ползучестью при среднем
напряжении.

Ключевые слова: линейная вязкоупругость, циклическая ползучесть,
кривые ползучести при ступенчатых нагружениях, коэффициент асим-
метрии цикла, среднее напряжение, ускорение ползучести, пластическая
деформация, рэтчетинг, циклическая стабильность.
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Введение. Точное знание арсенала возможностей и границ применимо-
сти линейной теории вязкоупругости, имманентных свойств ее базовых тео-
ретических кривых, вытекающих из постулатов наследственности, линейно-
сти и инвариантности интегрального оператора относительно сдвигов по вре-
мени, необходимо для грамотного моделирования и планирования экспери-
ментов, полезно для выбора, конструирования и аттестации более сложных
и точных моделей поведения реономных материалов, использующих и обоб-
щающих линейную теорию наследственности в определенных аспектах, для
совершенствования расчетных схем и методов расчета конструкций. Линей-
ная теория играет (порой неявно) роль своеобразного «окуляра», «системы
отсчета», «эталонной» сетки реперных точек, фундамента и набора инстру-
ментов для наблюдения и анализа физически и геометрически нелинейного
поведения материалов и различных эффектов (их отклонений от предсказа-
ний линейной модели как начального приближения), для построения, калиб-
ровки и сопоставления математических моделей.

Эксперименты на ползучесть при ступенчатых (с кусочно-постоянным на-
пряжением) и циклических нагружениях— важные виды квазистатических
испытаний, позволяющие обследовать разные аспекты поведения материала
и уловить детали реализации многих эффектов [1–40], например, исследовать:

– зависимость кривых ползучести от уровня напряжения и предысто-
рии нагружения, восстановление и остаточную деформацию при полной
и частичной разгрузке [1–31, 36–38];

– влияние параметров начальной стадии нагружения и перестановки сту-
пеней нагружения [2,4, 5, 12, 29,33–39];

– скорость затухания памяти, эффекты, сопровождающие скачок напря-
жения вниз или его быстрое убывание за малый промежуток време-
ни (dip tests, rate reversal in creep tests, non-monotonic creep behavior)
[24,31,33–36];

– влияние скачков напряжения на длительную прочность и отклонение от
правила линейного суммирования поврежденности (Miner’s rule, linear
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damage rule, cumulative damage theory) [3, 4, 11,14,21–23,29,30,40,41];
– процессы накопления или стабилизации деформации при циклических

нагружениях (cyclic softening, cyclic hardening, ratcheting, shakedown),
влияние задержек напряжения, коэффициента асимметрии (коэффици-
ента амплитуд), частоты и других параметров цикла на скорость рэт-
четинга [3, 9, 10,13,16,17,19,26,38,41–44];

– возможные проявления виброползучести (эффекты ускорения ползуче-
сти по сравнению с ползучестью при среднем или максимальном на-
пряжении цикла, понижения деформации разрушения и долговечно-
сти) [3, 11,16,19,26,29,45–47] и т. п.

Результаты таких испытаний позволяют собрать более богатую информацию
для выбора, идентификации и верификации определяющих соотношений по
сравнению с кривыми ползучести (КП) при постоянном напряжении (кото-
рые все модели описывают адекватно при правильной настройке).

Однако для расшифровки результатов испытаний (и их планирования),
правильной интерпретации, верного выбора определяющего соотношения
(ОС), его идентификации, настройки, грамотного применения и численной
реализации необходимо точное знание общих свойств теоретических кривых
ползучести при ступенчатом (и квазиступенчатом) нагружении (а также—
кривых релаксации, деформирования и др.), порождаемых рассматриваемы-
ми ОС, полученное в результате аналитического изучения их уравнений.
Необходимо изучение влияния характеристик материальных функций и па-
раметров программы нагружения (длительностей ступеней, скачков напря-
жения, скоростей нагружения на переходных участках, параметров цикла и
частоты нагружения и т. п.) на общие качественные свойства теоретических
КП (интервалы монотонности, выпуклости, точки экстремума и излома, скач-
ки деформации и скорости деформации, асимптотику при t→∞, отклонение
от обычной КП при мгновенном нагружении до характерного значения на-
пряжения), которые порождает применяемое ОС с произвольными матери-
альными функциями (а не только для их конкретных видов). Такое исследо-
вание не было выполнено даже для одномерного линейного интегрального ОС
вязкоупругости (или ОС «нелинейной теории наследственности» Ю. Н. Ра-
ботнова [4]), хотя оно весьма полезно для уточнения арсенала его возможно-
стей и области (не)применимости и выявления индикаторов (не)линейности
поведения материалов по результатам испытаний.

Данная работа — очередной этап качественного анализа линейного ОС
вязкоупругости

ε(t) =

∫ t

0
Π(t− τ)dσ(τ), σ(t) =

∫ t

0
R(t− τ)dε(τ), t > 0, (1)

с произвольными функциями ползучести и релаксации Π(t) и R(t) и обобща-
ющего его нелинейного ОС Ю. Н. Работнова [36,37,39,48–50]. Цель работы—
аналитическое изучение общих свойств КП ОС (1) при циклических ступен-
чатых нагружениях (их интервалов монотонности и выпуклости, поведения
последовательностей максимальных и минимальных значений деформации
в каждом цикле и их полусуммы, отклонения от обычной КП при среднем
напряжении, скорости рэтчетинга, условий циклической стабильности и т. п.)
и их зависимости от параметров цикла нагружения и характеристик функции
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ползучести.
В статье используются следующие сокращения и обозначения:
– ФР и ФП—функции релаксации и ползучести;
– КП— кривая ползучести;
– h(t) —функция Хевисайда;
– δ(t) —дельта-функция Дирака;
– РеМ— регулярные модели (с ФП: Π(0) 6= 0);
– СиМ— сингулярные модели (ФР содержит слагаемое ηδ(t), η > 0);
– ŷ(t∗) := y(t∗ + 0)− y(t∗ − 0) — скачок функции y(t) в точке t∗;
– y(0) := y(0+) —предел y(t) справа в точке t = 0.
1. Некоторые свойства линейного определяющего соотношения

вязкоупругости. ОС (1) описывает изотермические одноосные процессы
в структурно стабильных вязкоупругопластичных материалах, характеризу-
емые историями напряжения σ(t) и деформации ε(t) в точке тела (входные
процессы предполагаются кусочно-непрерывными и кусочно-гладкими при
t > 0). Операторами вида (1) часто задаются и зависимости между исто-
риями нагрузок и перемещений при испытаниях образцов на растяжение,
кручение, изгиб, индентирование и т. п. Функции ползучести и релаксации
(ФП и ФР) в (1) предполагаются положительными и дифференцируемыми
на (0;∞), Π(t) — возрастающей и выпуклой вверх на (0;∞) [37], а R(t) — убы-
вающей и выпуклой вниз на (0;∞), ФР может иметь интегрируемую особен-
ность или δ-сингулярность в точке t = 0. Из монотонности и положительности
ФП и ФР на (0;∞) следует, что в точке t = 0 существуют пределы справа
Π(0+) = inf Π(t) > 0 и R(0+) = supR(t) > 0 (R(0+) = +∞, если ФР не
ограничена) и предел R(+∞) = inf R(t) > 0.

Операторы (1) определены на линейном пространстве кусочно-непрерыв-
ных и кусочно-гладких функций. Они представимы в виде

y(t) = yr(t) + ys(t),

где yr(t) —регулярная часть (непрерывная функция, yr(0) = 0),

ys(t) = y(0)h(t) +

n∑
i=1

ŷ(ti)h(t− ti)

— ступенчатая функция (ti+1 > ti, ŷ(ti) — скачок в точке ti). Тогда

y′(t) = y′r(t) + y(0)δ(t) +
∑

ŷ(ti)δ(t− ti)

и оператор (1) переводит такой процесс σ(t) в деформацию

ε(t) =

∫ t

0
Π(t− τ)σ̇r(τ)dτ + σ(0)Π(t) +

n∑
1

σ̂(ti)Π(t− ti)h(t− ti), t > 0.

Если Π(0) 6= 0 (модель регулярна), то R(0) = 1/Π(0) < ∞, и на линеале
непрерывных кусочно-гладких при t > 0 функций операторы (1) представимы
в виде

σ(t) = R(0)ε(t) +

∫ t

0
Ṙ(t− τ)ε(τ)dτ,

ε(t) = Π(0)σ(t) +

∫ t

0
Π̇(t− τ)σ(τ)dτ, t > 0.

(2)
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Операторы (1) взаимно обратны и поэтому ФП и ФР связаны уравнением∫ t

0
Π(t− τ)R(τ)dτ = t, или

∫ t

0
Π̇(t− τ)R(τ)dτ + Π(0)R(t) = 1, t > 0. (3)

Зная ФР, можно найти ФП из уравнения (3), и наоборот. При Π(0) 6= 0
уравнения (3) и (2) — уравнения Вольтерры второго рода с ограниченными
(если Π̇(0+) <∞) ядрами, и поэтому они однозначно разрешимы в простран-
ствах L1[0, b]. Случай Π(0) = 0 приводит к уравнению Вольтерры первого
рода, некорректным задачам, нерегулярным моделям с особенностью в нуле
у функции и кривых релаксации и касательного модуля диаграмм деформи-
рования и т. п. [37,48].

Свойства семейств основных теоретических квазистатических кривых
(диаграмм деформирования при постоянных скоростях деформации или на-
гружения, кривых ползучести при ступенчатом нагружении, кривых ползу-
чести и релаксации с произвольной начальной стадией нагружения и др.),
порождаемых ОС (1) с произвольной ФП, необходимые математические и фе-
номенологические ограничения на ФП и ФР проанализированы в цикле ра-
бот [36, 37, 39, 48, 49] и др. Анализ, в частности, показал, что среди моде-
лей, описываемых ОС (1) с различными ФР и ФП, необходимо выделять три
основных класса, поскольку качественные свойства базовых теоретических
кривых моделей этих классов (а также особенности постановки и решения
краевых задач) заметно отличаются:

1) регулярные модели (РеМ)— у которых Π(0) 6= 0 (тогда мгновенный мо-
дуль E = R(0) = 1/Π(0) диаграмм деформирования с постоянной скоро-
стью конечен, Π̇(0)/Π(0) = −Ṙ(0)/R(0) [37], а ОС (1) и первое уравнение
(3) сводятся к уравнениям Вольтерры второго рода (2) и (3));

2) сингулярные (СиМ)—модели с ФР, содержащей слагаемое ηδ(t), η > 0
(ФР R = ηδ(t) задает ньютоновскую жидкость с ОС σ = ηε̇ и входит
слагаемым в ФР половины реологических моделей из пружин и демп-
феров), тогда Π(0) = 0 и Π̇(0) = η−1;

3) нерегулярные модели с неограниченной ФР, не содержащей слагаемого
ηδ(t), но имеющей интегрируемую особенность в точке t = 0 (R(0+) =
= +∞).

При малых временах (и больших скоростях деформации) РеМ ведут себя как
твердые тела, а СиМ— как жидкости. Третий класс занимает промежуточное
положение между первыми двумя. К нему относится, например, ФР

R(t) = At−u, u ∈ (0; 1), A > 0,

задающая так называемый «фрактальный» элемент «фрактальных» моделей
(“fractional models”) с оператором дробного дифференцирования; соответству-
ющая (в силу (3)) ФП имеет вид Π(t) = A−1C(u) tu и обладает не только свой-
ством Π(0) = 0, как и СиМ, но и свойством Π̇(0) =∞, переходным к Π(0) 6= 0,
характеризующему РеМ.

Все структурные реологические модели, собранные из линейных пружин
и демпферов посредством последовательных и параллельных соединений,
описываются ОС (1). Схемы и названия всех двух-, трех- и четырехзвенных
моделей (в терминологии нет единства) приведены в [37] на рис. 1. Можно
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доказать, что множество всех несократимых n-звенных моделей распадается
ровно на два класса эквивалентности: РеМ-n и СиМ-n (структурно различ-
ные модели мы называем эквивалентными, если они задаются одинаковыми
семействами ФП или ФР). В частности:

1) эквивалентны трехзвенные РеМ Пойнтинга—Томсона и Кельвина [37,
рис. 1, а];

2) все четыре РеМ-4 [37, рис. 1, в] эквивалентны модели стандартного те-
ла (последовательному соединению моделей Максвелла и Фойгта, т. е.
РеМ-2 и СиМ-2);

3) все РеМ-2k эквивалентны параллельному соединению k моделей Макс-
велла с разными временами релаксации;

4) все СиМ-2k эквивалентны последовательному соединению k моделей
Фойгта с разными временами ползучести (retardation time);

5) РеМ-(2k+1) получается из СиМ-2k последовательным присоединением
упругого элемента (РеМ-1), а СиМ-(2k+ 1) —из РеМ-2k параллельным
подключением вязкого элемента (СиМ-1).

Например, семейство ФП

Π(t) = αt+ β − γe−λt, λ > 0, α, β > 0, γ ∈ [0, β] (4)

порождает все РеМ-4 при γ ∈ (0;β), α, β > 0, а при α = 0 —РеМ-3 (модель
Кельвина). Так как Π(0) = β − γ, ФП (4) порождает СиМ, когда γ = β: при
λβ = 0 —ньютоновскую жидкость, при α = 0 —модель Фойгта, при α > 0
получаются (все) СиМ-3. При γ = 0 (4) дает модель Максвелла. Эти класси-
ческие модели будут использованы для иллюстрации общих свойств цикли-
ческих кривых ползучести ОС (1).

2. Кривые обратной ползучести и требование выпуклости функ-
ции ползучести. Кривые ползучести (КП), порождаемые ОС (1) при на-
гружении σ(t) = σ̄h(t), имеют вид

ε(t, σ̄) = σ̄Π(t), t > 0. (5)

КП (5) возрастает по t (так как Π(t) возрастает) и линейно зависит от уровня
напряжений.

Отклик ОС (1) на прямоугольный импульс нагрузки

σ(t) = σ̄[h(t)− h(t− T )], σ̄ > 0,

длительностью T > 0, имеет вид

ε(t) = σ̄S(t;T ), S(t;T ) := Π(t)h(t)−Π(t− T )h(t− T ), t > 0.

В точке t = T ε(t) имеет место скачок −σ̄Π(0), а ε̇(t) — скачок −σ̄Π̇(0). На
интервале t > T уравнение кривой обратной ползучести (КОП) имеет вид

ε(t) = σ̄S(t;T ), S(t;T ) = Π(t)−Π(t− T ), t > T. (6)

У всех реономных материалов (кроме вязких жидкостей) после снятия на-
грузки наблюдается постепенное убывание деформации до некоторого уровня
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ε∞ > 0 (для сетчатых полимеров в высокоэластичном состоянии, как прави-
ло, ε∞ = 0). Это явление называется последействием, упругим восстановле-
нием, обратной ползучестью [3–8, 20–29]. Из требования (нестрогого) убыва-
ния КОП (6) (с любым T ) следует невозрастание Π̇(t) [37]. Поэтому на ФП
в ОС (1) следует накладывать ограничение: Π(t) не имеет участков выпук-
лости вниз. Можно доказать, что ограничение Π̈(t) 6 0 не является след-
ствием остальных ограничений на ФР и ФП (и тождества (3)): существует
гладкая убывающая ФР с R̈(t) > 0, такая, что соответствующая ФП строго
монотонна, но имеет участок с Π̈(t) > 0 (хотя на всем этом участке R̈(t) > 0).

Итак, Π̇(t) убывает на луче t > 0 и Π̇(t) > 0, значит, существует предел
v := Π̇(∞) > 0. Так как КОП (6) убывает и положительна (ограничена снизу),
она имеет при t → ∞ предел ε∞ > 0, и ε∞ = σ̄S(∞, T ). Легко доказать, что
S(∞, T ) = vT [37], т. е. в случае v > 0 после полной разгрузки (бесконечно
долго) сохраняется остаточная деформация ε∞ = σ̄vT . Это означает, что при
v > 0 память интегрального оператора Π, задающего ОС (1), не затухает.

Если ФП ограничена, то v = 0 и ε∞ = 0. Нетрудно доказать, что ФП
всех моделей СиМ-2k и РеМ-(2k+1) ограничены, а у РеМ-2k и СиМ-(2k+1),
k ∈ N, v > 0. Может быть v = 0 и для неограниченной ФП, например, для
степенной ФП

Π = ctu, u ∈ (0; 1), c > 0.

У классических моделей (4) v = α и

S(t;T ) = αT + ce−λt, c := γ(eλT − 1).

В частности, v > 0 при α > 0 (для РеМ-2 и РеМ-4); у модели Максвелла и
ньютоновской вязкой жидкости (СиМ-1) γ = 0 и

ε(t) = σ̄αT ≡ const

при t > T , т. е. упругое восстановление не происходит. У моделей Фойгта
(СиМ-2) и Кельвина (РеМ-3) α = 0 и поэтому КОП (6) имеет вид

ε(t) = σ̄ce−λt

и ε∞ = 0. Случай γ < 0 в (4) приводит к нарушению ограничения Π̈(t) 6 0,
что влечет за собой возрастание кривой обратной ползучести (противоречие
с экспериментальными данными).

Из ограничения Π̈(t) 6 0 следует, что КП (5) всегда выпуклы вверх, и по-
тому ОС (1) не способно описывать ускоряющуюся ползучесть (третью ста-
дию).

Отметим, что КОП (6) с σ̄ > 0 выпукла вниз для любых t > T > 0 (как
в испытаниях материалов) тогда и только тогда, когда Π̈(t) возрастает
(S̈(t;T ) = Π̈(t) − Π̈(t − T ) > 0). Это условие выполняется, в частности, для
всех ФП, представимых суммами экспонент с отрицательными показателями
(моделей СиМ-2k, РеМ-(2k + 1) и др.) и суммами функций ctu.

3. Кривые ползучести при произвольных ступенчатых нагруже-
ниях. Кусочно-постоянной программе нагружения с n ступенями

σ(t) =

n−1∑
i=1

σi[h(t− ti−1)− h(t− ti)] + σnh(t− tn−1)
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(полагаем, что t0 = 0 и ti > ti−1) ОС (1) ставит в соответствие деформа-
цию [36]

ε(t) = σn Π(t− tn−1)h(t− tn−1) +
n−1∑
i=1

σi S( t− ti−1 ; ti − ti−1), t > 0, (7)

или

ε(t) = σ1Π(t) +
i∑

k=1

σ̂kΠ(t− tk), t ∈ (ti; ti+1),

где σ̂i := σi+1−σi — скачки напряжения в точках ti, σ0 := 0. Скачки ε(t) и ε̇(t)
в точках ti выражаются формулами [36]:

ε̂i = σ̂iΠ(0), ˆ̇εi = Π(0)ˆ̇σi + Π̇(0)σ̂i = Π̇(0)σ̂i.

Они не зависят от момента времени ti и предыстории нагружения, а только от
скачка напряжения σi+1−σi; скачок деформации при разгрузке на ∆σ всегда
равен по модулю скачку при догрузке на ∆σ. Эти свойства можно исполь-
зовать как индикатор применимости линейного ОС (1). Линейное ОС вязко-
упругости (1) с произвольной ФП неспособно моделировать явление «дрейфа
мгновенно-упругой деформации вследствие деформации ползучести» [51–54,
31], проявляющееся, в частности, в том, что скачок деформации при разгруз-
ке отличается по модулю от скачка при догрузке (с тем же модулем скачка
напряжения), так как зависит от предыстории нагружения. В [50] установ-
лено, что нелинейное ОС наследственности Ю. Н. Работнова [4] способно
описывать явление дрейфа.

При t→∞ из (7) (в силу существования предела S(∞, T ) = vT ) получим

ε(t) = σnΠ(t− tn−1) + pn−1 + o(1), (8)

pm := v
m∑
i=1

σi (ti − ti−1). (9)

Перестановка ступеней нагружения с i < n не влияет на pn−1 [39] и асимпто-
тику (8).

Если σn = 0, то ε(t)→ pn−1 при t→∞, т. е. КП (7) имеет горизонтальную
асимптоту ε = pn−1, а pn−1 приобретает смысл пластической (необратимой)
деформации.

Если σn 6= 0, но v = 0, то pn−1 = 0 и поэтому при t→∞ имеем

ε(t)− σnΠ(t− tn−1)→ 0, ε(t)− σnΠ(t)→ 0, Π(t)−Π(t− tn−1)→ 0.

В частности, v = 0, если Π(t) ограничена (например, у всех СиМ-2n и РеМ-
(2n + 1)); в этом случае pn−1 = 0 и ε(t) → σnΠ∞ при t → ∞. Если Π(t) не
ограничена и σn 6= 0, то

ε(t) ∼ σnΠ(t− tn−1),
и |ε(t)| неограниченно возрастает.

Если v 6= 0 (как у РеМ-2k и СиМ-(2k + 1), k ∈ N) и σn 6= 0, то ε(t) → ∞
при t→∞,

σn(Π(t)−Π(t− tn−1))→ σnvtn−1 6= 0,
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ε(t)− σnΠ(t− tn−1)→ pn−1

(значение pn−1 зависит от программы {(ti, σi)} и может быть любым, но если
все σi > 0 и хотя бы одно σk > 0, то и pn−1 > 0), а ε(t) − σnΠ(t), вообще
говоря, не стремится к нулю при t → ∞. Отметим, что если все σi > 0 для
i < n, то отклонение ε(t) − σnΠ(t − tn−1) убывает на луче t > tn−1, т. к. все
слагаемые в (7), кроме последнего, убывают по t при t > ti.

В статье [36] изучены и проиллюстрированы общие свойства КП (7), в част-
ности, найдены условия существования интервала убывания и точки миниму-
ма у кривых ползучести с неполной разгрузкой. В [39] исследовано влияние
перестановки ступеней нагружения и обнаружено свойство асимптотической
коммутативности ОС (1) при ступенчатых нагружениях. Ниже будет изуче-
но влияние материального параметра v на скорость накопления пластической
деформации при циклических нагружениях.

4. Деформация при циклическом импульсном нагружении с пол-
ной разгрузкой. Пусть программа нагружения состоит из одинаковых пря-
моугольных «отнулевых» циклов с отдыхом между ними (ti = iT , σ2k−1 = σ̄,
σ2k = 0, k = 1, 2, . . . ):

σ(t) = σ̄
∞∑
i=0

(−1)ih(t− ti), или σ(t) =
∞∑
k=0

σ̄[h(t− t2k)− h(t− t2k+1)]. (10)

Тогда деформация определяется по формуле

ε(t) = σ̄
∞∑
i=0

(−1)iΠ(t− ti)h(t− ti), или

ε(t) = σ̄
∞∑
k=0

[Π(t− t2k)h(t− t2k)−Π(t− t2k+1)h(t− t2k+1)].

(11)

Ряды (10), (11) сходятся равномерно на любом отрезке, ибо на нем отличны
от нуля лишь конечное число членов ряда. Очевидно,

0 < ε(t) 6 σ̄Π(t)

при всех t > 0 в силу возрастания ФП. Скачкам напряжения σ̂i := (−1)iσ̄
в точках ti, i = 0, 1, . . . , соответствуют скачки ε(t) и ε̇(t):

ε̂i = σ̂iΠ(0) = (−1)iΠ(0)σ̄, ˆ̇εi = Π(0)ˆ̇σi + Π̇(0)σ̂i = (−1)iΠ̇(0)σ̄,

т. к. в данном случае ˆ̇σi = 0.
При t ∈ (t2i−1; t2i), i = 1, 2, . . . (i—номер цикла) из (11) имеем

ε(t) = σ̄

i∑
k=1

[Π(t− t2k−2)−Π(t− t2k−1)] = σ̄

i∑
k=1

S(t− t2k−2),

т. е. ε(t) — сумма сдвигов кривой обратной ползучести (6) вдоль оси времени
(S(t) —краткое обозначение для S(t, T ) из (6)). Каждое слагаемое S(t−t2k−2)
положительно (если Π(t) 6= const) и убывает на луче t > t2k−1, а при t → ∞
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S(t − t2k−2) → vT , где v := Π̇(∞). Значит, ε(t) > 0 и монотонно убывает на
(t2i−1; t2i) (лишь для упругого и вязкого элемента и модели Максвелла

ε(t) ≡ const = iασ̄T при t ∈ (t2i−1; t2i),

т. к. S(t−t2k−2) = αT ; для упругого элемента S(t, T ) ≡ 0 при t > T и ε(t) ≡ 0).
Нижняя грань ε(t) на интервале (t2i−1; t2i) (наименьшее значение в i-том цик-
ле):

εi = inf
(t2i−1;t2i)

ε(t) = ε(t2i − 0) = σ̄

i∑
k=1

S(t2i − t2k−2) = σ̄

i∑
k=1

S(2(i− k + 1)T ),

т. е.

εi = σ̄
i∑

j=1

S(2jT ). (12)

Так как S(2jT ) > 0, то εi > 0 (только для РеМ-1 εi = 0) и последова-
тельность εi возрастает. Так как S(2jT ) > S(∞) = vT , справедлива оценка
снизу εi > iσ̄p, где p := vT остаточная деформация от единичного импульса
напряжения (равенство εi = iσ̄p достигается лишь для вязкого элемента и
модели Максвелла, для которых v = α и S(t− t2k−2) = αT = const).

При t ∈ (t2i−2; t2i−1), i = 1, . . . , из (11) имеем

ε(t) = σ̄Π(t)− σ̄
i−1∑
k=1

[Π(t− t2k−1)−Π(t− t2k)] = σ̄Π(t)− σ̄
i−1∑
k=1

S(t− t2k−1),

каждое слагаемое S(t − t2k−1) положительно и убывает, следовательно, ε(t)
монотонно возрастает. Наибольшее значение деформации на интервале
(t2i−2; t2i−1) выражается через предел в его правом конце:

ε̄i = sup
(t2i−2;t2i−1)

ε(t) = ε(t2i−1 − 0) =

= σ̄Π(t2i−1)− σ̄
i−1∑
k=1

[Π(t2i−1 − t2k−1)−Π(t2i−1 − t2k)],

т. е.

ε̄i = σ̄Π(0) + σ̄
i∑

j=1

[Π((2j − 1)T )−Π((2j − 2)T )] =

= σ̄Π(0) + σ̄
i∑

j=1

S((2j − 1)T ). (13)
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Последовательность {ε̄i} возрастает (ибо ФП возрастает и S((2j−1)T ) > 0).
Так как S((2j − 1)T ) > S(∞) = vT , справедлива оценка снизу

ε̄i > σ̄Π(0) + iσ̄p.

Из (12) и (13) с учетом (6) находим

εi + ε̄i = σ̄Π(0) + σ̄Π(2iT )− σ̄Π(0) = σ̄Π(2iT ),

т. е. последовательность средних деформаций εi := 0.5(ε̄i+εi) целиком лежит
на КП ε = 0.5σ̄Π(t) для среднего напряжения цикла 0.5σ̄. Поэтому последо-
вательность {εi} ограничена тогда и только тогда, когда ФП ограничена.
В этом случае v = 0, p = 0 и εi → 0.5σ̄Π(∞) при i→∞.

Если же v > 0, то p = vT > 0, пластическая деформация (9) за i циклов
равна iσ̄p, и

εi > iσ̄p, ε̄i > σ̄Π(0) + iσ̄p и εi = 0.5σ̄Π(2iT ) > 0.5σ̄Π(0) + iσ̄p, (14)

т. е. деформация неограниченно возрастает, пластическая деформация неогра-
ниченно накапливается со скоростью p за цикл, и ОС моделирует рэтче-
тинг.

В силу формул (12) и (13) размах «колебаний» ε(t) на i-том цикле выра-
жается формулой

ε̄i − εi = σ̄Π(0) + σ̄
2i∑

m=1

(−1)m+1S(mT ) = σ̄Π(0)− σ̄
i∑

k=1

∆(2kT, T ), (15)

∆(t;T ) = S(t;T )− S(t− T ;T ) = Π(t)− 2Π(t− T ) + Π(t− 2T ), t > 2T. (16)

Так как ФП выпукла вверх, ∆(t, T ) 6 0 при всех t > 2T и поэтому после-
довательность ε̄i − εi возрастает (не убывает). Лишь у модели Максвелла
(с Π = αt + β, α, β > 0) и упругого и вязкого элементов (с α = 0 или β = 0)
∆(t, T ) ≡ 0 и поэтому ε̄i−εi = σ̄Π(0) = σ̄β = const (не зависит от T ). При этом
εi = iσ̄αT , ε̄i = σ̄β + iσ̄αT и обе последовательности растут неограниченно
при α > 0 (и возрастают по T ).

Пример 1. Для моделей Кельвина (с ограниченной ФП Π = β − γe−λt,
β > γ) и Фойгта (с β = γ)

εi = −σ̄
i∑

k=1

γ(e−2kTλ − e−(2k−1)Tλ) =

= −σ̄γ(e−λT − 1)e−λT (1− e−2λT i)(1− e−2λT )−1 =

= σ̄γ(1− e−2iλT )(eλT + 1)−1,

ε̄i = σ̄(β − γ) + σ̄γ(1− e−2iλT )(1 + e−λT )−1.

Очевидно, ε̄i и εi связаны линейной зависимостью

ε̄i = eλT εi + σ̄(β − γ)
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(для модели Фойгта β − γ = 0), обе последовательности возрастают и огра-
ничены, а при i→∞ сходятся к пределам

ε := σ̄γ(eλT + 1)−1, ε̄ := σ̄γ(1 + e−λT )−1 + σ̄(β − γ).

Величины ε̄i, εi, ε̄ и ε зависят от отношения длительности полуцикла T к вре-
мени ретардации модели 1/λ: предел ε убывает по T (по λT ), а ε̄ и (ε̄ − ε)
возрастают; при T → 0 ε → 0.5σ̄γ, ε̄ → σ̄β − 0.5σ̄γ, ε̄ − ε → σ̄(β − γ), а при
λT →∞ ε→ 0, ε̄→ σ̄β, ε̄− ε→ σ̄β.

Модель стандартного тела (РеМ-4) получается из модели Кельвина
(РеМ-3) последовательным подключением вязкого элемента (Π = αt). При
последовательном соединении моделей их ФП складываются, поэтому скла-
дываются и функции (16) и последовательности {ε̄i}, {εi}, {ε̄i− εi}. Поэтому
для РеМ-4

v = α > 0, ε̄i − iσ̄αT = eλT (εi − iσ̄αT ) + σ̄(β − γ),

или
ε̄i = eλT εi + (1− eλT )σ̄αT i+ σ̄(β − γ).

Примечательно, что εi →∞, но последовательность {ε̄i−εi} ограничена (ибо
для вязкого элемента ε̄i − εi = 0), не зависит от α и совпадает с {ε̄i − εi} для
РеМ-3:

ε̄i − εi = σ̄(β − γ) + σ̄γ(1− e−2iλT )[(1 + e−λT )−1 − (eλT + 1)−1] =

= σ̄(β − γ) + σ̄γ(eλT − 1)(eλT + 1)−1(1− e−2λT i).

При i → ∞ ε̄i − εi → σ̄(β − γ) + σ̄γ(eλT − 1)(eλT + 1)−1 = L; для любого i
σ̄(β − γ) < ε̄i − εi < L < σ̄β; предел L возрастает с ростом λT , при λT → 0
L→ σ̄(β − γ), а при λT →∞ L→ σ̄β.

Пример 2. Для модели со степенной ФП Π = ctu, u ∈ (0; 1), имеем

∆(t, T ) = ctu − 2c(t− T )u + c(t− 2T )u =

= ctu[1− 2(1− Tt−1)u + (1− 2Tt−1)u], t > 2T. (17)

При t→∞, очевидно, ∆(t, T ) = −2cu(1−u)T 2tu−2 +O(tu−3). Последователь-
ности

εi = σ̄cT u
i∑

k=1

[(2k)u − (2k − 1)u], ε̄i = σ̄cT u
i∑

k=1

[(2k − 1)u − (2k − 2)u]

не ограничены (ряды с неотрицательными членами расходится по признаку
сравнения); для любого i функции ε̄i(T ), εi(T ) возрастают по T и ε̄i(0+) = 0,
εi(0+) = 0.

На рис. 11 приведены кривые ползучести (11) четырех моделей для на-
гружения с T = 5, σ̄ = 1:

1В онлайн-версии статьи все рисунки выполнены в цвете.
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Рис. 1.

1) КП модели со степенной ФП Π = ctu, c = 1, u = 0.5 (черные КП);
2) КП РеМ-4 с Π = αt+β−γe−λt, λ = 0.1 (время ретардации τ = 1/λ = 10),

α = 0.1, β = 1.5, γ = 1 (голубые КП);
3) КП модели Фойгта с Π = γ − γe−λt с λ = 0.1, γ = 1 (красные);
4) КП модели Максвелла (синие) с Π = αt + β, α = 0.1, β = 0.5 (время

релаксации τ = β/α = 5).
РеМ-4 и модель Максвелла (РеМ-2) регулярны и поэтому их КП имеют в
точках t = kT разрывы первого рода со скачками ±σ̄Π(0); свойство v > 0
вызывает накопление пластической деформации. У модели Фойгта и степен-
ной модели v = 0 и Π(0) = 0 и поэтому КП непрерывны при всех t > 0.
Штрихпунктирные кривые 1–4— обычные КП этих моделей при постоянном
напряжении σ = 0.5σ̄ (среднем за цикл). При достаточно больших t КП РеМ-
4 и РеМ-2 лежат выше КП 1 степенной модели. КП вязкого элемента (не
показана) не имеет разрывов и совпадает с КП модели Максвелла на ин-
тервалах t ∈ (t2i−1; t2i) (где КП— горизонтальные отрезки). Аналогично, КП
СиМ-3 не имеют разрывов и отличаются от КП РеМ-4 только на интерва-
лах t ∈ (t2i−2; t2i−1), i = 1, . . . ,m (они получаются сдвигом дуги КП РеМ-4
вниз на β, а убывающие участки КП на интервалах t ∈ (t2i−2; t2i−1) у СиМ-3
и РеМ-4 совпадают). Для модели Фойгта и степенной модели дополнительно
приведены КП с удвоенной длительностью цикла, т. е. T = 10 (штриховые
кривые 5, 6).

Исследуем условия ограниченности (существования пределов) последова-
тельностей максимальных и минимальных деформаций (12) и (13), в част-
ности докажем, что последовательность {ε̄i − εi} (см. (15)) ограничена для
любой допустимой ФП. Будем использовать краткое обозначение ∆(t) для
функции (16).

Лемма 1. Пусть T > 0, σ̄ > 0, а ФП Π(t) дифференцируема, положи-
тельна, возрастает и выпукла вверх при t > 0. Тогда:

1) ряд
∑∞

k=2 ∆(kT ) сходится, а его сумма выражается формулой

Σ = vT + Π(0)−Π(T ), 0 > Σ > Π(0)−Π(T )

(Σ = 0 лишь для упругого и вязкого элементов и модели Максвелла);
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2) ряды
∑∞

j=1 ∆((2j + 1)T ) и
∑∞

j=1 ∆(2jT ) сходятся, их частичные суммы
связаны формулой

S1
n + S2

n = Π(0)−Π(T ) + Π((2n+ 1)T )−Π(2nT ), (18)

суммы рядов Σ1, Σ2 —формулой

Σ1 + Σ2 = vT + Π(0)−Π(T ),

и справедливы неравенства S2
n 6 S

1
n 6 0 и Σ2 6 Σ1 6 0.

Д о к а з ат е л ь ств о.
1) По формуле (16)

∆(kT ) = Π((k − 2)T )− 2Π((k − 1)T ) + Π(kT ),

поэтому каждое слагаемое Π(kT ) входит ровно в три члена ряда, а при
их суммировании пропадает. Значит частичная сумма ряда содержит
лишь две пары крайних слагаемых:

Sn = Π(0)−Π(T ) + Π(nT )−Π((n− 1)T ).

По теореме Лагранжа

Π(nT )−Π((n− 1)T ) = Π̇(ξ)T,

где ξ ∈ ((n − 1)T ;nT ). При n → ∞ имеем ξ → ∞, Π̇(ξ) → v (в силу
убывания Π̇(t)) и Sn → vT + Π(0) − Π(T ). Оценка Σ 6 0 следует из
∆(t, T ) 6 0 при t > 2T , а Σ > Π(0) − Π(T ) —из v > 0 (напомним, что
Π̇(t) > 0, и поэтому Π(∞) > 0).

2) Последовательность частичных сумм каждого из двух подрядов сходя-
щегося знакопостоянного ряда Σ∆(kT ) ограничена, следовательно, они
сходятся. По формуле (16)

∆(2kT ) = Π((2k − 2)T )− 2Π((2k − 1)T ) + Π(2kT )

и каждое слагаемое с четным индексом, кроме первого и последнего,
входит в два члена ряда, а слагаемое с нечетным— в один. Поэтому

S2
n =

n∑
j=1

∆(2jT ) = Π(0) + Π(2nT )+

+ 2

n−1∑
j=1

Π(2jT )− 2

n∑
j=1

Π((2j − 1)T ) =

= Π(0) + Π(2nT ) + 2

2n−1∑
m=1

(−1)mΠ(mT ).

Аналогично

S1
n =

n∑
j=1

∆((2j + 1)T ) = = Π(T ) + Π((2n+ 1)T )− 2

2n∑
m=2

(−1)mΠ(mT ),

и формула (18) доказана. �
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Итак, обе последовательности {εi}, {ε̄i} возрастают, но {ε̄i−εi} ограни-
чена (и имеет предел σ̄Π(0)− σ̄Σ2 в силу леммы 1 и формулы (15)). Поэтому
последовательности {ε̄i} и {εi} могут быть ограничены только одновремен-
но. Так как εi + ε̄i = σ̄Π(2iT ), обе последовательности {εi}, {ε̄i} ограничены
(и сходятся) тогда и только тогда, когда ФП ограничена (в этом случае
v = 0, p = 0 и εi := 0.5(ε̄i + εi) → 0.5σ̄Π(∞)). В этом случае ряды в фор-
мулах (13) и (12) сходятся, а пределы последовательностей {ε̄i} при i → ∞
выражаются через их суммы s1 и s2 формулами

ε̄ = σ̄Π(0) + σ̄s1, ε = σ̄s2.

Таким образом, доказана следующая теорема о свойствах отклика (11) на
2T -периодическую программу нагружения (10) из прямоугольных импульсов.

Теорема 1. Пусть T > 0, σ̄ > 0, а ФП Π(t) дифференцируема, положи-
тельна, возрастает и выпукла вверх при t > 0. Тогда кривая ползучести
(11) обладает следующими свойствами:

1) на интервалах t ∈ (2(i − 1)T, (2i − 1)T ), i = 1, . . . , кривая ползуче-
сти (11) возрастает и выпукла вверх, а на интервалах ((2i− 1)T, 2iT )
ε(t) убывает (а если

...
Π(t) > 0, то и выпукла вниз);

2) максимальное и минимальное значения ε̄i и εi деформации ε(t) в i-том
цикле выражаются формулами (13) и (12); ε̄i > εi > 0, последователь-
ности {ε̄i} и {εi} возрастают, εi := 0.5(ε̄i + εi) = 0.5σ̄Π(2iT ), и спра-
ведливы оценки снизу (14);

3) размах колебаний ε(t) на i-том цикле ε̄i − εi выражается формулой
(15), последовательность ε̄i − εi возрастает, ограничена и сходится;
ее предел равен σ̄Π(0)− σ̄Σ2;

4) последовательности {ε̄i} и {εi} ограничены тогда и только тогда, ког-
да ФП ограничена; в этом случае их пределы выражаются формулами:

ε̄ = σ̄Π(0) + σ̄s1 = σ̄Π(∞)− σ̄s2, ε = σ̄s2

(где s1 =
∑∞

j=1 S((2j − 1)T ), s2 =
∑∞

j=1 S(2jT ));

εi → 0.5σ̄Π(∞), s1 + s2 = Π(∞)−Π(0);

для деформации (11) верна двусторонняя оценка 0 6 ε(t) 6 ε̄ при t > 0,
приращение пластической деформации за цикл σ̄p = σ̄vT равно нулю,
а ОС (1) моделирует циклическое упрочнение материала;

5) если v = Π̇(∞) > 0, то p = vT > 0 и справедливы оценки

εi > iσ̄p, ε̄i > σ̄Π(0) + iσ̄p и εi > 0.5σ̄Π(0) + iσ̄p;

в этом случае пластическая деформация после i циклов равна iσ̄p,
а ОС (1) моделирует рэтчетинг с постоянной скоростью накопления
пластической деформации σ̄p за цикл (а средняя полная деформация
εi = 0.5σ̄Π(2iT ) растет еще быстрее);

6) при T → 0 (для любого фиксированного i > 1) ε̄i → σ̄Π(0), εi → 0,
а если ФП ограниченна, то ε̄→ σ̄Π(0) и ε→ 0.
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Замечание 1. При последовательном соединении моделей их ФП склады-
ваются, поэтому суммируются и функции ∆(t, T ), и последовательности {ε̄i},
{εi}, {ε̄i − εi}. Линейная комбинация (с положительными коэффициентами)
ФП с v = 0 наследует свойство v = 0; наличие хотя бы одного слагаемого
с v > 0 обеспечивает свойство v > 0 у суммы ФП.

Замечание 2. С ростом T величины ε̄i и εi не обязаны всегда возрастать
или убывать. Достаточные условия монотонности:

1) если функция tΠ̇(t) возрастает, т. е. tΠ̈(t) + Π̇(t) > 0 (это выполняется,
в частности, для степенных ФП), то εi(T ) и ε̄i(T ) возрастают, ибо про-
изводная по T каждого члена S(2jT ) = Π(2jT ) − Π((2j − 1)T ) суммы
(13) и (12) неотрицательна;

2) если tΠ̇(t) убывает, то εi(T ) и ε̄i(T ) убывают.
У моделей Кельвина и Фойгта tΠ̇(t) = γλte−λt сначала возрастает, а потом
убывает, εi(T ) убывает, ε̄i(T ) возрастает.

5. Произвольная программа двухступенчатого циклического на-
гружения. В силу п. 2 теоремы 1 последовательность средних деформаций
εi целиком лежит на КП ε = 0.5σ̄Π(t) при среднем напряжении цикла 0.5σ̄
(совпадает с ее значениями в точках t = 2iT ). Это связано с тем, что програм-
ма импульсного нагружения (10) разлагается в сумму постоянного (среднего)
напряжения 0.5σ̄ и симметричного нагружения с тем же периодом и ампли-
тудой 0.5σ̄, т. е.

σ+0 (t, T ) = 0.5σ̄ + 0.5σ̄σ+−(t, T ),

и поэтому (в силу линейности ОС (1)) отклик представляется в форме

ε+0 (t, T ) = 0.5σ̄Π(t) + 0.5σ̄ε+−(t, T ),

где ε+−(t, T ) — отклик на симметричное периодическое нагружение σ+−(t, T )
с единичной амплитудой.

Произвольная программа (равнодольного) двухступенчатого циклическо-
го нагружения

σ(t) = σ1 + σ̂

∞∑
i=1

(−1)ih(t− ti), σ̂ = σ1 − σ2, (19)

когда в моменты времени ti = iT (T —длительность полуцикла) происходит
перескок с напряжения σ1 на σ2 и обратно, тоже разлагается в сумму посто-
янного напряжения σm = 0.5(σ1+σ2) и симметричного нагружения с тем же
периодом 2T , амплитудой σ̄ = ±0.5σ̂ и тем же модулем скачков напряжения.
В силу линейности ОС (1) отклик на нее представим в виде суммы обычной
КП и отклика на симметричное циклическое нагружение 0.5σ̂σ+−(t, T ):

ε(t) = σmΠ(t) + 0.5σ̂ε+−(t, T ).

Отклик 0.5σ̂ε+−(t, T ) равен отклонению ε(t) от КП σmΠ(t), и анализ его свойств
позволит исследовать, в частности, возможности моделирования с помощью
ОС (1) некоторых эффектов наложения циклического возмущения на по-
стоянное нагружение, например, ускорения или замедления ползучести по
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сравнению с ползучестью при среднем напряжении (а не при максимальном,
что принято называть виброползучестью) [3, 9, 11, 13, 16, 17, 19, 26, 29, 45–47].
Нетрудно заметить, что, в силу линейности и инвариантности оператора (1)
относительно сдвигов вдоль оси времени отклик ε+−(t, T ) выражается через
линейные комбинации функции (16) и ее сдвигов по времени, и поэтому для
исследования деформации в случае произвольного циклического нагружения
(19) следует детально изучить свойства функции ∆(t, T ).

6. Функция влияния симметричного прямоугольного импульса
растяжения–сжатия. Исследуем отклик ОС (1) на трехступенчатую про-
грамму нагружения

σ̄s(t) = σ̄[h(t)− h(t− T )]− σ̄[h(t− T )− h(t− 2T )], σ̄ > 0, T > 0

(σ(t) ≡ 0 при t > 2T ), состоящую из двух прямоугольных импульсов рас-
тяжения и сжатия одинаковой продолжительности и последующей полной
разгрузки. Оператор (1) переводит этот процесс в

ε(t) = σ̄∆(t;T ),

где
∆(t;T ) := S(t;T )− S(t− T ;T ),

т.е.

∆(t;T ) = Π(t)h(t)− 2Π(t− T )h(t− T ) + Π(t− 2T )h(t− 2T ), t > 0. (20)

Очевидно, ∆(t, T ) ≡ 0 при t < 0 (и поэтому ∆(t− τ, T )h(t− τ) = ∆(t− τ, T )).
В дальнейшем (при фиксированном T ) будем использовать сокращенное обо-
значение ∆(t).

Если t ∈ (0;T ), то ∆(t) = Π(t) —положительная возрастающая выпуклая
вверх функция.

Если t ∈ (T ; 2T ), то ∆(t) = Π(t)−2Π(t−T ) = S(t;T )−Π(t−T ) — убываю-
щая функция, причем ∆(2T − 0) = Π(2T )− 2Π(T ) < 0, так как Π(t) выпукла
вверх. Скачок ∆(t, T ) в точке t = T равен −2Π(0), а в точках t = 0 и t = 2T
равен Π(0) (для сингулярных моделей Π(0) = 0 и поэтому ∆(t, T ) непрерыв-
на). Скачки производной ∆(t) в этих трех точках равны Π̇(0), −2Π̇(0) и Π̇(0).
Если

...
Π(t) > 0, то S̈(t;T ) > 0 и ∆̈(t) = S̈(t;T )−Π̈(t−T ) > 0, т. е. ∆(t) выпукла

вниз на интервале (T ; 2T ).
Если t > 2T , то ∆(t) имеет вид (16): ∆(t, T ) := Π(t)−2Π(t−T )+Π(t−2T ).

Для удобства ∆(t) доопределена в точке t = 2T по непрерывности справа:
∆(2T ) := ∆(2T + 0). Так как

2f(t− T ) > f(t) + f(t− 2T )

для любой выпуклой вверх функции, ∆(t) 6 0 при t > 2T ; равенство ∆(t) = 0
при некотором t > 2T возможно только для упругого и вязкого элементов
и модели Максвелла, для которых ∆(t, T ) ≡ 0 при t > 2T . Предел ∆(t) при
t→∞ всегда равен нулю, так как ∆(t) = S(t− T ;T )− S(t;T ) и существуют
пределы S(t;T )→ v, S(t− T ;T )→ v, где v = Π̇(∞). Так как

∆̇(t) = Π̇(t)− 2Π̇(t− T ) + Π̇(t− 2T ),
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в случае
...
Π(t) > 0 будет ∆̇(t) > 0, т. е. ∆(t) возрастает на всем луче t > 2T

(а |∆(t| убывает).
Наибольшее значение ∆(t, T ) достигается в точке t = T :

sup ∆(t) = ∆(T − 0) = Π(T ) := ∆max.

Наименьшее значение ∆(t) достигается в точке t = 2T :

inf ∆(t) = ∆(2T − 0) = Π(2T )− 2Π(T ) := ∆min.

Если Π̇(t) 6= const, то ∆min < 0 и |∆min| < ∆max, так как

Λmax − |∆min| = Π(2T )−Π(T ) и Π(2T ) > Π(T )

в силу возрастания ФП (|∆min| = ∆max только в случае Π(t) = const, т. е. для
упругого элемента). С ростом T ∆max возрастает, а ∆min убывает:

∆′min(T ) = 2(Π̇(2T )− Π̇(T )) 6 0,

так как Π̈(t) 6 0.
Таким образом, доказана следующая лемма о свойствах функции (20).
Лемма 2. Пусть T > 0, σ̄ > 0, а ФП Π(t) дифференцируема, положитель-

на, возрастает и строго выпукла вверх при t > 0. Тогда функция влияния
(20) обладает следующими свойствами:

1) при t ∈ (0;T ) ∆(t) = Π(t) —положительная возрастающая выпуклая
вверх функция;

2) при t ∈ (T ; 2T ) ∆(t) — убывающая функция и ∆(2T − 0) < 0;
3) на луче t > 2T ∆(t) выражается формулой (16), ∆(t) < 0 и предел

∆(+∞) = 0;
4) ряд

∑∞
k=2 ∆(kT ) сходится, а его сумма Σ равна vT + Π(0) − Π(T );

интеграл

I =

∫ ∞
2T

∆(t)dt

сходится, и для него справедлива оценка

[vT + Π(0)−Π(T )]T < I < [vT + Π(T )−Π(2T )]T ;

5) у ∆(t) имеются ровно три точки разрыва на вещественной оси: t = 0,
t = T и t = 2T, скачки в них равны Π(0), −2Π(0), Π(0), а скачки про-
изводной— Π̇(0), −2Π̇(0) и Π̇(0); у нерегулярных моделей это точки
устранимого разрыва и ∆(t) непрерывна на всей оси;

6) наибольшее и наименьшее значения ∆(t) достигаются в точках
t = T − 0 и t = 2T − 0:

∆max = ∆(T − 0) = Π(T ) > 0,

∆min = ∆(2T − 0) = Π(2T )− 2Π(T ) < −Π(0) < 0, |∆min| < ∆max;

∆max и |∆min| возрастают с ростом T,
а при T → 0 ∆max → Π(0), ∆min → −Π(0);
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7) если
...
Π(t) > 0, то ∆(t) выпукла вниз на интервале (T ; 2T ) и возрастает

на всем луче t > 2T.

Замечание 3. Пункт 4 вытекает из леммы 1 по интегральному признаку
сходимости рядов.

Для моделей с ФП вида (4) (Максвелла, Фойгта, Кельвина и РеМ-4)

∆(t) = −γe−λt + 2γe−λ(t−T ) − γe−λ(t−2T ) = −γ(eλT − 1)2e−λt

при t > 2T , ∆(t) не зависит от α, β и возрастает (
...
Π(t) = γλ3e−λt > 0),

Σ1 = e−λTΣ2, Σ2 = −γ(eλT − 1)/(eλT + 1).

В самом деле,

Σ2 = −γ(eλT − 1)2
∑

e−2kλT =

= −γ(eλT − 1)2e−2λT (1− e−2λT )−1 = −γ(eλT − 1)(eλT + 1)−1.

Для модели со степенной ФП Π = ctu, u ∈ (0; 1), также
...
Π(t) > 0, и ∆(t, T )

имеет вид (17).
На рис. 2 приведены графики функции (20) с T = 5 для шести моделей

разных классов:
1) модели со степенной ФП Π = ctu, c = 1, u = 0.5 (черная кривая 1) и с

c = 0.5, u = 0.1 (штриховая кривая 1′);
2) РеМ-4 с ФП (4) при λ = 0.1 (время ретардации τ = 1/λ = 10), α = 0.1,

β = 1.5, γ = 1 (голубая кривая);
3) модели Фойгта с Π = γ − γe−λt при λ = 0.1, γ = 1 (красная кривая 3);
4) модели Максвелла (синяя) с Π = αt+ β, α = 0.1, β = 0.5 (время релак-

сации τ = β/α = 5);
5) упругого элемента с β = 0.5 (зеленые штриховые «ступеньки» 5);
6) вязкого элемента с α = 0.1, β = 0 (синий «зуб»).

Нумерация кривых на рисунке совпадает с порядком перечисления моделей.
Упругий элемент, модель Максвелла и РеМ-4 регулярны (Π(0) 6= 0), и

поэтому их ∆(t) имеют ненулевые скачки в точках t = 0;T ; 2T ; у остальных
моделей Π(0) = 0, и поэтому скачков нет, и ∆(t) непрерывны при всех t > 0.
Отклик (20) для РеМ-4 (и РеМ-3) на луче t > 2T совпадает с откликом (20)
модели Фойгта с теми же значениями λ и γ (так как их ФП отличаются лишь
линейным слагаемым):

∆(t) = −γ(eλT − 1)2e−λt.

Для близкого к нулю показателя u реакция степенной модели (см. штрихо-
вую кривую 1′ для u = 0.1) близка к реакции упругого элемента с Π = c

(∆̇(0) = +∞; свойство ∆̇(T + 0) = −∞ создает резкий провал, визуально
не отличимый от скачка вниз, а свойства ∆̇(2T + 0) = +∞ и ∆(t) ≈ 0 при
t > 2T хорошо приближают нулевой отклик упругого элемента). Для близких
к единице u реакция степенной модели близка к реакции вязкого элемента
(нет провала при t = T и Λ(t) ≈ 0 на луче t > 2T ). Штрихпунктиром показан
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Рис. 2.

для сравнения график функции S(t;T ) из (6) (т. е. кривая обратной ползу-
чести с σ̄ = 1) для степенной модели: при t → ∞ она стремится к σ̄vT = 0,
но гораздо медленнее, чем ∆(t), связанная с ней формулой (20).

7. Деформация в случае симметричного циклического растяже-
ния-сжатия. Пусть периодическая программа нагружения состоит из оди-
наковых прямоугольных полуциклов растяжения и сжатия длительности T
и амплитуды σ̄:

σ(t) = σ̄h(t) + 2σ̄
∞∑
i=1

(−1)ih(t− ti), или σ(t) = σ̄
∞∑
k=0

s(t− 2Tk), (21)

где ti = iT . В силу линейности и инвариантности оператора (1) относительно
сдвигов отклик

ε(t) = σ̄Π(t) + 2σ̄
∞∑
i=1

(−1)iΠ(t− ti)h(t− ti)

можно представить в виде суммы сдвигов функции влияния (20), изученной
выше:

ε(t) = σ̄

∞∑
j=0

∆(t− 2Tj)h(t− 2Tj) = σ̄

∞∑
j=0

∆(t− 2Tj). (22)

Ряд (22) сходится при любом t (равномерно на любом отрезке), ибо в точ-
ке t отличны от нуля лишь конечное число членов ряда. На i-том периоде
t ∈ ((2i− 2)T, 2iT ), i = 1, 2, . . . , отклик (22) представляется конечной суммой
с j 6 i− 1:

ε(t) = σ̄

i−1∑
j=0

∆(t− 2Tj) при t ∈ ((2i− 2)T, 2iT ).

При t ∈ ((2i − 2)T, (2i − 1)T ), i = 1, 2, . . . , КП (22) монотонно возрас-
тает и выпукла вверх, так как в представлении (22) все ненулевые сла-
гаемые ∆(t− 2Tj), j 6 i − 1, возрастают и выпуклы вверх на интервалах

345



Хохл о в А. В.

(2iT−2T, 2iT−T ) (они совпадают с (2jT, 2jT+T ) или лежат в (2jT+2T,∞)).
Наибольшее значение деформации на интервале (t2i−2; t2i−1) (и в i-том цик-
ле):

ε̄i = sup
(t2i−2;t2i−1)

ε(t) = ε(t2i−1 − 0) = σ̄

i−1∑
j=0

∆((2i− 2j − 1)T − 0) =

= σ̄∆(T − 0) + σ̄
i−2∑
j=0

∆((2i− 2j − 1)T ),

т. е.

ε̄i = σ̄Π(T ) + σ̄

i∑
m=2

∆((2m− 1)T ) = σ̄Π(T ) + σ̄S1
i−1, (23)

S1
i−1 =

i−1∑
k=1

∆((2k + 1)T ).

Здесь S1
i−1, i > 1, — частичная сумма ряда из леммы 1. Так как ∆(t) 6 0 при

t > 2T (см. лемму 2), все ∆((2k + 1)T ) 6 0, S1
i−1 6 0 и поэтому последова-

тельность {ε̄i} убывает (ε̄i+1 − ε̄i = σ̄∆((2i+ 1)T ) 6 0) и ε̄i 6 ε̄1 = σ̄Π(T ).
Докажем, что ε̄i > σ̄Π(0) > 0, а значит, последовательность {ε̄i} огра-

ничена снизу и поэтому при i → ∞ имеет предел ε̄ = σ̄M(T ), причем
ε̄ > σ̄Π(0) > 0.

С учетом (18) величину ε̄i в формуле (23) можно выразить через сумму
S2
i−1 =

∑i−1
k=1 ∆(2kT ):

ε̄i/σ̄ = Π(T )+S1
i−1 = Π(T )+ [Π(0)−Π(T )+Π((2i−1)T )−Π((2i−2)T )−S2

i−1],

т. е.
ε̄i = σ̄Π(0)− σ̄S2

i−1 + σ̄[Π((2i− 1)T )−Π((2i− 2)T )]. (24)

Так как Π((2i−1)T )−Π((2i−2)T ) > 0 (в силу возрастания ФП) и −S2
i−1 > 0,

величина ε̄i > σ̄Π(0). При v 6= 0 можно уточнить оценку по теореме Лагран-
жа:

Π((2i− 1)T )−Π((2i− 2)T ) > 0 = Π̇(ξ)T,

где ξ ∈ ((2i − 2)T ; (2i − 1)T ). Поскольку Π̇(t) не возрастает, справедливы
оценки

Π̇(ξ) > Π̇((2i− 1)T ) > Π̇(+∞) = v, Π((2i− 1)T )−Π((2i− 2)T ) > vT

и поэтому ε̄i/σ̄ > Π(0)+vT (равенство только в случае Π̇(t) = const, т. е. толь-
ко для упругого и вязкого элементов и модели Максвелла). Таким образом,
доказаны двусторонние оценки для последовательности ε̄i и ее предела ε̄:

σ̄Π(T ) > ε̄i > σ̄Π(0) + σ̄vT > 0 и σ̄Π(T ) > ε̄ > σ̄Π(0) + σ̄vT > 0. (25)
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Отметим, что для всех регулярных моделей

σ̄Π(0) + σ̄vT > 0,

а для нерегулярных с v = 0 (например, для всех степенных ФП, для модели
Фойгта и последовательных соединений любого количества моделей Фойгта)

σ̄Π(0) + σ̄vT = 0.

Из (23) и (24) следует, что предел последовательности {ε̄i} при i → ∞
выражается через пределы Σ1 и Σ2 частичных сумм S1

i и S
2
i рядов из леммы 1

формулами
ε̄ = σ̄Π(T ) + σ̄Σ1 = σ̄Π(0)− σ̄Σ2 + σ̄vT. (26)

При t ∈ (t2i−1; t2i), i = 1, 2, . . . , КП (22) убывает и выпукла вниз (нестро-
го), так как в сумме (22)) все ненулевые слагаемые ∆(t − 2Tj), j 6 i − 1,
убывают и выпуклы вниз на интервалах ((2i−1)T, 2iT ) (они совпадают с ин-
тервалом (2jT +T ; 2jT + 2T ), на котором функция ∆(t− 2Tj) убывает и вы-
пукла вниз). Только для упругого элемента ε(t) = const = −σ̄. Минимальное
значение ε(t) на (t2i−1; t2i) (и в i-том цикле) вычисляется по формуле (22):

εi = inf
(t2i−1;t2i)

ε(t) = ε(t2i − 0) = σ̄
i−1∑
j=0

∆(2(i− j)T − 0),

или

εi = σ̄∆(2T − 0) + σ̄
i∑

k=2

∆(2kT ) = σ̄S2
i − σ̄Π(0). (27)

Так как ∆(t) 6 0 при t > 2T , то

εi 6 σ̄∆(2T − 0) = σ̄[Π(2T )− 2Π(T )] 6 −σ̄Π(0) 6 0, i = 1, 2, . . .

(лишь для вязкого элемента εi = 0), |εi| > σ̄Π(0) и последовательность {εi}
убывает. Только для упругого и вязкого элементов и модели Максвелла, для
которых Π = αt + β и ∆(t, T ) ≡ 0 при t > 2T , последовательность {εi}
постоянна: εi = −σ̄Π(0) = −σ̄β.

Чтобы доказать ограниченность последовательности {εi} снизу и найти
оценку сверху для |εi|, преобразуем (27), выразив S2

i через S1
i по форму-

ле (18):
εi = −σ̄Π(T )− σ̄S1

i + σ̄[Π((2i+ 1)T )−Π(2iT )]. (28)

Так как −σ̄S1
i > 0 и Π((2i + 1)T ) − Π(2iT ) > 0, то εi > −σ̄Π(T ). При v 6= 0

можно уточнить эту оценку, как и при доказательстве (25): из

Π((2i+ 1)T )−Π(2iT ) > vT

следует, что
εi > −σ̄Π(T ) + σ̄vT

(равенство лишь для упругого и вязкого элементов и модели Максвелла).
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Таким образом, доказаны двусторонние оценки для εi и предела ε:

− σ̄Π(T ) + σ̄vT 6 εi 6 σ̄Π(2T )− 2σ̄Π(T ) 6 −σ̄Π(0) 6 0

и − σ̄Π(T ) + σ̄vT 6 ε 6 −σ̄Π(0) 6 0. (29)

В силу (23) и (28) имеем

0.5(ε̄i + εi) = 0.5σ̄[−∆((2i+ 1)T ) + Π((2i+ 1)T )−Π(2iT )] =

= 0.5σ̄[Π(2iT )−Π(2iT − T )]. (30)

Из убывания последовательности {εi} и ее ограниченности снизу следует,
что при i→∞ она имеет предел ε = σ̄m(T ), а из (27) и (28) следует, что он
выражается формулами

ε = σ̄Σ2 − σ̄Π(0) = −σ̄Π(T )− σ̄Σ1 + σ̄vT. (31)

Отметим, что для сходимости последовательностей {εi} и {ε̄i} в случае
симметричного цикла (21) не требуется, чтобы ФП была ограниченной, как
было в случае импульсных нагружений (10) (см. п. 4). В силу формул (26),
(31) и леммы 2

ε̄+ ε = σ̄Π(T ) + σ̄Σ1 + σ̄Σ2 − σ̄Π(0) = σ̄vT

и последовательность ε̄i − |εi| = ε̄i + εi сходится при i→∞ к числу σ̄vT > 0.
Последовательность средних εi := 0.5(ε̄i + εi) неотрицательна и убывает

(так как {ε̄i} и {εi} убывают). Вместе с ограниченностью (сходимостью) {ε̄i}
и {εi} это означает, что при симметричном циклическом нагружении (21) рэт-
четинг не происходит, деформация и петля гистерезиса стабилизируются, т. е.
линейное ОС (1) верно воспроизводит эффект, наблюдаемый в испытаниях
большинства реономных материалов при симметричных нагружениях.

У моделей с v = 0 (в частности, для ограниченных ФП, степенных ФП,
всех моделей РеМ-(2n+ 1) и СиМ-2n)

ε̄ = −ε = σ̄Π(0)− σ̄Σ2 = σ̄Π(T ) + σ̄Σ1

и с ростом числа циклов происходит симметризация деформации (22) отно-
сительно оси ε = 0:

εi → 0, ε̄i − |εi| → 0.

Из (25) и (29) следует, в частности, что при T → 0 ε̄→ σ̄Π(0), ε→ −σ̄Π(0)
и ε̄i → σ̄Π(0), εi → −σ̄Π(0) для любого фиксированного i, т. е. при стремлении
частоты циклов к бесконечности, размах деформации уменьшается и в преде-
ле стремится к мгновенно-упругой реакции (что и наблюдается в испытаниях
реономных материалов до момента, пока не становится заметным влияние
тепловыделения на механические свойства).

Подытожим обнаруженные свойства кривой ползучести (22) для произ-
вольной периодической программы нагружения (21) с симметричным цик-
лом.

Теорема 2. Пусть T > 0, σ̄ > 0, а функция ползучести Π(t) дифферен-
цируема, положительна, возрастает и выпукла вверх при t > 0. Тогда:
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1) на интервалах t ∈ ((2i − 2)T, (2i − 1)T ), i = 1, . . . , циклическая КП
(22) возрастает и выпукла вверх, а на интервалах ((2i− 1)T, 2iT ) ε(t)
убывает (а если

...
Π(t) > 0, то и выпукла вниз);

2) в точках t = kT КП (22) нерегулярных моделей имеют разрывы первого
рода со скачками 2σ̄Π(0)(−1)k и скачками скорости деформации ε̇(t),

равными 2σ̄Π̇(0)(−1)k; КП регулярных моделей непрерывны и в точках
t = kT, а формула для скачков ε̇(t) сохраняется;

3) максимальное и минимальное значения ε̄i и εi деформации ε(t) в i-
том цикле выражаются формулами (23), (24) и (27), (28); для ε̄i и εi
справедливы двусторонние оценки (25) и (29) (не зависящие от i) и
ε̄i − |εi| = ε̄i + εi > σ̄vT > 0; ε̄i > |εk| при любых i, k > 1;

4) последовательности {ε̄i} и {εi} убывают, ограничены и сходятся, для
их пределов ε̄ и ε справедливы формулы (26), (31) и ε̄ + ε = σ̄vT, а
также двусторонние оценки (25) и (29);

5) КП (22) ограничена на луче t > 0 и для нее справедливы оценки

ε = σ̄Σ2 − σ̄Π(0) 6 ε(t) 6 ε̄1 = σ̄Π(T ) при t > 0,

ε 6 ε(t) 6 ε̄i+1 = σ̄Π(T ) + σ̄S1
i при t > 2iT ;

6) последовательность εi := 0.5(ε̄i + εi) (см. (30)) убывает, а при i → ∞
εi → 0.5σ̄vT ;

7) если ФП обладает свойством v = 0, то ε = −ε̄, и с ростом числа цик-
лов происходит симметризация деформации (22) относительно оси
ε = 0 : εi → 0 и ε̄i − |εi| → 0;

8) при T → 0 для любого i ε̄i → σ̄Π(0), εi → −σ̄Π(0) и ε̄ → σ̄Π(0),
ε→ −σ̄Π(0).

Замечание. Функции ε̄i(T ) и εi(T ) не обязаны быть монотонными. До-
статочные условия их монотонности:

1) если функция tΠ̇(t) выпукла вверх (т. е. 2Π̈(t)+ t
...
Π(t) 6 0, это выполня-

ется, в частности, для степенных ФП), то εi(T ) и ε̄i(T ) при симметрич-
ном нагружении убывают, а размах при импульсном нагружении (15),
наоборот, возрастает (ибо производная по T каждого слагаемого ∆(2jT )
сумм (23), (27) и (15) отрицательна);

2) если tΠ̇(t) выпукла вниз (т. е. 2Π̈(t) + t
...
Π(t) > 0, убывает), то εi(T )

и ε̄i(T ) возрастают.
У моделей Кельвина и Фойгта tΠ̇(t) = γλte−λt сначала выпукла вверх, а при
больших t— вниз. Поэтому при малых и больших значениях jT εi(T ) и ε̄i(T )
могут вести себя по разному.

Из теоремы 2 следует, что ОС (1) с произвольной ФП моделирует отсут-
ствие рэтчетинга при симметричных циклических нагружениях. Это и на-
блюдается в испытаниях структурно стабильных материалов, одинаково со-
противляющихся растяжению и сжатию [3,7, 9, 10,13,17,32].

На рис. 3 приведены КП (22) пяти моделей (тех же, что и на рис. 2) для
симметричного циклического нагружения (1) с T = 5, σ̄ = 1:

1) КП модели со степенной ФП Π = ctu, c = 1, u = 0.5 (черная КП);
2) КП РеМ-4 с Π = αt+β−γe−λt с λ = 0.1 (время ретардации τ = 1/λ = 10),

α = 0.1, β = 1.5, γ = 1 (голубая КП);
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3) КП модели Фойгта с Π = γ − γe−λt, λ = 0.1, γ = 1 (красная);
4) КП модели Максвелла (синяя) с Π = αt + β, α = 0.1, β = 0.5 (время

релаксации τ = β/α = 5, ∆(t) ≡ 0 при t > 2T , Σ1 = Σ2 = 0, ε̄i = Π(T ) =
= β + αT = ε̄, εi = −σ̄Π(0) = −σ̄β = ε);

5) КП вязкого элемента с Π = αt, α = 0.1 (синяя ломаная: она не имеет
разрывов и периодична, так как ∆(t) ≡ 0 при t > 2T , ε(t) > 0 на луче
t > 0, ε̄i = σ̄Π(T ) = σ̄αT , εi = 0).

КП модели Максвелла и РеМ-4 имеют в точках ti = iT разрывы первого рода
со скачками±σ̄Π(0). У модели Фойгта и степенной модели Π(0) = 0 и поэтому
их КП непрерывны при всех t > 0. У этих двух моделей v = 0 и поэтому
происходит симметризация КП (22) относительно оси ε = 0. У РеМ-4, РеМ-2
и вязкого элемента (СиМ-1) v = α > 0 и поэтому 0.5(ε̄i + εi) → 0.5σ̄αT > 0
и ε̄ = |ε| + σ̄αT > |ε| (штриховые прямые на рис. 3 — ε = 0.5σ̄αT = 0.25 и
ε = σ̄αT = 0.5). Две штрихпунктирные красные кривые—КП модели Фойгта
при постоянном напряжении σ̄ = ±1.

Рис. 3.

8. О кривой циклической ползучести и ее отклонении от кривой
ползучести при среднем напряжении. Произвольная программа двух-
ступенчатого циклического нагружения (19) (в моменты времени ti = iT
происходит периодический перескок с напряжения σ1 на σ2 и обратно) разла-
гается в сумму постоянного напряжения σm = 0.5(σ1 + σ2) и симметричного
ступенчатого нагружения (21) с тем же периодом 2T , амплитудой σ̄ = 0.5σ̂,
σ̂ = σ1 − σ2, и теми же скачками напряжения в точках tk = kT , что и у (19).
Отклик на нее представим в виде суммы обычной КП для среднего напря-
жения σm и отклика r(t) на симметричное циклическое нагружение:

ε(t) = σmΠ(t) + r(t), (32)

r(t) = 0.5σ̂

n∑
i=1

∆(t− 2T (i− 1), T ), t ∈ [0; 2Tn), n = 1, 2, . . . .

Свойства r(t) в случае σ̄ = 0.5σ̂ > 0 (когда σ1 > σ2) установлены в теоре-
ме 2. Если же σ1 < σ2, то σ̄ < 0, знаки всех производных КП (22) меняются на
противоположные, интервалы возрастания и убывания, выпуклости вверх и
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вниз, точки максимума и минимума меняются местами (но сохраняется их че-
редование). Поэтому при любых σ1, σ2 (вне зависимости от знаков σ̂ = σ1−σ2
и σ1 − σm) и T > 0 для КП (32) справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть функция ползучести Π(t) дифференцируема, положи-
тельна, возрастает и выпукла вверх при t > 0. Тогда циклическая кривая
ползучести (32) и ее отклонение r(t) = ε(t) − σmΠ(t) от КП для среднего
напряжения σm = 0.5(σ1 + σ2) обладают следующими свойствами:

1) функция r(t) монотонна на интервалах (kT, kT + T ), интервалы воз-
растания и убывания чередуются; ее значения r̄i := r(t2i−1 − 0) и
ri := r(t2i − 0) в точках экстремума t2i−1 = (2i − 1)T и t2i = 2iT
(максимальные отклонения в i-том цикле) выражаются через Π(t)
формулами (23), (24) и (27), (28) с σ̄ = 0.5σ̂ = 0.5(σ1 − σ2) и заменой
ε̄i, εi на r̄i и ri;

2) r̄iri < 0, последовательности r̄i, ri и ri := 0.5(r̄i + ri) монотонны,
ограничены и сходятся, для их пределов r̄, r и 0.5(r̄ + r) справедливы
формулы (26), (31) и r̄ + r = σ̄vT, где v = Π̇(∞);

3) rir̄i > 0, riri < 0, последовательности |r̄i| и |ri| убывают, а |ri| возрас-
тает и

|r̄i| − |ri| > |σ̄|vT, |ri| > 0.5|σ̄|vT, |r̄| − |r| > |σ̄|vT ;

4) отклонение r(t) ограничено на луче t > 0 :

−Π(T ) + vT − Σ1 6 r(t)/σ̄ 6 Π(T ),

где Σ1 — сумма ряда из леммы 1, Σ1 6 0;
последовательность норм ρi = sup{|r(t)| | t ∈ (2iT ;∞)} убывает и
ρi → |ε̄|, где

ε̄ = σ̄Π(T ) + σ̄Σ1 = σ̄Π(0)− σ̄Σ2 + σ̄vT ;

5) полусумма экстремальных значений КП (32) выражается формулой

εi = 0.5σm[(1 +A)Π(2iT ) + (1−A)Π(2iT − T )],

где A = σ̄/σm = (σ1 − σ2)/(σ1 + σ2) —«коэффициент амплитуд»;
последовательности отклонений

δ−i = εi − σmΠ(2iT − T ) и δ+i = σmΠ(2iT )− εi

убывают по модулю и сходятся к 0.5σm(1+A)vT и 0.5σm(1−A)vT при
i→∞; отношение

δ+i /δ
−
i = (1−A)/(A+ 1) = σ2/σ1

не зависит от i, σm и Π(t);
6) в случае A ∈ (−1; 1) (т. е. в случае σ2/σ1 > 0) для εi при любом i

справедливы оценки

Π(2iT − T ) 6 Π(2iT − T ) + 0.5(1 +A)vT < εi/σm,

εi/σm < Π(2iT )− 0.5(1−A)vT 6 Π(2iT );
(33)
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7) у моделей с v = 0 при i → ∞ происходит асимптотическая сим-
метризация отклонения циклической КП (32) от КП при среднем на-
пряжении: r = −r̄, |r̄i| − |ri| → 0, ri → 0 и εi − σmΠ(2iT ) → 0;
если Π(t) ограничена, то εi → σmΠ(∞) и происходит симметризация
циклической КП (32) относительно прямой ε = σmΠ(∞) (асимптоты
КП ε = σmΠ(t));

8) в случае σm = 0 КП (32) всегда ограничена на луче t > 0, а в случае
σm 6= 0 КП (32) ограничена тогда и только тогда, когда ограничена
Π(t).

Таким образом, ОС (1) с произвольной ФП Π(t) моделирует отсутствие
рэтчетинга (стабильность) при симметричных циклических нагружениях,
а при наложении симметричного (ступенчатого) циклического возмущения
на постоянную нагрузку не происходит ускорения ползучести по сравнению
с ползучестью при среднем напряжении. Если же есть асимметрия в цикли-
ческой компоненте нагрузки (например, длительности полуциклов растяже-
ния-сжатия не совпадают или σ− 6= −σ+), то при v 6= 0 происходит ускорение
или замедление ползучести в зависимости от знака приращения пластической
деформации (см. (9)) за цикл. В случае двухступенчатого цикла нагружения
она выражается формулой p = v(σ1T1 + σ2T2), а в случае произвольного ко-
личества ступеней нагружения (σk, Tk) в цикле —формулой p = v

∑
σkTk.

Этот аналитический результат показывает, в частности, что наблюдаемый
в испытаниях различных материалов «эффект интенсификации ползучести
по отношению к среднему напряжению» [3,16,19,26,32,42] может быть вызван
не только физическими причинами, но и неидеальностью задания (регистра-
ции) циклической компоненты напряжения: отклонения от симметричности
цикла нагружения (T1 6= T2 или σ− 6= −σ+) могут дать заметный (накапли-
вающийся) вклад в наблюдаемое смещение циклической КП.

Поведение КП (32) в случае произвольного циклического нагружения (19)
и ее форма на участках разгрузки (т. е участках с меньшим модулем напряже-
ния, где слагаемые в (32) имеют разные знаки) могут существенно меняться
в зависимости от знака и величины отношения

A = σ̄/σm = (σ1 − σ2)/(σ1 + σ2)

амплитуды σ̄ к среднему σm (или от коэффициента асимметрии цикла a =
= σ2/σ1 = (1 − A)/(A + 1)) и от свойств ФП. В частности, модуль ε(t) не
обязан убывать на участках разгрузки и может возрастать при σ2/σ1 > a+
или иметь точку минимума внутри интервалов (kT, (k + 1)T ) (а не на кон-
цах), если σ2/σ1 ∈ (a−; a+), где 0 6 a− 6 a+ 6 1, a−, a+ зависят от ФП и T
(см. [36] и рис. 4). Значения КП (32) в концах полуциклов ε̄i := ε(t2i−1 − 0)
и εi := ε(t2i − 0) в общем случае уже не обязаны быть наибольшим и наи-
меньшим значениями в i-том цикле. Детальный анализ общих свойств КП
(32), описание возможных случаев и коррекция некоторых распространен-
ных представлений о циклических КП— тема будущих работ автора. Здесь
отметим только, что средняя деформация в цикле εi := 0.5(ε̄i + εi) выража-
ется формулой

εi = 0.5σm[(1 +A)Π(2iT ) + (1−A)Π(2iT − T )],
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а в случае A ∈ (−1; 1) (т. е. когда a = σ2/σ1 > 0) для нее справедлива
универсальная двусторонняя оценка

|σm|Π(2iT − T ) < |εi| < |σm|Π(2iT ). (34)

Отклонения величин εi от значений КП при среднем напряжении выра-
жаются формулами

δ+i := σmΠ(2iT )− εi = 0.5σm(1−A)S(2iT ),

δ−i := εi − σmΠ(2iT − T ) = 0.5σm(1 +A)S(2iT ),

где S(2iT ) = Π(2iT ) − Π(2iT − T ) > 0 — значения функции (6). Последо-
вательности |δ+i | и |δ

−
i | убывают, так как S(t) убывает (см. п. 2). Так как

S(∞) = vT , пределы последовательностей δ+i и δ−i равны 0.5σm(1 − A)vT и
0.5σm(1 +A)vT и поэтому можно уточнить оценку (34) до (33)). Лишь у мо-
делей с v = 0 δ+i → 0 и δ−i → 0 для любых σm и A. С ростом A модуль |δ+i |
убывает, |δ−i | возрастает при всех i > 1, а для импульсного нагружения (19)
(с σ2 = 0 или σ1 = 0) A = 1 и δ+i = 0 или A = −1 и δ−i = 0. Примечательно,
что отношение отклонений

δ+i /δ
−
i = (1−A)/(A+ 1) = a

зависит лишь от A (от a = σ2/σ1), но не зависит от i, σm и функции
ползучести. Это свойство циклических КП (32), порождаемых линейным
ОС (1) при нагружениях вида (19), можно использовать при анализе дан-
ных испытаний как индикатор границы линейности поведения материала и
(не)применимости линейного ОС (1).

На рис. 4 приведены КП (32) модели со степенной ФП Π = ctu, c = 0.1,
u = 0.5, для циклических нагружений (19) с разными коэффициентами ам-
плитуд A = σ̄/σm = {1; 1/2; 1/3; 1/4}, т. е. с σ2/σ1 = {0; 0.(3); 0.5; 0.6} (чер-
ные КП 1–4). Они показывают, что (в зависимости от величины σ2/σ1) цик-
лические КП на участках разгрузки могут не только убывать, но и возрастать

Рис. 4.
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или иметь точку минимума внутри интервалов (kT, (k+ 1)T ) (см. [36]), и что
убывание восстанавливается на последующих циклах. Для удобства совме-
щения КП на одном рисунке выбрана постоянная амплитуда σ̄ = 1 и разные
средние напряжения σm = {1; 2; 3; 4}. Обычные КП для σm показаны штрих-
пунктирными голубыми линиями. Красные кривые 5 и 6—КП (32) модели
Фойгта (Π = γ−γe−λt, λ = 0.1, γ = 0.25) для σm = 1 и σm = 3 (σ2/σ1 = 0; 0.5).

Качественно схожими свойствами обладают экспериментальные КП раз-
личных реономных материалов при ступенчатых нагружениях [1–12, 24, 25,
27–29]. Общие свойства КП, доказанные в теоремах 1–3, позволяют пригля-
деться к экспериментальным кривым пристальнее и попытаться разглядеть
дополнительные детали, на которых акцентируют внимание теоремы (напри-
мер, с целью адекватного выбора типа и характеристик функции ползучести
или поиска признаков, свидетельствующих об отклонении от линейности в по-
ведении материала, или с целью поверки надежности регистрации и обработ-
ки данных измерений).

9. Заключение. В статье продолжен качественный анализ линейного
определяющего соотношения (ОС) вязкоупругости (1) с произвольной (воз-
растающей выпуклой вверх) функцией ползучести. Аналитически изучены
общие свойства и качественные особенности кривых ползучести (32), порож-
даемых ОС (1) при циклических двухступенчатых нагружениях (19) с произ-
вольным коэффициентом асимметрии цикла. Для импульсных, симметрич-
ных и произвольных циклических ступенчатых нагружений получены общие
формулы и точные двусторонние оценки для максимальных и минималь-
ных значений деформации в каждом цикле и их пределов, для отклонения
кривой циклической ползучести от обычной кривой ползучести при среднем
напряжении цикла, для скорости накопления пластической (необратимой)
деформации и рэтчетинга. Исследованы интервалы монотонности и выпук-
лости кривых циклической ползучести, поведение последовательностей мак-
симальных и минимальных значений деформации и их полусуммы (условия
их ограниченности, монотонности, сходимости), возможности моделирования
циклического упрочнения и разупрочнения, а также зависимость всех обна-
руженных свойств от характеристик функции ползучести и параметров цик-
ла нагружения. Основные свойства кривых циклической ползучести ОС (1)
собраны в теоремах 1–3 (пп. 4, 7, 8 статьи). В частности, выявлены клю-
чевые роли выпуклости вверх функции ползучести и величины предела ее
производной v = Π̇(∞): доказано, что равенство v нулю является критерием
полного восстановления после снятия (произвольной) нагрузки и затухания
памяти ОС (1), критерием отсутствия накопления пластической деформации
при циклической ползучести и критерием асимптотической симметризации
кривых циклической ползучести относительно КП при среднем напряжении.

Сравнение обнаруженных свойств теоретических кривых ползучести (32)
с типичными свойствами экспериментальных кривых ползучести вязкоупру-
гопластичных материалов при ступенчатых нагружениях позволило иссле-
довать возможности ОС (1) по описанию различных эффектов при цикличе-
ских ступенчатых нагружениях (в частности, выявлен ряд эффектов, кото-
рые линейное ОС (1) не способно описывать), сферы влияния качественных
характеристик функции ползучести и способы идентификации и настрой-
ки ОС. В частности, доказано, что ОС (1) с произвольной ФП моделирует
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отсутствие рэтчетинга (стабильность) при симметричных циклических на-
гружениях, а при наложении симметричного (ступенчатого) циклического
возмущения на постоянную нагрузку не происходит ускорения ползучести по
сравнению с ползучестью при среднем напряжении.

Точное знание арсенала возможностей и границ применимости линейной
теории вязкоупругости, свойств ее базовых теоретических кривых, вытека-
ющих из постулатов наследственности, линейности и инвариантности инте-
грального оператора (1) относительно сдвигов по времени, необходимо для
грамотного моделирования и планирования экспериментов, полезно для вы-
бора, конструирования и аттестации более сложных и точных моделей по-
ведения реономных материалов, обобщающих линейную теорию в опреде-
ленных аспектах, для совершенствования расчетных схем и методов расчета
конструкций.
Конкурирующие интересы. У меня нет конкурирующих интересов.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
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Abstract
Basic qualitative properties of the creep curves generated by the lin-

ear integral constitutive relation of viscoelasticity (with an arbitrary creep
compliance) under cyclic piecewise-constant uni-axial loadings (with an ar-
bitrary asymmetry stress ratio) are studied analytically. General formulas
and a number of exact two-sided bounds are obtained for maximal, minimal
and ratcheting strain values during each cycle, for their sequences limits, for
the rate of plastic (non-recoverable) strain accumulation and for cyclic creep
curve deviation from the creep curve at constant stress which is equal to the
cycle mean stress. Their dependence on loading cycle parameters and creep
compliance properties are analyzed. Monotonicity and convexity intervals
of cyclic creep curves, sequences of maximal and minimal strain values and
ratcheting strain sequence, their evolution with cycle number growth and
conditions for their boundedness, monotonicity and convergence are exam-
ined. The linear viscoelasticity theory abilities for simulation of ratcheting,
creep acceleration, cyclic hardening or softening and cyclic stability under
symmetric cyclic loadings are considered.

The analysis carried out revealed the importance of convexity restriction
imposed on a creep compliance and the governing role of its derivative limit
value at infinity. It is proved that the limit value equality to zero is the
criterion for non-accumulation of plastic strain, for memory fading and for
asymptotic symmetrization of cyclic creep curve deviation from the creep
curve at the mean stress.

The qualitative features of theoretic cyclic creep curves are compared to
basic properties of typical test creep curves of viscoelastoplastic materials
under cyclic multi-step uni-axial loadings in order to elucidate the linear the-
ory applicability scope, to reveal its abilities to provide an adequate descrip-
tion of basic rheological phenomena related to cyclic creep and to develop
techniques of identification and tuning of the linear constitutive relation. In
particular, it is proved that the linear constitutive relation with an arbitrary
(increasing convex-up) creep compliance function provides the absence of
ratcheting and cyclic softening under symmetric cyclic multi-step loadings
and the absence of creep acceleration whenever a symmetric cyclic loading
is added to a constant load.
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