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Аннотация

Рассматривается вырождающееся гиперболическое уравнение

|y|muxx − uyy + a|y|m2 −1ux = 0.

В области, ограниченной характеристиками этого уравнения, исследо-
вана нелокальная задача, краевое условие которой содержит линейную
комбинацию обобщенных операторов дробного интегро-дифференциро-
вания с гипергеометрической функцией Гаусса в ядре. Единственность
решения нелокальной задачи доказана с помощью метода Трикоми, а во-
прос о существовании решения эквивалентно сведен к разрешимости
сингулярного интегрального уравнения с ядром Коши.
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1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение

|y|muxx − uyy + a|y|
m
2
−1ux = 0, (1)

где m > 2, a 6= 0 — вещественная постоянная, причем |a| 6 m/2, в конечной
области Ω, ограниченной характеристиками уравнения (1):

AC : x− 2

m+ 2
y

m+2
2 = 0, BC : x+

2

m+ 2
y

m+2
2 = 1,

AD : x− 2

m+ 2
(−y)

m+2
2 = 0, BD : x+

2

m+ 2
(−y)

m+2
2 = 1.
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Введем обозначения Ω1 = Ω ∩ (y > 0), Ω2 = Ω ∩ (y < 0), I —интервал
0 < x < 1 прямой y = 0.

Уравнение (1), как отмечено в монографии М. М. Смирнова [1, с. 14],
интересно тем, что известное условие М. Проттера [1, с. 13] для него не вы-
полняется, но задача Коши поставлена корректно.

Для уравнения (1) изучим нелокальную краевую задачу со смещением (по
терминологии А. М. Нахушева [2]).

Задача. Найти решение

u(x, y) =

{
u1(x, y), (x, y) ∈ Ω1,
u2(x, y), (x, y) ∈ Ω2

уравнения (1) из класса C(Ω)∩C1(Ω1 ∪ I)∩C1(Ω2 ∪ I)∩C2(Ω1 ∪Ω2), удовле-
творяющее краевым условиям

Ai(x)Iα1,β1,η1
0+ u[Θ

(i)
0 (x)] +Bi(x)Iα2,β2,η2

1− u[Θ
(i)
1 (x)]+

+ Ci(x)u(x, 0) + di(x)uy(x, 0) = gi(x), i = 1, 2, (2)

и условию сопряжения

lim
y→0+

uy(x, y) = α(x) lim
y→0−

uy(x, y) + β(x), (3)

где Iα,β,η0+ и Iα,β,η1− — операторы обобщенного дробного интегро-дифференциро-
вания с гипергеометрической функцией Гаусса F (a, b; c; z), введенные М. Сай-
го [3], которые при действительных α, β, η, и x > 0 имеют следующий вид :

(Iα,β,η0+ f)(x) =


x−α−β

Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1F

(
α+ β,−η;α; 1− t

x

)
f(t) dt, α > 0,

dn

dxn
(Iα+n,β−n,η−n0+ f)(x), α 6 0, n = [−α] + 1;

(Iα,β,η1− f)(x) =


(1− x)−α−β

Γ(α)

∫ 1

x
(t− x)α−1F

(
α+ β,−η;α;

t− x
1− x

)
f(t) dt,

α > 0,(
− d

dx

)n
(Iα+n,β−n,η−n1− f)(x), α 6 0, n = [−α] + 1,

в частности
(I0,0,η0+ f)(x) = f(x), (I0,0,η1− f)(x) = f(x).

Здесь αi, βi, ηi (i = 1, 2) — заданные вещественные числа, Θ
(i)
0 (x), Θ

(i)
1 (x) —

точки пересечения характеристик уравнения (1), выходящих из точки
(x, 0) ∈ I, с характеристиками AC, AD и BC, BD соответственно; Ai(x),
Bi(x), Ci(x), di(x), gi(x), α(x), β(x) — заданные непрерывные функции, при-
надлежащие классу C1(I) ∩ C2(I), причем

A2
i (x) +B2

i (x) + C2
i (x) + d2i (x) 6= 0, i = 1, 2.

Данная работа продолжает цикл исследований [4–6 и др.] краевых задач,
в которых условия содержат операторы М. Сайго [3].
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2. Единственность решения задачи (1)–(3).
Теорема 1. В области Ω не может существовать более одного решения

задачи (1)–(3), если

α(x) ≡ 1, β(x) ≡ 0, α1 = β − 1, α2 = α− 1,
β1 = β2 = 1− α− β, η1 = η2 = 0,

(4)

и выполняются условия

Ei(x) = Γ(2− αi − βi)
(m+ 2

4

) 2
m+2

( Ai(x)

Γ(1− αi)
+

Bi(x)

Γ(1− βi)

)
+ di(x) 6= 0,

(Ai(x)

E(x)

)′
> 0,

(Bi(x)

E(x)

)′
6 0,

Ci(x)

E(x)
> 0, i = 1, 2,

Ai(1) = 0, Bi(0) = 0, αi =
m− 2a

2(m+ 2)
, βi =

m+ 2a

2(m+ 2)
.

До к а з ат е л ь ств о. При выполнении условий (4) нетрудно получить
соотношения между функциями τ(x) и νi(x):

τ(x) = −Â1(x)(I1−α1−β1
0+ ν1)(x)− B̂1(x)(I1−α1−β1

1− ν1)(x)−

− D̂1(x)ν1(x) +
g1(x)

E1(x)
,

τ(x) = Â2(x)(I1−α2−β2
0+ ν2)(x) + B̂2(x)(I1−α2−β2

1− ν2)(x)−

− D̂2(x)ν2(x) +
g2(x)

E2(x)
,

где Iα0+, Iα1− — операторы дробного интегрирования Римана—Лиувилля,

Âi(x) =
γ2Ai(x)

Ei(x)
, B̂i(x) =

γ2Bi(x)

Ei(x)
, D̂i(x) =

di(x)

Ei(x)
, i = 1, 2,

γ2 =
1

2
(2− 4β0)

2β0 Γ(1− 2β0)

Γ(1− β0)
, β0 =

m+ 2a

2m+ 4
,

τ(x) = u(x, 0), ν1(x) = lim
y→0+

uy(x, y), ν2(x) = lim
y→0−

uy(x, y).

Далее, проводя аналогичные [7] рассуждения и вычисления, при gi(x) = 0,
i = 1, 2, получим

I∗1 =

∫ 1

0
τ(x)ν1(x)dx 6 0, I∗2 =

∫ 1

0
τ(x)ν2(x)dx > 0.

Полученные неравенства позволяют сделать вывод, что νi(x) = 0, i = 1, 2,
и τ(x) = 0, а следовательно, и ui(x, y) = 0, i = 1, 2, как решения задачи Коши
с нулевыми данными. �
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3. Существование решения задачи (1)–(3). Не нарушая общности,
для упрощения изложения положим D̂i(x) = 0, i = 1, 2.

Полагая Â2(x) 6= 0, на основании условия сопряжения (3) будем иметь

I1−α2−β2
0+ ν2(x) +B3(x)I1−α2−β2

1− ν2(x)+

+B4(x)I1−α1−β1
0+ α(x)ν2(x) +B5(x)I1−α1−β1

1− α(x)ν2(x) = f(x), (5)

где

Â2(x) 6= 0, B3(x) =
B̂2(x)

Â2(x)
, B4(x) =

Â1(x)

Â2(x)
, B5(x) =

B̂1(x)

Â2(x)
,

f(x) =
g1(x)

E1(x)Â2(x)
− g2(x)

E2(x)Â2(x)
− Â1(x)

Â2(x)
I1−α1−β1
0+ β(x)− B̂1(x)

Â2(x)
I1−α2−β2
1− β(x).

Подействуем на обе части (5) оператором D1−α2−β2
0+ :

ν2(x) +D1−α2−β2
0+ B3(x)I1−α2−β2

1− ν2(x)+

+D1−α2−β2
0+ B4(x)I1−α1−β1

0+ α(x)ν2(x)+

+D1−α2−β2
0+ B5(x)I1−α1−β1

1− α(x)ν2(x) = D1−α2−β2
0+ f(x). (6)

Исследуем разрешимость уравнения (6). Для этого преобразуем выраже-
ния, входящие в его левую часть. Здесь, как и в работе [8], справедливо ра-
венство

D1−α2−β2
0+ B3(x)I1−α2−β2

1− ν2(x) = cos
(
π(α2 + β2)

)
B3(x)ν2(x)+

+
1

π
sin
(
π(α2 + β2)

)(∫ x

0
K1(x, ξ)ν2(ξ)dξ +

∫ 1

x
K2(x, ξ)ν2(ξ)dξ

)
,

где

K1(x, ξ) =
d

dx

∫ ξ

0

B3(t)dt

(x− t)1−α2−β2(ξ − t)α2+β2
,

K2(x, ξ) =
d

dx

∫ x

0

B3(t)dt

(x− t)1−α2−β2(ξ − t)α2+β2
;

D1−α2−β2
0+ B4(x)I1−α1−β1

0+ α(x)ν2(x) =

∫ x

0
K3(x, ξ)ν2(ξ)dξ + α(x)ν2(x);

K3(x, ξ) =
α(ξ)

Γ(α2 + β2)Γ(1− α1 − β1)
×

×
(
d

dx

∫ x

0

B4(t)dt

(x− t)1−α2−β2(t− ξ)α1+β1

d

dx

∫ ξ

0

B4(t)dt

(x− t)1−α2−β2(ξ − t)α1+β1

)
;
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D1−α2−β2
0+ B5(x)I1−α1−β1

1− α(x)ν2(x) =

=
1

π
sin
(
π(α2 + β2)

)(∫ x

0
K4(x, ξ)ν2(ξ)dξ +

∫ 1

x
K5(x, ξ)ν2(ξ)dξ

)
+

+ cos
(
π(α2 + β2)

)
α(x)B5(x)ν2(x);

K4(x, ξ) = α(ξ)
d

dx

∫ x

0

B5(t)dt

(x− t)1−α2−β2(ξ − t)α1+β1
,

K5(x, ξ) = α(ξ)
d

dx

∫ ξ

0

B5(t)dt

(x− t)1−α2−β2(ξ − t)α1+β1
.

Установим свойства ядер Ki(x, ξ), i = 1, 2, . . . , 5.
Запишем K1(x, ξ) в виде

K1(x, ξ) = B3(ξ)
d

dx

∫ ξ

0

dt

(x− t)1−α2−β2(ξ − t)α2+β2
−

− d

dx

∫ ξ

0

(
B3(ξ)−B3(t)

)
dt

(x− t)1−α2−β2(ξ − t)α2+β2
.

Очевидно, что гладкость ядра K1(x, ξ) определяется гладкостью первого сла-
гаемого правой части этого равенства. Поэтому ограничимся изучением свойств
интеграла

I1(x, ξ) = B3(ξ)
d

dx

∫ ξ

0

dt

(x− t)1−α2−β2(ξ − t)α2+β2
=

=
B3(ξ)

1− α2 − β2
d

dx

( ξ
x

)1−α2−β2
F
(

1− α2 − β2, 1; 2− α2 − β2;
ξ

x

)
=

= −
( ξ
x

)1−α2−β2B3(ξ)

x− ξ
.

Аналогично исследуется ядроK2(x, ξ). Таким образом, ядраK1(x, ξ) иK2(x, ξ)
допускают оценки

K1(x, ξ) = O(1)(x− ξ)−1, K2(x, ξ) = O(1)(ξ − x)−1,

где O(1) означает ограниченную в I × I величину.
После несложных вычислений для остальных ядер получим оценки

K3(x, ξ) = O(1)|x− ξ|(α2−α1)+(β2−β1)−1,

K4(x, ξ) = O(1)(ξ − x)(α2−α1)+(β2−β1)−1,

K5(x, ξ) = O(1)(x− ξ)(α2−α1)+(β2−β1)−1.

Таким образом, уравнение (6) принимает вид уравнения, которое иссле-
довано в работе [9]:

A(x)ν2(x) +

∫ 1

0

K(x, ξ)ν2(ξ)dξ

ξ − x
= F (x), (7)
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где
K(x, ξ) = K6(x, ξ)(ξ − x),

K6(x, ξ) и A(x) —известные функции, F (x) = D1−α2−β2
0+ f(x).

Уравнение (7) при A(x) 6= 0 является сингулярным интегральным урав-
нением с ядром Коши, решение которого строится согласно общей теории
интегральных уравнений [10]. Отсюда и из единственности искомого реше-
ния следует существование решения поставленной задачи.
Конкурирующие интересы. У меня нет конкурирующих интересов.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
Финансирование. Исследование выполнялось без грантовой поддержки.
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Abstract
A nonlocal problem is investigated for a degenerate hyperbolic equation

|y|muxx − uyy + a|y|m2 −1ux = 0
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