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Аннотация
Рассмотрена задача Коши для дифференциального гиперболическо-

го уравнения порядка n с некратными характеристиками. Приведено ре-
гулярное решение задачи Коши для дифференциального уравнения ги-
перболического типа порядка n с некратными характеристиками. Полу-
чено решение задачи Коши для системы дифференциальных уравнений
гиперболического типа порядка n, не содержащей производных меньше
порядка n, с некратными характеристиками в случае коммутирующих
матричных коэффициентов. Как результат исследований сформулиро-
вана теорема о существовании и единственности регулярного решения
задачи Коши для системы дифференциальных уравнений гиперболиче-
ского типа порядка n с некратными характеристиками.
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Задача Коши для системы дифференциальных уравнений гиперболического типа. . .

Введение. Исследование краевых задач для дифференциальных уравне-
ний гиперболического типа и систем гиперболических уравнений является од-
ним из важных разделов современной теории дифференциальных уравнений
с частными производными. Интерес многих исследователей к данной про-
блеме объясняется как теоретической важностью получаемых результатов,
так и их значимыми практическими приложениями [1–4]. Краевые задачи,
в том числе и задачу Коши, для уравнений гиперболического типа и систем
уравнений гиперболического типа с некратными характеристиками в ряде
случаев можно решить не только методом Римана [5,6], но и методом общих
решений [7].

Предварительные сведения. В работе [8] рассмотрена и решена задача
Коши для дифференциального уравнения гиперболического типа порядка n
общего вида с некратными характеристиками

n∑
k=0

ak
∂n

∂xn−k∂yk
u(x, y) = 0, (1)

где ak —действительные ненулевые постоянные.
Уравнение (1) является строго гиперболическим по Петровскому [9], то

есть имеет n некратных характеристик. Тогда характеристическое уравнение
для уравнения (1)

a0λ
n + a1λ

n−1 + . . .+ an−1λ+ an = 0

имеет n различных действительных отличных от нуля корней λ1, λ2, . . . , λn
таких, что

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = −a1
a0
, λ1λ2 + λ1λ3 + · · ·+ λn−1λn =

a2
a0
,

λ1λ2λ3 + λ1λ2λ4 + · · ·+ λn−2λn−1λn = −a3
a0
, . . . ,

λ1λ2 · · ·λn−1 + λ2λ3 · · ·λn + · · ·+ λ1λ3 · · ·λn = (−1)n−1
an−1
a0

,

λ1λ2 · · ·λn = (−1)n
an
a0
.

Известно [10–12], что общее решение уравнения (1) принадлежит классу
n раз непрерывно дифференцируемых функций Cn(R × R) и может быть
представлено в виде

u(x, y) = f1(y + λ1x) + f2(y + λ2x) + . . .+ fn(y + λnx).

Задача Коши. Найти регулярное решение u (x, y) ∈ Cn(R × R) уравне-
ния (1) в плоскости независимых переменных D = {(x, y) : x ∈ R, y ∈ R},
которое на линии y = 0 удовлетворяет условиям

∂ku(x, y)

∂lk

∣∣∣
y=0

= τn−k(x), k = 0, 1, n− 1, (2)
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где τ1(x), τ2(x), . . . , τn(x) ∈ Cn(R), l—нормаль к нехарактеристической ли-
нии y = 0.

Функция u (x, y) ∈ Cn(R× R), имеющая в плоскости D все непрерывные
частные производные, которые входят в уравнение (1), и удовлетворяющая
уравнению (1) и условиям задачи Коши (2) в обычном смысле, называется
регулярным решением задачи Коши (1), (2) в плоскости независимых пере-
менных [13].

Решением задачи (1), (2) является функция

u(x, y) =
n∑

k=1

fk(y + λkx), (3)

где

fk(λkx) = λn−1k

(−1)n+k+1

(n− 2)!

an
a0

∫ x

0
τ1(s)(x− s)n−2ds+

+ λn−1k

(−1)n+k+1

(n− 3)!

an−1
a0

∫ x

0
τ2(s)(x− s)n−3ds+ · · ·+ λn−1k (−1)n+k+1τn(x). (4)

Явная формула (3) регулярного решения рассмотренной задачи Коши [8]
является естественным обобщением известной формулы Даламбера [14].

Справедлива
Теорема 1. Существует единственное регулярное решение задачи Ко-

ши (1), (2) u (x, y) ∈ Cn(R×R), имеющее вид (3) при условии, что функции
τ1(x), τ2(x), . . . , τn(x) ∈ Cn(R).

Задача Коши для системы дифференциальных уравнений гипер-
болического типа, не содержащей производных меньше порядка n.
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений гиперболического типа
порядка n с двумя независимыми переменными x, y на плоскости D, не со-
держащую производных порядка меньше n,

n∑
k=0

Ak
∂n

∂xn−k∂yk
U(x, y) = 0, (5)

где U(x, y) = (u1(x, y), u2(x, y))> —двумерная вектор-функция, Ak —посто-
янные (2× 2)-матрицы.

Будем предполагать, что матрицы A0, A1, . . . , An попарно коммутиру-
ют [15]. Следовательно, существует такое преобразование подобия T , которое
одновременно приводит матрицы A0, A1, . . . , An к диагональной форме

T−1A0T = ΛA0 , T−1A1T = ΛA1 , . . . , T−1AnT = ΛAn .

Если матрицы A0, A1, . . . , An коммутирующие, то матрицы ΛA0 , ΛA1 , . . . ,
ΛAn , полученные преобразованием подобия [16], также попарно коммутиру-
ют.

Пусть матрицы ΛA0 , ΛA1 , . . . , ΛAn таковы, что имеют различные ненуле-
вые действительные собственные значения.
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Задача Коши. Найти регулярное решение U (x, y) ∈ Cn(R×R) системы
дифференциальных уравнений (5) в плоскости D, которое на линии y = 0
удовлетворяет условиям

∂kU(x, y)

∂lk

∣∣∣
y=0

= Sn−k(x), k = 0, 1, n− 1, (6)

где S1(x), S2(x), . . . , Sn(x) ∈ Cn(R) — заданные вектор-функции, l—нормаль
к нехарактеристической линии y = 0.

Рассмотрим замену

U = TV, V (x, y) = (v1(x, y), v2(x, y))>

при detT 6= 0, которая позволит совершить переход к системе вида

ΛA0Vxxx...x + ΛA1Vxx...xy + . . .+ ΛAn−1Vn−1ux...yyy + ΛAnVnuyyy...y = 0. (7)

Таким образом, исследуемая система разделена на отдельные уравнения:

a10v
1
xxx...x + a11v

1
xx...xy + . . .+ a1n−1v

1
x...yyy + a1nv

1
yyy...y = 0,

a20v
2
xxx...x + a21v

2
xx...xy + . . .+ a2n−1v

2
x...yyy + a2nv

2
yyy...y = 0.

Каждое характеристическое уравнение системы (7) имеет n различных
ненулевых корней λ1, λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µn соответственно.

Применяя приведенные выше исследования, для каждого уравнения ука-
занной системы решение задачи Коши может быть получено в регулярном
виде:

v1(x, y) =
n∑

k=1

f1k (y + λkx), v2(x, y) =
n∑

k=1

f2k (y + µkx),

где f1k , f
2
k определяются по формуле (4).

Решение матричного уравнения U = TV является решением задачи Ко-
ши (5), (6).

Таким образом, существование решения задачи Коши (5), (6) доказано
конструктивно. Существование и единственность решения задачи Коши для
линейной системы уравнений гиперболического типа с аналитическими ко-
эффициентами доказано Хольмгреном [17].

Приведенные исследования позволяют сформулировать следующую тео-
рему.

Теорема 2. В плоскости D существует единственное регулярное реше-
ние U (x, y) ∈ Cn(R × R) задачи Коши (5), (6) при условии, что вектор-
функции S1(x), S2(x), . . . , Sn(x) ∈ Cn(R).

Полученный результат является обобщением результатов, полученных ав-
торами в работах [8, 11,12].
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
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Abstract
In the paper the Cauchy problem is considered for the hyperbolic dif-

ferential equation of the n-th order with the nonmultiple characteristics.
The regular solution of the Cauchy problem for the hyperbolic differential
equation of the n-th order with the nonmultiple characteristics is consid-
ered. In the paper the solution of the Cauchy problem for the system of
the hyperbolic differential equations of the n-th order with the nonmultiple
characteristics is considered. The existence and uniqueness theorem for the
regular solution of the Cauchy problem for the system of the hyperbolic dif-
ferential equations of the n-th order with the nonmultiple characteristics is
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