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Аннотация

Представлена методика расчета круглых сплошных многослойных
биморфных пластин и получены новые замкнутые решения осесиммет-
ричных динамических задач прямого и обратного пьезоэффектов. В об-
щем случае при исследовании электроупругого (пьезокерамического)
и упругого слоев математическая формулировка рассматриваемых за-
дач включает уравнения движения и Максвелла в пространственной
постановке относительно компонент вектора перемещений и потенциала
электрического поля, а также соответствующие начально-краевые усло-
вия. Рассмотрены случаи шарнирного и жесткого закрепления внеш-
него контура конструкции. Для исследования связанных линейных за-
дач применяется математический аппарат в виде метода конечных ин-
тегральных преобразований Фурье—Бесселя и обобщенного интеграль-
ного преобразования (КИП). При этом на каждом этапе исследования
использовалась процедура приведения граничных условий к виду, поз-
воляющему выполнять соответствующее преобразование.

Построенные расчетные соотношения позволяют обосновать конст-
руктивные решения многослойных пьезокерамических преобразовате-
лей, а именно подобрать геометрические размеры и физические харак-
теристики используемых материалов, определить размеры разрезных
круговых электродов, позволяющие наиболее эффективно преобразо-
вать внешнее электрическое воздействия в механические колебания при
различной частоте. Кроме этого, появляется возможность проанали-
зировать напряженно-деформированное состояние, характер изменения
электрического поля, а также частотный спектр собственных осесим-
метричных колебаний рассматриваемых систем.

Ключевые слова: биморфная пластина, электроупругость, нестацио-
нарная нагрузка, интегральные преобразования.
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Введение. В различных электроакустических, оптических и пневмати-
ческих приборах применяются пьезокерамические преобразователи в виде
тонких биморфных пластин [1–3]. Данные конструкции представляют со-
бой симметричные или асимметричные многослойные системы, состоящие из
электроупругих и упругих тонких пластин. Их широкое применение объясня-
ется высокими эксплуатационными параметрами, низкой стоимостью и про-
стотой в управлении. Изгибные колебаний в рассматриваемых конструкциях
создаются с помощью электрического напряжения, приложенного к электро-
дированным поверхностям пьезокерамических пластин (явление обратного
пьезоэффекта), или в случае действия механической нагрузки (прямой пье-
зоэффект).

Для описания работы и повышения функциональных возможностей би-
морфных пластин возникает необходимость в разработке математических мо-
делей и построении общих решений, позволяющих описать сложную картину
взаимодействия полей напряжений различной физической природы [4]. В на-
стоящее время для реализации данной проблемы, как правило, применяются
прикладные теории для тонких пластин в условиях установившегося режима
вынужденных колебаний при использовании различных допущений о харак-
тере распределения напряженности электрического поля в пьезокерамиче-
ских пластинах [5–11]. Полученные приближенные расчетные соотношения
используются в дальнейшем для расчета и конструирования приборов раз-
личного назначения [12–14].

Замкнутые решения динамических начально-краевых задач электроупру-
гости в пространственной постановке при аксиальной поляризации пьезоке-
рамического материала получены в работах [15–17] только для однородного
диска (цилиндра). В [15] рассматривался незакрепленный цилиндр при учете
смешанных краевых условий на торцевых поверхностях, а в [16] исследова-
лось напряженно-деформированное состояние жестко закрепленной толстой
пластины в случае действия осесимметричной механической нагрузки. Здесь
также можно отметить одну из работ, посвященную определению спектра
частот собственных осесимметричных и неосесимметричных колебаний [17]
пьезокерамических цилиндров.

Таким образом, в настоящее время отсутствуют замкнутые решения ди-
намических задач электроупругости для многослойных конструкций в про-
странственной постановке. Для решения этого вопроса в данной работе пред-
ставлена методика расчета круглых многослойных шарнирно и жестко за-
крепленных биморфных сплошных пластин в случае действия электромеха-
нической нагрузки. Построенные расчетные соотношения позволяют дать ка-
чественную и количественную оценку связанности электрических и механи-
ческих полей напряжений в многослойных конструкциях. Частные решения
данного подхода приведены в публикациях авторов [18,19].

1. Постановка задачи. В общем случае круглая биморфная конструк-
ция, занимающая в цилиндрической системе координат область Ω =

{
(r, θ, z) :

0 6 r 6 b, 0 6 θ 6 2π, 0 6 z 6 h∗
}
, представляет многослойную систему в ви-
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де жестко соединенных между собой электроупругих (пьезокерамических)
и упругих тонких пластин. Для определенности принимаем, что она состоит
из металлической подложки толщиной h∗2 и двух пьезокерамических пластин
высотой h∗1, выполненных из материала гексагональной системы класса 6mm
(h∗ = 2h∗1 + h∗2). Продольно-поперечные осесимметричные колебания инду-
цируются за счет подведения к торцевым электродированным поверхностям
пьезопластин с различным направлением вектора аксиальной поляризации
электрического напряжения V ∗(r∗, t∗) (рис. сверху) или действии на лицевых
плоскостях конструкции механических нагрузки в виде нормальных напря-
жений q∗(r∗, t∗) (рис. снизу). В дальнейшем все рассматриваемые величины
будут обозначаться с символом ∗, а безразмерные— без символа. Рассматри-
вается жесткое и шарнирное закрепления внешнего контура электроупругой
системы (см. рис.).

Расчетная схема биморфных пластин [Calculation scheme of bimorph plates]

Математическая формулировка рассматриваемых осесимметричных на-
чально-краевых задач в безразмерной форме в цилиндрической системе ко-
ординат включает следующие соотношения [4]:

– дифференциальные уравнения движения и Максвелла относительно без-
размерных компонент вектора перемещений U(r, z, t),W (r, z, t), а также
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безразмерного потенциала электрического поля ϕ(r, z, t):

∂

∂r
∇U +

C
(s)
55

C
(s)
11

∂2U

∂z2
+
C

(s)
13 + C

(s)
55

C
(s)
11

∂2W

∂r∂z
+

+
e31 + e15
e33

∂2ϕ

∂r∂z
− Φ(s)∂

2U

∂t2
= 0,

C
(s)
55

C
(s)
11

∇∂W
∂r

+
C

(s)
33

C
(s)
11

∂2W

∂z2
+
C

(s)
13 + C

(s)
55

C
(s)
11

∂

∂z
∇U+

+
e15
e33
∇∂ϕ
∂r

+
∂2ϕ

∂z2
− Φ(s)∂

2W

∂t2
= 0,

e31 + e15
e33

∂

∂z
∇U +

e15
e33
∇∂W
∂r

+
∂2W

∂z2
−

−C
(1)
11 ε11
e233

∇∂ϕ
∂r
− C

(1)
11 ε33
e233

∂2ϕ

∂z2
= 0,

(1)

где
{U,W, r, z} = {U∗,W ∗, r∗, z∗}/b, ϕ = ϕ∗e33/(bC

(1)
11 ),

t = t∗b
−1
√
C

(1)
11 /ρ

(1) — время; U∗(r∗, z∗, t∗), W ∗(r∗, z∗, t∗) —радиальная
и аксиальная компоненты вектора перемещений; ϕ∗

(
r∗, z∗, t∗

)
—потен-

циал электрического поля; emk, ε11, ε33 —пьезомодули и коэффициен-
ты диэлектрической проницаемости электроупругого материала,m, k =

= 1, 2, . . . , 5; ρ(s), C(s)
mk — объемная плотность и модули упругости элек-

троупругого (s = 1) и упругого (s = 2) материалов; Φ(1) = 1, Φ(2) =

=
C

(2)
11 ρ

(1)

C
(1)
11 ρ

(2)
, ∇ = ∂

∂r + 1
r ;

– механические граничные условия:

|W (0, z, t)| <∞, |U(0, z, t)| <∞; (2)

жесткое закрепление:

W (1, z, t) = 0, U(1, z, t) = 0; (3)

шарнирное закрепление:

W (1, z, t) = 0,

σrr
∣∣
r=1

=
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(4)

σzz
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= 0;

(5)
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σzz
∣∣
z=h
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55

C
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(∂W
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+
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)]
z=h1+h2

,

W (z + 0) = W (z − 0), U(z + 0) = U(z − 0);

(7)

– электрические граничные условия:

ϕ(0, z, t) <∞,

Dr

∣∣
r=1

=
[
−C

(1)
11 ε11
e233

∂ϕ

∂r
+
e15
e33

(∂W
∂r

+
∂U

∂z

)]
r=1

= 0;
(8)

а) задача обратного пьезоэффекта

ϕ(r, 0, t) = V (r, t)/2, ϕ(r, h, t) = −V (r, t)/2,

ϕ(r, h1, t) = ϕ(r, h1 + h2, t) = 0;
(9)

б) задача прямого пьезоэффекта

Dz

∣∣
z={0,h1,h1+h2,h}=

[
−C

(1)
11 ε33
e233

∂ϕ

∂z
+
e31
e33
∇U +

∂W

∂z

]
z={0,h1,h1+h2,h}

= 0;

(10)
– начальные условия:

U(r, z, 0) = U0(r, z),
∂U

∂t

∣∣∣
t=0

= U̇0(r, z),

W (r, z, 0) = W0(r, z),
∂W

∂t

∣∣∣
t=0

= Ẇ0(r, z),

(11)

где {U0, U̇0,W0, Ẇ0, h, h1, h2} = {U∗0 , U̇∗0 ,W ∗0 , Ẇ ∗0 , h∗, h∗1, h∗2}/b; σpm —ком-
поненты тензора напряжений, p,m = r, z; Dr, Dz —компоненты векто-
ра индукции электрического поля; U∗0 , U̇∗0 , W ∗0 , Ẇ ∗0 —известные в на-
чальный момент времени перемещения и их скорости; q = q∗/C

(1)
11 ;

V = V ∗e33/(bC
(1)
11 ).

При исследовании упругой среды (s = 1) система (1) состоит только из
уравнений движения, сформулированных относительно компонент вектора
перемещений. Выражения (2) и первое неравенство (8) являются условия-
ми ограниченности решения в центре пластины, равенство Dr|r=1 = 0 (8)
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учитывает отсутствие электродного покрытия на цилиндрической поверхно-
сти пластины, а выражения (10) в задаче прямого пьезоэффекта означают
подключение электродированной поверхности пьезокерамической пластины
к измерительному прибору с большим входным сопротивлением, что соот-
ветствует режиму «холостого хода» (отсутствию свободных электрических
зарядов). Формулы (7) позволяют учесть условия совместности напряжений
и перемещений в плоскости жесткого соединения пластин. Кроме этого, в за-
даче обратного пьезоэффекта первое равенство (5) приравнивается к нулю.

2. Построение решения. Определение общего интеграла рассматривае-
мых краевых задач электроупругости выполняется путем последовательного
применения конечных интегральных преобразований: Фурье—Бесселя [20] по
радиальной переменной и обобщенного преобразования [21] по аксиальной
координате. При этом на каждом этапе предварительно выполняется проце-
дура приведения соответствующих граничных условий к виду, позволяющему
использовать алгоритм преобразования.

Преобразование Фурье—Бесселя [20] позволяет удовлетворить только сме-
шанные граничные условия. Для выполнения данного требования необходимо
произвести следующие замены граничных условий (3), (4):

– при жестком защемлении пластины первое равенство (3) заменяется
условием наличия касательных напряжений N1(z, t) на цилиндрической
поверхности пластины:

σrz
∣∣
r=1

=
[C55

C11

(∂W
∂r

+
∂U

∂z

)
+
e15
e33

∂ϕ

∂r

]
= N1(z, t); (12)

– в случае шарнирного закрепления последнее соотношение (8) заменя-
ется условием наличия потенциала электрического поля ϕ1(z, t) на ци-
линдрической поверхности при r = 1:

ϕ(1, z, t) = ϕ1(z, t). (13)

Кроме этого, в общем случае вводятся новые функции u(r, z, t), w(r, z, t),
φ(r, z, t), связанные с U(r, z, t), W (r, z, t), ϕ(r, z, t) соотношениями

U(r, z, t) = − e31
2e33

∂ϕ1(z, t)

∂z
r
[
H(z − h1) +H(z − h1 − h2)

]
+ u(r, z, t),

W (r, z, t) = W1(t) +A0C11ε11r
2N1(z, t) + w(r, z, t), (14)

ϕ(r, z, t) = A0e33e15r
2N1(z, t) + φ(r, z, t), A0 =

[
2
(
C55ε11 + e215

)]−1
.

Здесь H( · ) — единичная функция Хэвисайда [22]; W1(t), N1(z, t), ϕ1(z, t) —
неизвестные функции, определяемые в процессе решения задачи, с помощью
которых удается удовлетворить все условия (3), (4), (8).

В результате подстановки (14) в (1)–(13) получаем новую краевую зада-
чу относительно функций u, w, φ. При этом дифференциальные уравнения
(1), граничные условия по переменной z (5)–(10) становятся неоднородными
с правыми частям R1, R2, R3, B1, B2, . . . , B10, начальные условия U0, U̇0, W0,
Ẇ0 следует заменить на u0, u̇0, w0, ẇ0, а краевые условия (2)–(4) принимают
следующий вид:
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– жесткое закрепление:

U(1, z, t) = 0,
∂W

∂r

∣∣∣
z=1

= 0,
∂φ

∂r

∣∣∣
z=1

= 0;

– шарнирное закрепление:

W (1, z, t) = 0, φ(1, z, t) = 0, ∇U
∣∣
r=1

= 0. (15)

Последнее условие (15) получается при C(s)
11 = C

(s)
12 .

Применим к краевой задаче относительно функций u, w, φ конечные инте-
гральные преобразования Фурье—Бесселя, используя следующие трансфор-
манты:

uH(jn, z, t) =

∫ 1

0
u(r, z, t)rJ1(jnr)dr,{

wH(jn, z, t), φH(jn, z, t)
}

=

∫ 1

0

{
w(r, z, t), φ(r, z, t)

}
rJ0(jnr)dr

и формулы обращения:

u(r, z, t) = 2
∞∑
n=1

uH(jn, z, t)

S(jn)2
J1(jnr), (16)

{
w(r, z, t), φ(r, z, t)

}
= 2

∞∑
n=0

{
wH(jn, z, t), φH(jn, z, t)

}
S(jn)2

J0(jnr),

где jn —положительные нули функций J1(jn); J0(jn) соответственно при жест-
ком и шарнирном закреплении пластины, расположенные в порядке их воз-
растания, n = 0, 1, 2, . . . , j0 = 0; S(jn) = J0(jn) при жестком и S(jn) = J1(jn)
при шарнирном закреплении.

В результате получаем новую задачу относительно трансформант Фу-
рье—Бесселя uH , wH , φH , которую решаем, используя обобщенный метод
конечных интегральных преобразований [21] по аксиальной координате. При
этом предварительно проводится также процедура стандартизации, связан-
ная с приведением неоднородных граничных условий по переменной z к од-
нородным. Для этой цели вводятся новые функции UH , WH , ϕH , связанные
с uH , wH , φH соотношениями{

uH(jnz, t), wH(jnz, t), φH(jnz, t)
}

=

=
{
P1(jnz, t), P2(jnz, t), P3(jnz, t)

}
+

+
{
UH(jnz, t),WH(jnz, t), ϕH(jnz, t)

}
. (17)

В результате подстановки (17) в расчетные соотношения краевой задачи
относительно uH , wH , φH получаем новую задачу для функций UH , WH ,
ϕH . При этом граничные условия с помощью выбора функций P1, P2, P3

становятся однородными.
Начально-краевую задачу относительно функций UH , WH , ϕH решаем,

используя обобщенный метод конечных интегральных преобразований (КИП)
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[21] с использованием неизвестной трансформанты G(λin, n, t) и компонент
K1(λin, z), K2(λin, z), K3(λin, z) вектор-функции ядра преобразования (λin —
положительные параметры, образующие счетное множество, i = 1, 2, 3, . . . )

G(λin, n, t) =

∫ h

0
(UHK1in +WHK2in)dz, (18)

и формул обращения

{
UH ,WH , ϕH

}
=
∞∑
i=1

Gin
{
K1in,K2in,K3in

}
‖Kin‖−2, (19)

‖Kin‖2 =

∫ h

0
(K2

1in +K2
2in +K2

3in)dz.

Общие решения системы дифференциальных уравнений для электроупру-
гого (s = 1) и упругого (s = 2) слоев представлены в работах авторов [16,23].

Подстановка расчетных соотношений K1(λin, z), K2(λin, z), K3(λin, z) в
граничные условия по аксиальной координате формирует однородную систе-
му уравнений относительно постоянных интегрированияD1in, D2in, . . . , D16in.
Разыскивая ее нетривиальное решение, получаем трансцендентное уравнение
для вычисления собственных значений λin, а также выражения для постоян-
ных D1in, D2in, . . . , D16in.

Окончательные выражения функций U(r, z, t), W (r, z, t), ϕ(r, z, t) полу-
чим, применяя к трансформанте (18) последовательно формулы обращения
КИП (19) и Фурье—Бесселя (16). В результате с учетом (14), (17) имеем

U(r, z, t) = − e31
2e33

∂ϕ1(z, t)

∂z
r
[
H(z − h1) +H(z − h1 − h2)

]
+

+ 2
∞∑
n=1

J1(jnr)

S(jn)2

(
P1 +

∞∑
i=1

GinK1in‖Kin‖−2
)
,

W (r, z, t) = W1(t) +A0C11ε11r
2N1(z, t)+

+ 2

∞∑
n=0

J0(jnr)

S(jn)2

(
P2 +

∞∑
i=1

GinK2in‖Kin‖−2
)
, (20)

ϕ(r, z, t) = A0e33e15r
2N1(z, t)+

+ 2

∞∑
n=0

J0(jnr)

S(jn)2

(
P3 +

∞∑
i=1

GinK3in‖Kin‖−2
)
.

Заключительным этапом исследования является определение зависимо-
стей W1(t), N1(z, t), ϕ1(z, t). При решении задачи обратного пьезоэффекта
первоначально решается задача в случае действия только электрической на-
грузки V (r, t) (N1 = 0).
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В результате определяется функция W1(t) из условия отсутствия верти-
кальных перемещений цилиндрической поверхности пластины при z = h/2,
а также характер изменения касательных напряжений σrz(1, z, t), который
определяет в дальнейшем выражение для N1(z, t). На втором этапе решения
рассматривается действие функции N1(z, t), которая аппроксимируется па-
раболической зависимостью и определяется из условия равенства нулю пере-
мещений на цилиндрической поверхности пластины в случае действия V (r, t)
и N1(z, t). Суммирование двух расчетов позволяет получить окончательное
решение.

Аналогичным образом решается задача прямого пьезоэффекта. Первона-
чально рассматривается действие механической нагрузки q(r, t), а на следую-
щем этапе функция ϕ1(r, t) определяется из условия равенства нулю радиаль-
ной компоненты вектора индукции электрического поля на цилиндрической
поверхности при суммировании двух расчетов.

Полученные расчетные соотношения (20) удовлетворяют дифференциаль-
ные уравнения (1) и краевые условия (2)–(11), т. е. представляют замкнутые
решения рассматриваемых начально-краевых задач электроупругости для
биморфных пьезокерамических пластин.

Заключение. В настоящей работе на основании разработанного в ра-
ботах авторов [16, 18, 19] алгоритма получены расчетные соотношения для
решения частных задач. Представленная методика расчета позволяет полу-
чать замкнутые решения связанных осесимметричных нестационарных задач
в пространственной постановке для круглых сплошных биморфных пластин
на шарнирном и жестком закреплении по контуру.

Допущение об установившемся режиме вынужденных колебаний, исполь-
зуемое при исследовании динамических задач, справедливо только в случае,
когда частоты внешнего гармонического воздействия существенно меньше
первой частоты собственных колебаний.

Полученные расчетные соотношения позволяют определить напряженно-
деформированное состояние, спектр частот собственных колебаний и харак-
тер распределения электрического поля в многослойных пьезокерамических
преобразователях резонансного и нерезонансного классов в случае действия
нестационарной нагрузки.
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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Abstract
A method for calculating circular multilayer bimorph plates is presented

and new analytical solutions of axisymmetric dynamic problems of direct
and inverse piezoelectric effects are obtained. The cases of hinged and rigid
fixing of the outer contour of the structure are considered. To investigate
related linear problems, a mathematical apparatus is used in the form of a
method of finite integral transformations. The constructed calculated rela-
tionships allow us to substantiate the constructive solutions of piezoceramic
transducers.

Built design ratio allows to prove the constructive solutions of multi-
layer piezoelectric ceramic transducers, namely, to choose the geometrical
dimensions and physical characteristics of the materials used, define the di-
mensions of a split circular electrode, allowing most effectively to convert
the external electrical stimulation into mechanical vibrations at various fre-
quency. In addition, it is possible to perform stress-strain state, the nature
of the change of the electric field and frequency range of the axisymmetric
vibrations of the considered systems.

Keywords: bimorph plate, electroelasticity, nonstationary loading, integral
transformations.
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