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Аннотация

В условиях кусочно-линейного пластического потенциала, задающе-
го в пространстве главных напряжений условие пластичности макси-
мальных приведенных касательных напряжений, получено решение од-
номерной квазистатической задачи теории температурных напряжений
о локальном нагреве круглой пластины, изготовленной из идеального
упругопластического материала. Предел текучести полагается зависи-
мым от температуры. Проводится сравнение в распределении текущих
и остаточных напряжений при нагреве и остывании металла пластины,
полученных как при зависимости упругих моделей от температуры, так
и без учета такой зависимости. Показано, что в зависимости от скоро-
сти и температуры нагрева возможна смена режима пластического те-
чения при переходе напряженных состояний с одной грани поверхности
нагружения на другую. При этом в рассматриваемом случае исключена
возможность пластического течения на ребре наклонной призмы текуче-
сти, поверхность которой в пространстве главных напряжений является
поверхностью нагружения.
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Введение. Расчетом неустановившихся температурных напряжений в уп-
ругопластических телах уделяется неизменное внимание [1–12]. Такие расче-
ты способствуют совершенствованию ряда технологических операций изго-
товления изделий и сборки конструкций, что как раз и привлекает такое
внимание. Существенный прогресс в развитии методов расчетов был достиг-
нут в последнее время благодаря развитию вычислительных средств, но при
этом основная их сложность отчетливо проявила себя. Последняя связана,
главным образом, с непостоянством расчетных областей: упругопластические
границы, являющиеся необходимым элементом для решений краевых задач,
перемещаются по деформируемому телу, заставляя алгоритмически отсле-
живать их положения на каждом временном шаге расчетов и только потом
выполнять необходимые краевые условия на таких поверхностях.

Положение еще более усугубляется тем обстоятельством, что постоянные
в свойствах деформируемого тела при значительных изменениях температу-
ры уже невозможно полагать постоянными. Опытные данные указывают на
то, что они существенно изменяются с температурой. Особенно это касается
предела текучести, который может обращаться в ноль при достижении тем-
пературы плавления. Некоторые технические операции характерны как раз
тем, что происходят при температурах, достаточно близких к температуре
плавления.

В целом данное обстоятельство учитывается в ряде публикаций [4, 5, 8–
12]. Использование в расчетах неустановившихся температурных напряжений
с учетом зависимости предела текучести от температуры классических кусоч-
но-линейных условий пластичности максимальных касательных напряжений
(критерий Треска—Сен-Венана) или условий максимальных приведенных ка-
сательных напряжений (критерий Ишлинского—Ивлева) приводит к значи-
тельным упрощениям в математическом аппарате. Однако при этом возни-
кает иная трудность. Как замечал еще D. Bland [1], в процессе изменения
напряжений их состояния могут в своем соответствии поверхности нагруже-
ния (призме Треска в пространстве главных напряжений) переходить с одной
грани призмы на другую, задерживаясь на ребре. Следовательно, область
пластического течения имеет возможность разделяться на части, где необ-
ратимое деформирование подчинено разным системам уравнений в частных
производных. Границы таких подобластей пластического течения продвига-
ются по деформируемому телу и их положение, как и положение упругопла-
стических границ, с необходимостью следует алгоритмически отслеживать,
выполняя на них необходимые граничные условия.

В статье [12], посвященной расчетам изменяющихся температурных на-
пряжений в задаче посадки горячей муфты на вал, показано, что подобный
переход с одной грани Треска на другую с выполнением в некоторой рассчи-
тываемой области условий, соответствующих полной пластичности (на ребре
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призмы Треска), возможна как при нагреве муфты, так и при ее остывании.
Другим результатом этой же статьи является показанная возможность про-
интегрировать уравнения равновесия (квазистатический случай) в каждой из
таких подобластей пластического течения, включая упругие подобласти, где
пластические деформации накоплены, но далее при разгрузке не изменяются.
Таким способом перемещения, обратимые и необратимые деформации и на-
пряжения в каждый рассчитываемый момент времени задаются конечными
соотношениями, зависящими от уровня и распределения температуры в теле.
Отметим только, что в [12] задача расчета температурных напряжений реша-
лась именно в рамках теории температурных напряжений, то есть в рамках
несвязной теории при учете квадратичной зависимости предела текучести от
температуры. Упругие модули полагались постоянными, не зависящими от
температуры. Последнее встречает возражения со стороны ряда исследова-
телей, поскольку противоречит имеющимся [13, 14] опытным фактам.

Насколько скажется учет данной зависимости на расчетных значениях?
Ответ на такой вопрос мы ставим одной из задач настоящей публикации. Это
тем более важно, что такие зависимости исключались во всех известных нам
до настоящего времени публикациях [4, 5, 7–11 и др.], посвященных разным
задачам теории термоупругопластичности, включая и теорию температур-
ных напряжений в упругопластических телах.

Чаще всего подобные задачи рассматривались в условиях плоского на-
пряженного состояния [3–11 и др.]. Поэтому здесь рассмотрим новую задачу
в тех же условиях. По своей постановке она близка к задаче, рассмотренной
в [11], только пластину положим конечной и круглой, а нагрев произведем
по некоторой ее внутренней окружности. Еще одним отличием здесь явля-
ется использование не условия пластичности Теска—Сен-Венана о максиму-
ме касательных напряжений, а условия пластичности Ишлинского—Ивлева
о максимальных приведенных касательных напряжениях. Решение проведем
в рамках теории температурных напряжений.

1. Исходные зависимости модели. Считаем, что полные деформации
dij складываются из обратимых (упругих) и необратимых (пластических) epij :

dij =
1

2
(ui,j + uj,i) = eeij + epij ,

где ui —компонента вектора перемещений. Обратимые деформации и тем-
пература нагрева задают напряжения σij в деформируемом и нагреваемом
(охлаждаемом) теле:

σij =
(
λeejj − 3αK(T − T0)

)
δij + 2µeeij . (1)

Здесь T , T0 — текущая температура и температура в свободном состоянии
тела (комнатная температура); λ, µ—другие параметры Ламе, K = λ+ 2

3µ—
модуль всестороннего сжатия, α—коэффициент линейного температурного
расширения. Далее в качестве упругих модулей будем использовать модуль
Юнга E и коэффициент Пуассона ν:

λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
.
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Для их изменения от температуры примем простейшие линейные зависимо-
сти:

E(T ) = Ep − (Ep − E0)τ(xj , t),
ν(T ) = 0.5− (0.5− ν0)τ(xj , t),
τ(T ) = τ(xj , t) =

(
Tp − T (xj , t)

)
(Tp − T0)−1,

где E0, ν0 —модуль Юнга и коэффициент Пуассона при температуре T0;
Tp — температура плавления металла, Ep —модульЮнга при температуре Tp.
Данные зависимости вводятся в силу того, что температура изменяется с те-
чением времени и имеет распределение по пространственным координатам x.
В зависимостях для упругих модулей это подчеркивается специально.

Необратимые деформации epij начинают свой рост при достижении напря-
жениями поверхности нагружения f(σij) = 0 в пространстве напряжений.
В условиях принятия принципа максимума Мизеса эта поверхность прини-
мает на себя роль пластического потенциала со следствием ассоциированного
закона пластического течения [15]:

depij = dφ
∂f(σij)

∂σij
, dφ > 0.

В качестве поверхности нагружения здесь будем использовать наклонную
призму Ивлева [16] в пространстве главных напряжений:

max |σi − σ| =
4

3
k, σ =

1

3
σkk. (2)

Данное условие пластического течения является одним из трех наряду с
условием Треска—Сен-Венана и условием Мизеса [15,16] классических усло-
вий в теории идеальной пластичности. В [16] и более ранних работах тех же
авторов оно называется условием максимальных приведенных касательных
напряжений. Здесь, как и в ряде других публикаций, оно называется усло-
вием пластичности Ишлинского—Ивлева, а соответствующую этому условию
поверхность нагружения в пространстве главных напряжений мы называ-
ем призмой Ивлева по аналогии с призмой Треска в условиях пластичности
Треска—Сен-Венана. Предел текучести k в (2) считаем зависимым от темпе-
ратуры T :

k(T ) = k(xj , t) = k0
(
1− τ(xj , t)

)2
,

где k0 —предел текучести материала при комнатной температуре. Заметим,
что обычно [5, 8] для зависимости предела текучести от температуры прини-
мается линейная функция:

k(T ) = k0
(
1− τ(T )

)
.

2. Постановка задачи. Обратимое деформирование. Пусть круг-
лая пластина радиуса r = R первоначально находится в свободном состоя-
нии при комнатной температуре T0. Тепловое воздействие свяжем с нагревом
пластины таким образом, что на ее линии, являющейся окружностью r = R0,
температура растет по закону

T
∣∣
r=R0

= qt.
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Здесь q— задаваемая скорость роста температуры. Подвод тепла действует
до некоторого момента времени t = t∗ такого, что T∗ = qt∗ < Tp. После этого
пластина остывает в условиях неизменной комнатной температуры. Как и на-
грев, так и остывание происходит в условиях теплопроводности по пластине
и обмена теплом с окружающей средой. В цилиндрической системе координат
r, ϕ, z уравнение теплопроводности запишем в виде

T,t = a(rT,r),r + χ(T0 − T ).

Здесь a—коэффициент температуропроводности, индексами после запятой
обозначены частные производные по времени t и по единственной простран-
ственной переменной r (задача оказывается одномерной). Коэффициент теп-
лоотдачи в окружающую среду χ зависит от тепловых свойств материала
пластины, ее толщины, свойств окружающей среды. Полагаем его посто-
янным. Безразмерный аналог сформулированной задачи теплопроводности
можно записать в форме

θ,ξ + θ = b(ςθ,ςς + θ,ς), θ
∣∣
ς=1

= mξ, θ,ς
∣∣
ς= R

R0

= 0, (3)

где

θ = (T − T0)T−1
0 , ξ = χt, ς = rR−1

0 , b = a(R0χ)
−1, m = q(T0χ)

−1.

В уравнении (3) не учитывается производство тепла за счет деформирова-
ния, включая необратимое деформирование, то есть задачу предполагается
разрешить в рамках именно теории температурных напряжений. В рассмат-
риваемом простом случае задачу (3) можно решить аналитически и получить
распределение температуры по радиусу пластины в любой момент времени.
Но поскольку задача вычисления эволюции механических параметров зада-
чи решается численно, то и расчет распределения температуры, согласно (3),
также удобнее делать численно. Такие вычисления не создают дополнитель-
ных трудностей, поэтому далее будем считать распределение температуры по
пластине известным.

Первоначально до некоторого последующего за началом процесса дефор-
мирования момента времени материал пластины будет деформироваться об-
ратимо (упруго). Оговариваемый последующий момент времени связан как
раз с моментом начала пластического течения. При термоупругом деформи-
ровании пластические деформации отсутствуют и полные деформации совпа-
дают с обратимыми. В рассматриваемой цилиндрической системе координат
в таком случае отличными от нуля будут только следующие компоненты де-
формаций:

dr = ur,r, dϕ = urr
−1.

В принимаемых условиях плоского напряженного состояния из (1) следует

σr =
(
4µ(λ+ µ)ur,r + 2λµr−1ur − 6KµαT0θ

)
(λ+ 2µ)−1,

σϕ =
(
2λµur,r + 4µ(λ+ µ)r−1ur − 6KµαT0θ

)
(λ+ 2µ)−1.

(4)

Уравнение равновесия в рассматриваемом одномерном случае имеет вид

σr,r + r−1(σr − σϕ) = 0. (5)
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Подстановка (4) в (5) позволяет записать

γur,rr + ζur,r + ωur + β = 0. (6)

В (6) введены следующие обозначения:

γ = 4µ(λ+ µ)(λ+ 2µ)−1,
ζ = 4

(
µ2λ,r + µ,r(λ2 + 2λµ+ 2µ2)

)
(λ+ 2µ)−2 + 4µ(λ+ µ)(λ+ 2µ)−1r−1,

ω = 2(2µ2λ,r + λ2µ,r)(λ+ 2µ)−2r−1 − 4µ(λ+ µ)(λ+ 2µ)−1r−2,
β = −T0θ

(
8µ2λ,r + 2(3λ2 + 4λµ+ 4µ2)µ,r

)
(λ+ 2µ)−2 − T06Kµθ,r(λ+ 2µ)−1.

В момент времени, когда известно распределение температуры θ = θ(r, t),
соотношение (6) представляет собой обыкновенное дифференциальное урав-
нение для нахождения ur(r, t). Граничные условия для (6) однородные:

ur(0, t) = 0, σr(R, t) = 0. (7)

В данном случае мы приходим к совместному численному решению урав-
нений на каждом временном шаге: сначала находится решение уравнения (3)
с соответствующими краевыми условиями, а затем— решение уравнения (6)
с условиями (7). Такие численные расчеты не представляют особых трудно-
стей.

Если упругие модули λ и µ не зависят от температуры, то

γ = 1, ζ = r−1, ω = −r−2β = −1.5KT0θ,r(λ+ µ)−1

и решение задачи обратимого деформирования значительно упрощается.
В этом случае уравнение (6) удается проинтегрировать:

ur = 1.5Kα(λ+ µ)−1r−1T0

∫ r

0
ρθ(ρ)dρ+ 0.5rC1(t) + r−1C2(t), (8)

где функции C1(t) и C2(t) определяются с учетом граничных условий (7). Из
(4) и (8) для напряжений получим зависимости

σr = −3Kµ(λ+ µ)−1r−2αT0

∫ r

0
ρθ(ρ)dρ+

+3Kµ(λ+ 2µ)−1C1(t)− 2µr−2C2(t),

σϕ = 3Kµ(λ+ µ)−1r−2αT0

∫ r

l
ρθ(ρ)dρ+

(
µ2(λ+ µ)−1 − 3µ

)
αT0θ+

+3µK(λ+ 2µ)−1C1(t) + 2µr−2C2(t),

(9)

справедливые в любой момент времени.
С помощью (8) и (9) можно получить решение без дискретизации рас-

четной области, производя пошаговые расчеты начиная с момента времени
t = 0. На каждом таком шаге согласно граничным условиям вычисляются
значения функций C1(t) и C2(t).

Если λ и µ зависят от температуры, то в расчетах необходимо использо-
вать разностные методы. На рис. 1 в качестве примера таких вычислений при-
водятся распределения безразмерных напряжений в окрестности линии теп-
лового воздействия, полученные при следующих значениях параметров [17]:
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Рис. 1. Распределение напряжений в материале пластины до начала пластического тече-
ния. Пунктирная и сплошная линии соответствуют напряжениям, полученным из расчетов,
в которых учитывались и не учитывались зависимость упругих модулей от температуры,

соответственно
[Figure 1. Stress distribution in the material of the plate prior to the onset of plastic flow.

The dashed and solid lines represent the stresses obtained from calculations in which
the dependence of the elastic moduli on temperature was taken into account and not

taken into account]

q = 100 ℃/c, a = 0.5 · 10−6 м2/c, b = 0.2, m = 0.5, Tp = 660 ℃, T0 = 20 ℃,
k0 = 210 МПа, E0 = 72 ГПа, Ep = 49 ГПа, µp = 0.5, µ0 = 0.3, R = 2R0 = 0.5 м.

3. Зарождение и развитие пластического течения. С ростом темпе-
ратуры растут и напряжения. В некоторый момент времени t > 0 окажется,
что на линии нагрева r = R0 выполнится соотношение

2σϕ − σr = −4k.

В пространстве главных напряжений σr, σϕ, σz = 0 данное соотношение со-
ответствует грани призмы Ивлева. На рис. 2 приведено сечение наклонной
призмы Ивлева плоскостью σz = 0.

Появившаяся область течения с течением времени при нагревании бу-
дет развиваться. В последующие моменты времени в деформируемой за счет

Рис. 2. Сечение поверхности нагружения в пространстве главных напряжений
плоскостью σz = 0

[Figure 2. The σz = 0 plane cross-section of the loading surface in the space
of principal stresses]
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локального нагрева пластине будет присутствовать область, ограниченная
продвигающимися упругопластическими границами r = n(t) и r = m(t).
Таким способом, пластина будет разбита на три области, в двух из кото-
рых будет протекать обратимое деформирование (это области 0 < r < n(t)
иm(t) < r 6 R), а в области n(t) 6 r 6 m(t)—необратимое. Положение упру-
гопластических границ r = n(t) и r = m(t) определяется решением задачи на
каждом временном интервале. Положение границ является совершенно необ-
ратимым атрибутом решения задачи в целом. В областях обратимого (термо-
упругого) деформирования остаются справедливыми все ранее выписанные
соотношения. В области пластического течения принимаются следующие со-
отношения:

σr =
(
4µ(λ+ µ)(ur,r − epr) + 2λµ(r−1ur − epϕ)

)
(λ+ 2µ)−1 −

−6KµαT0θ(λ+ 2µ)−1,

σϕ =
(
4µ(λ+ µ)(r−1ur − epϕ) + 2λµ(ur,r − epr)

)
(λ+ 2µ)−1−

−6KµαT0θ(λ+ 2µ)−1.

(10)

Исходя из ассоциированного закона пластического течения и соотноше-
ний (10) получаем зависимость для компоненты необратимых деформаций

epr =
(
ur,rµ+1.5KαT0θ−µ−1(λ+2µ)k− 0.5r−1ur(3λ+4µ)

)
(3λ+5µ)−1. (11)

Подстановка (10) и (11) в уравнение равновесия (5) позволяет записать
результат в форме (6), но с другими коэффициентами:

γ = 12µK(3λ+ 5µ)−1,
ζ =

(
4(9λ2 + 12λµ+ 10µ2)µ,r + 9µ2λ,r

)
(3λ+ 5µ)−2+

+12µKr−1(3λ+ 5µ)−1,
ω =

(
(18λ2 + 24λµ+ 20µ2)µ,r + 18µ2λ,r

)
r−1(3λ+ 5µ)−2−

−3µKr−1(3λ+ 5µ)−1,
β =

(
θ(18(λµ,r − µλ,r)− 3Kr−1) + 12k(λµ,r − µλ,r)

)
(3λ+ 5µ)−2 +

+(4µk,r − 6KαT0θ,r)(3λ+ 5µ)−1 + 6(λ+ 2µ)kr−1(3λ+ 5µ)−1.

(12)

Как и ранее, ситуация значительно упрощается, если упругие модули не
зависят от температуры. В этом случае вместо (12) имеем

γ = 4, ζ = 4r−1, ω = −r−2,

beta = −6αT0θ,r − 3αT0θr
−1 + 2(3K)−1

(
2k,r + 3k(rµ)−1(λ+ 2µ)

)
.

(13)

При подстановке (13) в (6) получаем уравнение равновесия, после инте-
грирования которого запишем:

ur = 3α(2r1/2)−1T0

∫ r

n(t)
ρ1/2θ(ρ)dρ+ (λ+ µ)(2µKr1/2)

∫ r

n(t)
ρ1/2k(ρ)dρ−

− r1/2(6µK)(3λ+ 5µ)

∫ r

n
ρ−1/2k(ρ)dρ− r1/2C3(t) + r−1/2C4(t). (14)
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Решение (14) позволяет в рассматриваемый момент времени вычислить
напряжения и необратимые деформации:

σr = 4k + 2σϕ = −2r−1/2

∫ r

n
ρ−1/2k(ρ)dρ− 12Kµr−1/2(3λ+ 5µ)−1C3,

epr = (λ+ µ)(4µK)−1

(
r−1/2

∫ r

n
ρ−1/2k(ρ)dρ− r−3/2

∫ r

n
ρ1/2k(ρ)dρ

)
+

+0.5αT0θ − 3α(4r3/2)−1T0

∫ r

n
ρ1/2θ(ρ)dρ+

+1.5(λ+ µ)r−1(3λ+ 5µ)−1C3 − 0.5r−3/2C4.

(15)

Заметим, что соотношения (14) и (15) не дают решения задачи, а позво-
ляют лишь на каждом временном шаге расчетов отказаться от дискретиза-
ции расчетной области. В каждый момент времени постоянные C3(t) и C4(t)
и неизвестные n(t) и m(t) должны вычисляться согласно краевым условиям.
В областях обратимого деформирования 0 6 r < n(t) и m(t) < r 6 R к огово-
ренным четырем постоянным добавятся еще четыре из-за использовании за-
висимостей (8) и (9), остающихся справедливыми в этих областях обратимого
деформирования. Также к граничным условиям добавляются условия непре-
рывности перемещения ur и напряжения σr на упругопластических границах
r = n(t) и r = m(t). Полученная таким способом система алгебраических
уравнения разрешается на каждом временном шаге расчетов.

Когда упругие модули зависят от температуры, отказаться от дискретиза-
ции расчетных областей невозможно. Все уравнения записываются в конечно-
разностной форме и разрешается соответствующая нелинейная система урав-
нений. При этом важно отслеживать положения упругопластических границ
с выполнением граничных условий на последних. На рис. 3 показаны числен-
ные решения в случаях, когда зависимость упругих модулей от температуры
учитывается и когда не учитывается. Хорошо видны различия в получаемых
решениях.

Но даже при продолжающемся локальном нагреве решение задачи на

Рис. 3. Распределение напряжений в материале пластины после начала пластиче-
ского течения. Пунктирная линия получена, когда зависимость упругих модулей
от температуры учитывается, сплошная линия получена, когда температурная

зависимость не учитывается
[Figure 3. Stress distribution in the material of the plate after the onset of plastic
flow. The dashed and solid lines represent the stresses obtained from calculations

in which the dependence of the elastic moduli on temperature was taken
into account and not taken into account]
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данном этапе нельзя считать законченным. В некоторый последующий мо-
мент времени на линии нагрева выполнится условие грани призмы Ивлева
σr+σϕ = −4k. Последнее означает зарождение новой области пластического
течения, отличной от рассмотренной. Так как в этот же момент времени на
той же границе r = R0 продолжает выполняться условие иной грани призмы
Ивлева: 2σϕ−σr = −4k, возможны два случая. В первом случае это зародив-
шаяся область, соответствующая ребру призмы Ивлева, когда одновременно
2σϕ − σr = −4k и σr + σϕ = −4k. Во втором случае происходит мгновенный
переход на грань σr + σϕ = −4k. В [12] для призмы Треска показано, что
осуществляется первый из этих вариантов. Здесь мы имеем иную ситуацию,
так как в условиях плоских деформаций (σz = 0) на ребре призмы Ивлева
выполняются равенства

σr = −
4

3
k(r, t), σϕ = −8

3
k(r, t).

Согласно уравнению равновесия, в таком случае получаем уравнение

k,r − k = 0,

которое в условиях рассматриваемой задачи выполнить невозможно и, следо-
вательно, возможен только случай мгновенного перехода через ребро призмы
Ивлева с грани 2σϕ−σr = −4k на соседнюю грань σr+σϕ = −4k (см. рис. 2).

В момент выполнения условия пластичности σr + σϕ = −4k на линии
r=R0 возникает новая область необратимого деформирования w(t)6r6v(t),
которая далее распространяется по среде. Границы этой области не явля-
ются упругопластическими— они разделяют область пластического течения
на три части, где необратимое деформирование подчинено разным системам
уравнений. В областях n(t) 6 r < w(t) и v(t) 6 r < m(t) продолжает-
ся пластическое течение в соответствии с условием грани призмы Ивлева
2σϕ − σr = −4k, то есть зависимости (14) и (15) остаются справедливы-
ми, когда упругие модули не зависят от температуры, а в области течения
w(t) 6 r 6 v(t) эти зависимости следует заменить так, чтобы они соответ-
ствовали грани σr + σϕ = −4k. При этом следует учитывать, что границы
новой пластической области теперь продвигаются в области, где происходит
накопление необратимых деформаций, то есть в области пластического тече-
ния. Следовательно, дальнейшее накопление необратимых деформаций на-
чинается от их ненулевых начальных значений pr(r) и pϕ(r). Эти начальные
значения задаются моментами прихода в точку пластины с пространствен-
ной координатой r границ r = w(t) и r = v(t). Иначе, pr(r) и pϕ(r) являются
необратимыми деформациями, накопленными при пластическом течении на
грани призмы Ивлева 2σϕ − σr = −4k до прихода в соответствующие точки
пластины границ r = w(t) и r = v(t), разделяющих пластическую область на
части, в которых течение соответствует различным граням призмы Ивлева.

С учетом вышеизложенного запишем соотношения Дюгамеля—Неймана
в форме

σr =
(
4µ(λ+ µ)(ur,r − pr − epr)

)
(λ+ 2µ)−1+

+
(
2λµ(r−1ur − pϕ − epϕ)− 2KµαT0θ

)
(λ+ 2µ)−1,

σϕ =
(
2λµ(ur,r − pr − epr)

)
(λ+ 2µ)−1+

+
(
4µ(λ+ µ)(r−1ur − pϕ − epϕ)− 2KµαT0θ

)
(λ+ 2µ)−1.

(16)
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В (16) через epr и epϕ обозначены необратимые деформации, накапливаемые
в новой области течения w(t) 6 r 6 v(t). Они со временем растут за счет про-
должающегося пластического течения в отличие от pr и pϕ, которые неизмен-
ны в этой области. Исходя из (16), условия пластичности и ассоциированного
закона пластического течения получаем, что в области w(t) 6 r 6 v(t) для
необратимых деформаций выполняются зависимости

epϕ = epr = 0.5(ur,r + r−1ur)− αT0θ + k(λ+ 2µ)(3Kµ)−1 − 0.5(pr + pϕ). (17)

При подстановке (16) и (17) в уравнение равновесия (5) снова получаем
уравнение для ur в виде (6), в котором

ξ = µ, ς = µ,r + µr−1, ω = −µr−2 − µ,rr−1,

β = −2k,r + (µ,r + 2µr−1)(pϕ − pr) + µ(pϕ,r − pr,r).

Как и ранее, когда упругие модули зависят от температуры, решение воз-
можно получить только численно. Но если ранее была возможность провести
сравнение со случаем, когда упругие постоянные не зависят от температуры,
то в последнем случае такой возможности нет. При постоянных упругих мо-
дулях невозможен переход напряженных состояний с грани 2σϕ−σr = −4k на
иные грани призмы Ивлева и приведенная ситуация не имеет места. Послед-
нее не несет в себе характер общего положения. В рассматриваемой задаче
это так, но в других задачах возможно разделение области пластического те-
чения на части, включающие присутствие течения на ребре призмы Ивлева.
На рис. 4 приведено сравнение результатов расчета температурных напряже-
ний для случая присутствия новой области пластического течения на грани
σr + σϕ = −4k, когда упругие модули зависят от температуры, и для случая
отсутствия данной области, когда упругие модули постоянны. В момент вре-
мени t = t∗ температура T = T∗ = 0.85Tp достигает своего максимального
значения и нагрев прекращается.

Рис. 4. Распределение напряжений в материале пластины в момент t = t∗. Пунк-
тирная и сплошная линии изображают напряжения, полученные из расчетов, в ко-
торых учитывалась и не учитывалась зависимость упругих модулей от темпера-

туры, соответственно
[Figure 4. Stress distribution in the material of the plate at the time t = t∗. The
dashed and solid lines represent the stresses obtained from calculations in which
the dependence of the elastic moduli on temperature was taken into account

and not taken into account]
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4. Разгрузка и остаточные напряжения. После прекращения процес-
са нагревания (при t > t∗) пластическая область продолжает развиваться,
а температура стремится выровняться. Но наступает момент времени, когда
упругопластические границы одновременно останавливаются и пластическое
течение прекращается. В условиях дальнейшего выравнивания температуры
происходит обратимое (термоупругое) деформирование вплоть до его оста-
новки. В момент такой остановки температура пластины оказывается оди-
наковой по всей её площади. Сформированный уровень напряжений и их
распределение далее не меняются. Уравнение равновесия снова приобретает
форму (6), где

ξ = 1, ς = r−1, ω = −r−2,

β = −0.5(λ+ 2µ)
(
r(λ+ µ)

)−1
(pϕ − pr)− pr,r − 0.5λ(λ+ µ)−1pϕ,r.

(18)

Согласно (18), перемещения в пластине и, следовательно, напряжения пол-
ностью задаются уровнем необратимых деформаций, которые накопились в
материале пластины в условиях пластического течения, и их распределением.
Интегрируя (6) с коэффициентами, заданными зависимостями (18), оконча-
тельно найдем

ur = 0.25(λ+ µ)−1

(
(λ+ 2µ)r

∫ r

0

(
pr(ρ)− pϕ(ρ)

)
ρ−1dρ+

+ 3Kr−1

∫ r

0

(
pr(ρ) + pϕ(ρ)

)
ρdρ

)
+ 0.5rC1,

σr = 1.5Kµ(λ+ µ)−1

(∫ r

0

(
pr(ρ)− pϕ(ρ)

)
ρ−1dρ−

− r−2

∫ r

0

(
pr(ρ) + pϕ(ρ)

)
ρdρ

)
+ 3Kµ(λ+ 2µ)−1C1,

σϕ = 1.5Kµ(λ+ µ)−1

(∫ r

0

(
pr(ρ)− pϕ(ρ)

)
ρ−1dρ+

+ r−2

∫ r

0

(
pr(ρ) + pϕ(ρ)

)
ρdρ

)
− 3Kµ(λ+ µ)−1pϕ+

+ 3Kµ(λ+ 2µ)−1C1,

где

C1 = (λ+ 2µ)
(
2R2(λ+ µ)

)−1
(∫ R

0

(
pr(ρ) + pϕ(ρ)

)
ρdρ−

−
∫ R

0

(
pr(ρ)− pϕ(ρ)

)
ρ−1dρ

)
.
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Рис. 5. Распределение остаточных напряжений в материале пластины. Пунктир-
ная и сплошная линии изображают напряжения, полученные из расчетов, в кото-
рых учитывались и не учитывались зависимость упругих модулей от температу-

ры, соответственно
[Figure 5. The residual stresses distribution in the material of the plate. The dashed

and solid lines represent the stresses obtained from calculations in which the
dependences of the elastic moduli on temperature were taken into account

and not taken into account]

На рис. 5 для указанных выше параметрах задачи приведено распределе-
ние остаточных напряжений в окрестности линии нагрева r = R0 для случа-
ев, когда зависимость упругих модулей от температуры учитывается либо не
учитывается.

Заключение. Получено решение одномерной квазистатической задачи
теории температурных напряжений о локальном нагреве круглой пластины.
Результаты решения показывают, что, когда учитываются зависимости упру-
гих модулей от температуры, получить численные результаты значительно
сложнее по сравнению со случаем, когда они постоянны и от температуры
зависит только предел текучести. В последнем случае c помощью кусочно-
линейного пластического потенциала Ишлинского—Ивлева в каждой области
течения и области разгрузки удается записать уравнения равновесия в пере-
мещениях и проинтегрировать их. Таким образом, появляется возможность
не производить дискретизацию расчетной области, а использовать получа-
емые конечные зависимости механических параметров деформирования от
распределения температуры на каждом временном шаге.

Положение упругопластических границ и границ, разделяющих область
пластического течения на части, где необратимое деформирование подчине-
но разным законам (системам уравнений в частных производных в зависимо-
сти от того, каким граням поверхности нагружения в пространстве главных
напряжений принадлежат напряженные состояния), определяется решени-
ем системы алгебраических уравнений, следующих из граничных условий и
условий на таких движущихся границах.

Сравнение полученных распределений напряжений показывает, что чис-
ленные результаты в значениях изменяющихся напряжений являются доста-
точно близкими. Особенно это касается распределения остаточных напряже-
ний. Следовательно, когда основной расчетной целью являются последние
(натяг в сборке, напряжения в зоне термического влияния и др.), с целью
упрощения расчетов зависимостями упругих модулей от температуры можно
пренебречь.
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Заметим также, что на уровень распределения эволюционирующих тем-
пературных напряжений существенно влияет скорость нагревания пластины.
При малых скоростях нагревания переход с одного ребра на другое не осу-
ществляется, что существенно упрощает решение задачи. При значительных
скоростях нагревания могут наблюдаться местные изменения в толщине пла-
стины, связанные с необратимыми деформациями epz, а при малых скоростях
такой эффект отсутствует. Данный эффект, вероятно, связан с изменениями
в кристаллической структуре металлов и соответствующими твердотельными
фазовыми изменениями.
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Abstract

Under the conditions of a piecewise linear plastic potential defining in the
space of principal stresses the plasticity condition for the maximum reduced
tangential stresses, a solution is obtained for a one-dimensional quasistatic
problem of the theory of temperature stresses about the local heating of
a circular plate made of an ideal elastoplastic material. The yield point
is assumed to be temperature dependent. A comparison is made in the
distribution of the current and residual stresses during heating and cooling
of the plate metal obtained both with the dependence of the elastic models
on the temperature, and without taking this dependence into account. It is
shown that, depending on the rate and temperature of heating, the regime
of plastic flow can change under the transition of stressed states from one
face of the loading surface to another. In this case, the possibility of an
inclined prism of fluidity on the edge is excluded, the surface of which in the
space of principal stresses is the loading surface.
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