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Аннотация

Выведено уравнение семейства кривых ползучести с произвольной
неубывающей программой нагружения на начальной стадии, порож-
даемых линейным интегральным определяющим соотношением вязко-
упругости Больцмана–Вольтерры с произвольной функцией ползучести
(релаксации), аналитически изучены их общие качественные свойства
и влияние на них длительности и формы начальной стадии нагружения
и свойств функций ползучести. Исследованы интервалы монотонности
и выпуклости кривых ползучести, их асимптотики, отклонения друг от
друга кривых с разными начальными стадиями нагружения до задан-
ного уровня напряжения, условия сходимости к нулю их отклонения от
кривых ползучести при мгновенном нагружении с неограниченным уве-
личением времени (условия затухания памяти) и другие свойства. Полу-
чены точные двусторонние оценки для кривых ползучести и их абсолют-
ных отклонений друг от друга и от кривых ползучести при мгновенном
нагружении, доказана равномерная сходимость семейств кривых ползу-
чести с фиксированной формой начальной стадии нагружения к кривой
ползучести при мгновенном нагружении, когда длительность начальной
стадии стремится к нулю.

Установленные общие свойства кривых ползучести, порождаемых
линейной теории наследственности, проиллюстрированы на примерах
кривых ползучести классических реологических моделей (Максвелла,
Фойгта, Кельвина), трехзвенных сингулярных моделей и «фракталь-
ных» моделей с оператором дробного дифференцирования. Проанали-
зированы специфические особенности поведения кривых ползучести ре-
гулярных и нерегулярных моделей, а также гибридных моделей, чьи
функции ползучести склеены из нескольких функций. Проведенный ана-
лиз позволяет точнее очертить арсенал возможностей и область при-
менимости линейной теории наследственности, выявить индикаторы ее
(не)применимости, удобные для экспериментальной проверки, получить
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новые универсальные двусторонние оценки для функции ползучести че-
рез кривые ползучести с начальной стадией нагружения, регистрируе-
мые в испытаниях материалов, и усовершенствовать методики выбора,
идентификации, настройки и верификации линейных моделей.

Ключевые слова: линейная вязкоупругость, функция ползучести, кри-
вые ползучести, влияние начальной стадии нагружения, форма началь-
ной стадии нагружения, длительность начальной стадии, нагружение с
постоянной скоростью, двусторонние оценки, асимптотика отклонения,
сходимость, затухание памяти, регулярные и сингулярные модели, мо-
дели с дробной производной.
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Введение. Испытания материалов на релаксацию и ползучесть — про-
стейшие виды квазистатических испытаний, позволяющие оценить их дисси-
пативные свойства, скоростную чувствительность и глубину памяти, очер-
тить область линейности их поведения, подобрать адекватное определяющее
соотношение (ОС), найти материальные функции и параметры. Мгновенное
нагружение до заданного уровня напряжения (σ(t) = σ̄h(t), h(t) —функция
Хевисайда) неосуществимо в испытаниях: на практике всегда имеется началь-
ная стадия нагружения до постоянного уровня напряжения σ̄ > 0 за время
t∗ > 0, как правило, — стадия с (примерно) постоянной скоростью нагруже-
ния:

σ(t) = bt при t ∈ [0; t∗]; σ(t) = σ̄ = const при t > t∗, t∗ > 0, σ̄ = bt∗. (1)

Такие квазистатические испытания (“ramp tests”) включены в европейские
и американские стандарты протоколов испытаний. Влияние длительности t∗
(“rise time”) начальных стадий (1) на экспериментальные и теоретические кри-
вые ползучести (КП) ε(t; σ̄, t∗), на их отклонение от КП ε(t; σ̄, 0) при мгно-
венном нагружении и на «окно наблюдения» ползучести t > kt∗, k > 1, необ-
ходимо учитывать при обработке опытных данных и идентификации матери-
альных функций и параметров ОС [1–25], а также при определении области
линейности поведения материала (хотя бы на основе проверки независимости
податливости ε(t; σ̄, t∗)/σ̄ от σ̄). Так как предположение о постоянстве скоро-
сти нагружения— идеализация, чтобы оценивать влияние этих отклонений
от идеального режима на данные испытаний, необходимо аналитически ис-
следовать КП для произвольной непрерывной программы нагружения

σ(t) = σ̄f(t/t∗) при t ∈ [0, t∗], σ(t) = σ̄ = const при t > t∗, (2)

где t∗ > 0 и f(x) —произвольная непрерывная функция на [0; 1], такая, что
f(0) = 0, f(1) = 1.

Испытания на ползучесть при ramp-нагружениях (1) (и более общих на-
гружениях (2)) и грамотный учет влияния начальной стадии, зависящей от
двух параметров, при обработке данных измерений позволяют обследовать
разные аспекты поведения материала, собрать более богатую информацию
для выбора, идентификации и верификации адекватной модели, выявить и
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проверить необходимые условия применимости ОС к исследуемому материа-
лу. Отсюда следует необходимость системного аналитического изучения вли-
яния характеристик начальной стадии нагружений (2) на общие свойства
теоретических кривых ползучести (и релаксации), которые порождает при-
меняемое ОС (например, линейное ОС вязкоупругости или обобщающее его
ОС «нелинейной теории наследственности» Ю. Н. Работнова [26–31]) с про-
извольными материальными функциями, а не только для их частных форм.
Такое исследование не было выполнено (в общей постановке и в полном объ-
еме) даже для линейного ОС (см. обзоры в [25, 32]), хотя оно весьма полез-
но для уточнения арсенала его возможностей и области (не)применимости и
выявления индикаторов нелинейности поведения материалов по результатам
испытаний.

Данная работа — очередной шаг в программе качественного анализа ли-
нейного ОС вязкоупругости (и нелинейного ОС Работнова) с произвольными
функциями релаксации и ползучести (ФР и ФП) [23,25,31–35]:

σ(t) =

∫ t

0
R(t− τ)dε(τ), ε(t) =

∫ t

0
Π(t− τ)dσ(τ), t > 0. (3)

ОС (3) описывает изотермические одноосные процессы в структурно-ста-
бильных (не стареющих) вязкоупругопластичных материалах, характеризуе-
мые в данной точке тела историей напряжения σ(t) и деформации ε(t). Вза-
имно обратными операторами вида (3) (с объемными и сдвиговыми ФР и ФП)
задаются и трехмерные ОС вязкоупругости изотропных сред, а также зави-
симости между историями (обобщенных) нагрузок и перемещений при ис-
пытаниях образцов на растяжение, кручение, изгиб, индентирование и т. п.
Основные способы идентификации ОС (3) — определение ФР и ФП по экспе-
риментальным кривым релаксации или ползучести материала.

Задачи этой работы— вывод уравнения семейства кривых ползучести, по-
рождаемых ОС (3) с произвольной функцией ползучести в случае произ-
вольных неубывающих начальных стадий (НС) нагружения (2) до заданного
уровня напряжения σ̄, и аналитическое изучение их качественных свойств:
интервалов монотонности и выпуклости КП, их асимптотики, влияния па-
раметров НС, условий независимости асимптотики от НС, отклонения КП
с разными НС друг от друга, характера и скорости сходимости семейств КП
к идеальным КП ε = σ̄Π(t) при мгновенном нагружении, когда длительность
НС t∗ стремится к нулю, создание теоретической базы для разработки ме-
тодик идентификации функции ползучести по экспериментальным КП с на-
чальной стадией в области линейности материала [23–25].

1. Ограничения на функции ползучести и релаксации. Основные
классы линейных моделей. Функции ползучести и релаксации (ФП и ФР)
в (3) предполагаются положительными и дифференцируемыми на интерва-
ле (0;∞), функция Π(t) — возрастающей и выпуклой вверх на (0;∞) [32],
а R(t) — убывающей и выпуклой вниз, ФР может иметь интегрируемую осо-
бенность и включать слагаемое ηδ(t), где δ(t) —дельта-функция, η > 0. Из по-
ложительности и монотонности ФП и ФР на (0;∞) следует, что в точке t = 0
существуют пределы справа Π(0+) = inf Π(t) > 0 и R(0+) = supR(t) > 0
(возможно R(0+) = +∞) и предел R(+∞) = inf R(t) > 0. Входные процессы
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σ(t) или ε(t) предполагаются кусочно непрерывными и кусочно гладкими при
t > 0.

Если Π(0) 6= 0 (далее используется краткое обозначение y(0) := y(0+)
для предела функции y(t) справа в точке t = 0), то R(0) = 1/Π(0) < ∞, и
на линейном пространстве непрерывных кусочно гладких при t > 0 функций
операторы (3) представимы в виде

σ(t) = R(0)ε(t) +

∫ t

0
Ṙ(t− τ)ε(τ)dτ,

ε(t) = Π(0)σ(t) +

∫ t

0
Π̇(t− τ)σ(τ)dτ, t > 0.

(4)

Операторы (3) взаимно обратны, и поэтому ФП и ФР связаны уравнением∫ t

0
Π(t− τ)R(τ)dτ = t, или

∫ t

0
Π̇(t− τ)R(τ)dτ + Π(0)R(t) = 1, t > 0, (5)

а ОС (3) содержит только одну независимую материальную функцию. Зная
ФР, можно найти ФП из уравнения (5), и наоборот. Применив к (5) преобра-
зование Лапласа—Карсона, получим связь между изображениями ФП и ФР:

Π̃(p)R̃(p) ≡ 1.

Свойства семейств основных теоретических квазистатических кривых
(диаграмм деформирования при постоянных скоростях деформации или на-
гружения, кривых ползучести при ступенчатом нагружении, кривых ползу-
чести и релаксации с произвольной начальной стадией нагружения и др.),
порождаемых ОС (3) с произвольной ФП, необходимые математические и фе-
номенологические ограничения на ФП и ФР проанализированы в цикле ра-
бот [23, 25, 32–35] и др. Анализ, в частности, показал, что среди моделей,
задаваемых ОС (3) с различными ФР и ФП, необходимо выделять как мини-
мум три основных класса, поскольку качественные свойства базовых теоре-
тических кривых моделей этих классов в окрестности точки t = 0 (а также
особенности постановки и решения краевых задач) заметно отличаются.

1) Регулярные модели (РеМ)—модели, у которых Π(0) 6= 0. Тогда мгно-
венный модуль E = R(0) = 1/Π(0) диаграмм деформирования с по-
стоянной скоростью конечен, Π̇(0)/Π(0) = −Ṙ(0)/R(0) [32], а ОС (3)
и первое уравнение (5) сводятся к уравнениям Вольтерры второго ро-
да (4) и (5) (если Π̇(0+) < ∞, ядра ограничены, и уравнения (4) и (5)
однозначно разрешимы в пространствах L1[0, b]).

2) Сингулярные модели (СиМ)—модели с ФР, содержащей слагаемое ηδ(t),
η > 0; тогда Π(0) = 0 и Π̇(0) = η−1. ФР R = ηδ(t) задает ньютоновскую
жидкость с ОС σ = ηε̇ и входит слагаемым в ФР половины реологиче-
ских моделей из линейных пружин и демпферов.

3) Модели с неограниченной ФР (НеМ), не содержащей слагаемого ηδ(t),
но имеющей интегрируемую особенность в точке t = 0 (R(0+) = +∞).
Как и СиМ, они нерегулярны: Π(0) = 0. В случае Π(0) = 0 (4) и (5) —
уравнения Вольтерры первого рода, что приводит к некорректным за-
дачам, особенностям в нуле у КР, бесконечности мгновенного модуля,
отсутствию мгновенной диаграммы деформирования и т. п. [32–34].
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При малых временах или больших скоростях деформации (когда велико
значение безразмерного параметра ε̇τ , τ —минимальное время релаксации)
РеМ ведут себя как твердые тела, а СиМ—как жидкости, но при больших
временах и малых скоростях модели могут сменить поведение на «противо-
положное», например, модели Максвелла и все их параллельные соединения
(РеМ-2k, k > 1) ведут себя при t → ∞ как жидкости (в частности, у них
R(+∞) = 0 и R(t)Π(t) → 0 при t → ∞), а модели Фойгта и их после-
довательные соединения (СиМ-2k) — как твердые тела (у них R(+∞) > 0
и R(t)Π(t)→ 1 при t→∞) [33].

Третий класс занимает промежуточное положение между первыми дву-
мя. К нему относится, например, ФР R(t) = At−u, u ∈ (0; 1), A > 0, за-
дающая так называемый «фрактальный» элемент (“spring-pot”) «фракталь-
ных» моделей (“fractional models”) с оператором дробного дифференциро-
вания порядка u (эту модель иногда называют моделью Скот—Блэра) [36–
45, 26–28]. Соответствующая (в силу (5)) ФП имеет вид Π(t) = A−1C(u)tu,
C(u) := (uπ)−1 sinuπ, и обладает не только свойством Π(0) = 0, как и СиМ,
но и свойством Π̇(0) = ∞, переходным к Π(0) 6= 0, характеризующему РеМ.
Степенная модель интересна еще и тем, что R(t)Π(t) = C(u) = const при
t > 0, причем C(u) может принимать любые значения из интервала (0; 1);
при u → 0 C(u) → 1 и степенная модель вырождается в упругий элемент
(РеМ-1) с R(t) = A = const, Π = A−1, а при u → 1 − 0 и связи A = η(1 − u),
η = const > 0, она вырождается в вязкий элемент (СиМ-1) с R(t) = ηδ(t),
Π = t/η. Таким образом, двухпараметрическое семейство степенных моделей
связывает «гомотопией» упругий элемент с вязким— так же, как их связы-
вают семейства двухзвенных моделей Максвелла (РеМ-2) и Фойгта (СиМ-2).
Отметим, что интерес к исследованию и разнообразным приложениям моде-
лей, описываемых уравнениями с производными дробных порядков, обост-
рился в последнее время, они считаются перспективными по сравнению с мо-
делями с дискретным спектром релаксации (ФП и ФР которых представля-
ются рядами Прони) [46–60, 19, 32–35].

Последовательное соединение РеМ с СиМ или РеМ с фрактальным эле-
ментом (ФП складываются) дает РеМ; в частности, фрактальная модель
Максвелла (Π = αtu + β) регулярна. Параллельное соединение РеМ с СиМ
дает СиМ (ФР складываются), а РеМ с фрактальным элементом дает НеМ;
в частности, фрактальная модель Фойгта (R = At−u + r) нерегулярна.

Три выделенных класса не исчерпывают все возможные типы поведения
моделей вида (3) в окрестности точки t = 0 и при больших скоростях (на-
пример, параллельное соединение моделей из второго и третьего класса даст
модель с ФР, в которой имеется слагаемое с сингулярностью и слагаемое
с интегрируемой особенностью), хотя охватывают все модели, используемые
в практических приложениях, монографиях и учебной литературе.

Все структурные реологические модели, собранные из линейных пружин
и демпферов посредством последовательных и параллельных соединений,
описываются ОС (3). Любая такая модель задаётся уравнением вида P[d]σ =
= Q[d]ε с двумя дифференциальными операторами с постоянными коэф-
фициентами, где порядки операторов (их характеристических многочленов)
p = degP, p > 0, и q = degQ либо равны, либо q = p + 1, а характеристи-
ческие корни вещественны, различны и неотрицательны. Из теории линей-
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ных дифференциальных уравнений следует, что функция ползучести любой
реологической модели— сумма экспонент с отрицательными показателями и
коэффициентами, и, возможно, функции αt+β, α, β > 0, а функция релакса-
ции— сумма экспонент с отрицательными показателями и положительными
коэффициентами и, возможно, постоянной β > 0 и сингулярности ηδ(t), η > 0.
Схемы и названия всех двух-, трех- и четырехзвенных моделей (в терминоло-
гии нет единства) приведены в [32] на рис. 1. Можно доказать, что множество
всех несократимых n-звенных моделей распадается ровно на два класса эк-
вивалентности: РеМ-n и СиМ-n (структурно различные модели мы называем
эквивалентными, если они задаются одинаковыми семействами ФП или ФР):

1) эквивалентны трехзвенные РеМ Пойнтинга—Томсона и Кельвина [32,
рис. 1, а];

2) все четыре РеМ-4 [32, рис. 1, в] эквивалентны модели стандартного те-
ла (последовательному соединению моделей Максвелла и Фойгта, т. е.
РеМ-2 и СиМ-2);

3) все РеМ-2k эквивалентны параллельному соединению k моделей Макс-
велла с разными временами релаксации;

4) все СиМ-2k эквивалентны последовательному соединению k моделей
Фойгта с разными временами ползучести (retardation time);

5) РеМ-(2k+1) получается из СиМ-2k последовательным присоединением
упругого элемента (РеМ-1), а СиМ-(2k+ 1) — из РеМ-2k параллельным
подключением вязкого элемента (СиМ-1).

Например, семейство ФП

Π(t) = αt+ β − γe−λt, λ > 0, α, β > 0, γ ∈ [0, β], (6)

порождает все РеМ-4 при γ ∈ (0;β), α, β > 0 (ФР R = E1e
−µ1t + E2e

−µ2t),
а при α = 0 —РеМ-3 (модель Кельвина, R = Ee−µt+r). Так как Π(0) = β−γ,
ФП (6) порождает СиМ, когда γ = β: при λβ = 0 —ньютоновскую жидкость,
при α = 0 —модель Фойгта (R = ηδ(t) + E), при α > 0 получаются (все)
СиМ-3 (R = ηδ(t) + Ee−µt). При γ = 0 (6) дает модель Максвелла (R =

= Ee−µt). Случай γ < 0 приводит к нарушению ограничения Π̈(t) 6 0, что
влечет возрастание кривой обратной ползучести (противоречие с данными
испытаний материалов) [32]. Эти классические модели будут использованы
для иллюстрации общих свойств кривых ползучести ОС (3).

2. Свойства кривых ползучести с произвольной монотонной на-
чальной стадией нагружения. Отклик ОС (3) на непрерывную программу
нагружения (2) с выходом на постоянный уровень напряжения σ̄ > 0 за время
t∗ > 0 имеет вид

ε(t; t∗) = σ̄t−1∗

∫ t

0
Π(t− τ)f ′(τ/t∗)dτ =

= σ̄

∫ t/t∗

0
Π(t− t∗x)f ′(x)dx при t ∈ [0; t∗] : (7)

ε(t; t∗) = σ̄t−1∗

∫ t∗

0
Π(t− τ)f ′(τ/t∗)dτ =

= σ̄

∫ 1

0
Π(t− t∗x)f ′(x)dx при t > t∗. (8)
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Функция f(x), задающая форму НС нагружения, предполагается неубываю-
щей непрерывной кусочно дифференцируемой на [0; 1] (f ′(x) > 0), такой, что
f(0) = 1, f(1) = 1 и 0 < f(x) < 1 при 0 < x < 1.

На рис. 1, a приведены примеры функций f(x), задающих НС нагружения
(2). Синяя кривая 1— график функции f = 4(x − 0.5)3 + 0.5, голубая 2—
f = x4, штриховые (голубые) кривые 3 и 4— f = x1/3 и f = x1/10, две черные
кривые 5, 6— графики первых двух членов последовательности функций

fn(x) =

{
0.5(2x)2n при x ∈ [0; 0.5],

−0.5(2(1− x))2n + 1 при x ∈ [0.5; 1].
(9)

Все fn(x) имеют точку перегиба x = 0.5 (fn(0.5) = 0.5, f ′n(0.5) = 2n→∞),
последовательность {f ′n} дельтаобразна: f ′n(x)→ δ(x− 0.5), {fn} сходится на
отрезке [0; 1] к функции f∗: f∗(x) = 0 при [0; 0.5), f∗(x) = 1 при (0.5; 1],
f∗(0.5) = 0.5).

На рис. 1, b приведены графики производных y = f ′(x).
Поведение деформации (7) на НС [0; t∗], естественно, зависит от поведения

f ′(x). Общие свойства начальной стадии КП (7) для любой неубывающей f(x)
таковы:

1) ε(0; t∗) = 0, ε̇(0; t∗) = σ̄t−1∗ Π(0)f ′(0) > 0;
2) ε(t; t∗) нестрого возрастает по t на [0; t∗] (т. к. ε̇(t; t∗) > 0, если f ′(x) > 0

на [0; 1]);
3) ε(t; t∗) убывает по t∗ (т. к. ε′t∗(t; t∗) 6 0).

a b

Рис. 1. а— графики функций f(x), задающих форму начальных стадий нагружения;
b— графики y = f ′(x): 1— f(x) = 4(x − 0.5)3 + 0.5, 2— f(x) = x4, 3— f(x) = x1/3,

4— f(x) = x1/10, 5— f1(x), 6— f2(x) (см. (9); онлайн в цвете)
[Figure 1. a — the graphs of functions f(x) defining possible shapes of initial stages of loading;

b — graphs of their derivatives y = f ′(x): 1— f(x) = 4(x− 0.5)3 + 0.5, 2— f(x) = x4, 3—
f(x) = x1/3, 4— f(x) = x1/10, 5— f1(x), 6— f2(x) (see Eq. (9); color online)]
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В самом деле, при t 6 t∗ имеем

ε̇(t; t∗) = σ̄t−1∗ Π(0)f ′(t/t∗) + σ̄

∫ t/t∗

0
Π̇(t− t∗x)f ′(x)dx > 0,

ε′t∗(t; t∗) = −σ̄t−2∗ Π(0)f ′(t/t∗)− σ̄
∫ t/t∗

0
Π̇(t− t∗x)xf ′(x)dx 6 0,

ε̈(t; t∗) = σ̄t−2∗ Π(0)f ′′(t/t∗) + σ̄t−1∗ Π̇(0)f ′(t/t∗) + σ̄

∫ t/t∗

0
Π̈(t− t∗x)f ′(x)dx.

Покажем, что качественные свойства КП (8) на втором участке, наоборот,
от f зависят мало и практически совпадают со свойствами идеальной КП
ε(t; 0) (при мгновенном нагружении σ(t) = σ̄h(t), h(t) —функции Хевисайда),
и отклонение |ε(t; t∗) − ε(t; 0)| стремится к нулю как при t∗ → 0, так и при
t→∞ (если только Π̇(∞) = 0).

Действительно, на луче [t∗;∞) КП (8) возрастает по t и выпукла вверх :

ε̇(t; t∗) = σ̄

∫ 1

0
Π̇(t− t∗x)f ′(x)dx > 0, t > t∗,

ε̈(t; t∗) = σ̄

∫ 1

0
Π̈(t− t∗x)f ′(x)dx 6 0,

так как Π̇(t) > 0, f ′(x) > 0, Π̈(t) 6 0. Для модели Максвелла Π̈(t) ≡ 0
и ε̈(t; t∗) ≡ 0 при всех t > t∗; если f(x) строго возрастает, то ε̈(t0; t∗) = 0

возможно только при Π̈(t) ≡ 0 на [t0 − t∗; t∗], а ε̇(t0; t∗) = 0 возможно только
при Π(t) ≡ const на [t0 − t∗; t∗].

Так как εt∗(t; t∗) = −σ̄
∫ 1

0
Π̇(t− t∗x)xf ′(x)dx и Π̇(t) > 0, f ′(x) > 0, имеем

εt∗(t; t∗) < 0, т. е. ε(t; t∗) убывает по t∗ при любом фиксированном t > t∗ (как
и при t 6 t∗): если t2 < t1, то ε(t; t2) > ε(t; t1).

По теореме о среднем для интеграла (8) (т. к. f ′(x) не меняет знак,
а Π(t − t∗x) непрерывна) имеем ε(t; t∗) = σ̄Π(t − ξ)[f(1) − f(0)] = σ̄Π(t − ξ),
ξ ∈ (0; t∗) (конечно, ξ зависит от t, t∗ и f). Так как ФП возрастает, для любой
неубывающей функции f справедлива оценка

σ̄Π(t− t∗) < ε(t; t∗) < σ̄Π(t) при всех t > t∗ (10)

(равенство в некоторый момент t = t1 возможно только при Π(t) ≡ const на
[t1 − t∗; t1]).

При t→∞ из (10) следует, что ε(t; t∗)→ σ̄Π(∞) при любом фиксирован-
ном t∗, т. е. все КП (8) имеют горизонтальную асимптоту ε = σ̄Π(∞), если
ФП ограничена. Эта асимптота не зависит от t∗ и f и совпадает с асимпто-
той идеальной КП (ИКП). Если же Π(∞) = ∞, то ε(t; t∗) → ∞ при t → ∞
и отклонение ε(t; t∗)− ε(t; 0) может не стремиться к нулю (если Π̇(∞) > 0).

Выпишем значение КП (7) в точке сопряжения t = t∗:

ε(t∗) := ε(t∗; t∗) = σ̄

∫ 1

0
Π(t∗ − t∗x)f ′(x)dx;
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и ее производную по t∗:

ε′(t∗) = σ̄

∫ 1

0
Π̇(t− t∗x)(1− x)f ′(x)dx;

ε′(t∗) > 0, значит, ε(t∗) возрастает.
При t∗ → 0 ε(t∗) стремится к σ̄Π(0)[f(1) − f(0)] = σ̄Π(0), т. е. к началь-

ному значению ИКП; при этом верна оценка σ̄Π(0) < ε(t∗; t∗) < σ̄Π(t∗) (см.
(10)). В точке t = t∗ все КП (8) непрерывны (ибо f(1) = 1), но имеют изло-
мы, так как скачок производной ε̇(t; t∗) пропорционален скачку σ̇(t) в точке
t = t∗: ˆ̇ε(t∗; t∗) = Π(0)ˆ̇σ(t∗) = −Π(0)ε̄t−1∗ f ′(1) (ŷ(t0) обозначает скачок y(t)
в точке t0). Только в случаях f ′(1) = 0 или Π(0) = 0 скорость деформации
ε̇(t; t∗) тоже непрерывна в точке t = t∗. Предел ε̇(t; t∗) справа:

ε̇(t∗ + 0; t∗) = σ̄

∫ 1

0
Π̇(t∗ − t∗x)f ′(x)dx = σ̄Π̇(θt∗) > 0,

где θ = θ(t∗) ∈ (0; 1).

Так как Π̇(t) убывает, то σ̄Π̇(t∗) 6 ε̇(t∗+ 0; t∗) 6 σ̄Π̇(0), отсюда при t∗ → 0

имеем ε̇(t∗+0; t∗)→ σ̄Π̇(0+) (в силу непрерывности Π̇(t) в точке t = 0). Легко
доказать (дифференцированием по t∗), что начальная скорость ползучести
ε̇(t∗+0; t∗) монотонно убывает по аргументу t∗, ибо Π̇(t) убывает (ФП выпукла
вверх).

Исследуем поведение семейства КП (8) при t∗ → 0 и при t→∞.
Из (10) следует, что для любой допустимой ФП и любой неубывающей

f(x) КП (8) всегда лежит ниже идеальной КП ε(t; 0) = σ̄Π(t) (но выше ее
сдвига σ̄Π(t−t∗)), а при t∗ → 0 семейство КП ε(t; t∗) (с фиксированной НС f)
сходится к ИКП для любого t > 0 (в силу непрерывности ФП). Сходимость
семейства (8) к ε(t; 0) равномерна на любом луче t > t0 с t0 > 0. Действи-
тельно, так как ФП возрастает, то для любых f и σ̄ > 0 из (10) следует
оценка

0 < ε(t; 0)− ε(t; t∗) < σ̄Π(t)− σ̄Π(t− t∗) для всех t > t∗. (11)

В правой части неравенства стоит функция, описывающая кривую обрат-
ной ползучести (с полной разгрузкой в момент t∗) [32]. Равномерная сходи-
мость на любом отрезке следует из (11) и равномерной непрерывности ФП
на отрезке (функция, непрерывная на компакте, равномерно непрерывна на
нем). Для доказательства равномерной сходимости на любом луче t > t0
с t0 > 0 надо учесть, что sup Π̇(t) = Π̇(t0) (это следует из убывания и по-
ложительности Π̇(t)). Взяв t∗ 6 t0, получим, что оценка (11) справедлива
для всех t > t0. По теореме Лагранжа Π(t) − Π(t − t∗) = Π̇(ζ)t∗ 6 Mt∗,
M := sup Π̇(t); значит, |ε(t; t∗) − ε(t; 0)| < σ̄Π̇(t0)t∗ на всем луче t > t0
и sup |ε(t; t∗) − ε(t; 0)| = O(t∗) → 0 при t∗ → 0 (для любой функции f(x)).
Если Π(0) > 0, то равномерной сходимости КП на луче [0;∞) нет, так как
при t = 0 ε(0; t∗) = 0, а ε(0; 0) = σ̄Π(0) > 0.

Так как при t → ∞ Π(t) − Π(t − t∗) → vt∗, v := Π̇(∞) [32], то из (11)
следует, что в случае v = 0 уклонение |ε(t; t∗)− ε(t; 0)| стремится к нулю при
t→∞ (при v > 0 это не так).
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Оценим снизу отклонение КП (8) от ИКП ε(t; 0) = σ̄Π(t) при t > t∗
и уточним скорость сходимости семейства ε(t; t∗) к ИКП при t∗ → 0. Так
как Π(t− τ) = Π(t)− Π̇(t)τ + q(t, τ)τ2, где

q(t, τ) := [Π(t− τ)−Π(t) + Π̇(t)τ ]τ−2,

из (8) следует представление

ε(t; t∗) = σ̄Π(t)− σ̄t−1∗ Π̇(t)

∫ t∗

0
τf ′(τ/t∗)dτ +Q(t, t∗),

ε(t; t∗)− ε(t; 0) = ε(t; t∗)− σ̄Π(t) = −σ̄(1− S)t∗Π̇(t) +Q(t, t∗), (12)

где

Q := σ̄t−1∗

∫ t∗

0
q(t, τ)τ2f ′(τ/t∗)dτ, S :=

∫ 1

0
f(x)dx.

По теореме Лагранжа q(t, τ) = [Π̇(t)− Π̇(t− ξ)]/τ , ξ = ξ(t, τ) ∈ (0; τ) ⊂ (0; t∗).
Так как Π̇(t) убывает, q(t, τ) 6 0 для всех t > τ > 0, и для любого τ > 0

имеем q(t, τ) → 0 при t → ∞ (ибо Π̇(t − ξ) → Π̇(∞) = v). Из q(t, τ) 6 0
следует, что Q(t, t∗) 6 0 для всех неубывающих функций f и t > t∗ (равенство
Q(t1, t∗) = 0 возможно лишь при Π̈(t) ≡ 0 на [t1− t∗; t1]; q(t, τ) ≡ 0 и Q(t, t∗) ≡
0 при всех t > t∗ только для модели Максвелла). Таким образом, для любой
возрастающей f(x) имеем

S ∈ (0; 1), −σ̄(1− S)Π̇(t)t∗ < 0 и Q(t, t∗) 6 0 при t > t∗. (13)

В силу (12) скорость сходимости семейства КП к ИКП при t∗ → 0 опре-
деляется слагаемым σ̄(1 − S)Π̇(t)t∗, ибо Q(t, t∗) = O(t2∗) при t∗ → 0 (по тео-
реме о среднем Q(t, t∗) = ε̄q(t, ξ)ξ2, ξ ∈ (0; t∗)). Форма НС влияет на главный
член отклонения (12) δ := −σ̄(1 − S)t∗Π̇(t) только через интеграл S[f ] от
f(x); чем ближе S[f ] к единице, тем меньше КП уклоняется от ИКП при
малых t∗. Из (12) и (13) получаются следующие оценки для отклонения:

ε(t; t∗)− ε(t; 0) < −σ̄Π̇(t)(1− S)t∗ < 0,

или |ε(t; t∗)− ε(t; 0)| > σ̄Π̇(t)(1− S)t∗ > 0, t > t∗.
(14)

Так как Π̇(t) > Π̇(∞) = v > 0, верна равномерная оценка снизу:

|ε(t; t∗)− ε(t; 0)| > σ̄v(1− S)t∗, t > t∗. (15)

Из нее следует, в частности, что |ε(t; t∗) − ε(t; 0)| не стремится к нулю при
t → ∞ в случае v > 0. Таким образом, доказано, что условие Π̇(∞) = 0
не только достаточно, но и необходимо для сходимости семейства КП (8)
к ИКП при t → ∞, т. е. является критерием затухания памяти при пол-
зучести [12,20,23,28,32,61]. Отметим, что ему не удовлетворяют, например,
все параллельные соединения моделей Максвелла (т. е. все модели РеМ-2n
с четным числом звеньев, включая модель стандартного тела) [32].
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Из (11) следует, что разность КП (8) для двух неубывающих НС f1 и f2
допускает оценку

|ε2(t; t∗)− ε1(t; t∗)| 6 σ̄Π(t)− σ̄Π(t− t∗), t > t∗, (16)

через ФП и ее сдвиг. Отсюда для любого t0 > 0: |ε2(t; t∗) − ε1(t; t∗)| 6
6 Π̇(t− ζ)t∗ 6 Π̇(t − t∗)t∗ 6 Π̇(t0)t∗ при t > t0 + t∗, следовательно,
|ε2(t; t∗) − ε1(t; t∗)| равномерно сходится к нулю при t∗ → 0 на любом лу-
че t > t0 (если Π̇(0) 6= ∞, можно взять t0 = 0). Если v = 0, то для любого
t∗ > 0 |ε2(t; t∗)− ε1(t; t∗)| → 0 при t→∞ (так как Π(t)−Π(t− t∗)→ 0). Если
v > 0, то это верно лишь в том случае, если интегралы S1 и S2 совпадают,
т. к. по (12)

|ε2(t; t∗)− ε1(t; t∗)| = |σ̄t∗(S2 − S1)Π̇(t) +Q2(t, t∗)−Q1(t, t∗)|,

и (по теореме о среднем) Q(t, t∗) = σ̄q(t, ξ)ξ2 → 0 при t → ∞, поскольку
q(t, τ)→ 0, а ξ ∈ (0; t∗) (ξ — ограниченная функция своих аргументов).

Таким образом, доказана следующая теорема о свойствах кривых пол-
зучести (7),(8), порождаемых ОС (3) с произвольной ФП Π(t) в случае про-
грамм нагружения (2) с σ̄ > 0, t∗ > 0 и произвольной неубывающей функцией
формы НС f(x).

Теорема 1. Пусть Π(t) положительна, дифференцируема, возрастает,
(нестрого) выпукла вверх на (0,∞), t∗ > 0, функция f(x) непрерывна, кусоч-
но-дифференцируема, f ′(x) > 0 на [0; 1], f(0) = 1, f(1) = 1 и 0 < f(x) < 1 при
0 < x < 1. Тогда кривые ползучести (7), (8) с σ̄ > 0 обладают свойствами:

1) при t ∈ [0; t∗] функция (7) нестрого возрастает по t (ε̇(t; t∗) > 0)
и убывает по t∗; ε(0; t∗) = 0, ε̇(0; t∗) = σ̄t−1∗ Π(0)f ′(0) > 0;

2) на луче t > t∗ КП (8) возрастает по t и выпукла вверх; при t → ∞
ε(t; t∗)→ σ̄Π(∞);

3) в точке t = t∗ все КП (7), (8) непрерывны, значение ε(t∗; t∗) возрас-
тает с ростом t∗, σ̄Π(0) < ε(t∗; t∗) < σ̄Π(t∗), ε(t∗; t∗) → σ̄Π(0) при
t∗ → 0;

4) скачок скорости деформации в точке t = t∗ равен ˆ̇ε(t∗; t∗) = Π(0)ˆ̇σ(t∗) =
= −Π(0)σ̄t−1∗ f ′(1) 6 0; он равен нулю для всех НС с f ′(1) = 0, а у мо-
делей с Π(0) = 0 — для любых НС ; у регулярных моделей ˆ̇ε(t∗; t∗) < 0
и отношение скачков для различных t∗ = ti не зависит от ФП :

ˆ̇ε(t1; t1)/ˆ̇ε(t2; t2) = t2t
−1
1 f ′1(1)/f ′2(1);

5) при всех t > t∗ для КП (8) справедлива оценка (10), в частности, КП
(8) лежит ниже КП ε(t; 0) = σ̄Π(t) при мгновенном нагружении;

6) ε(t; t∗) убывает по t∗, т. е. с уменьшением t∗ КП (7), (8) смещается
вверх ;

7) при t∗ → 0 семейство КП (7), (8) равномерно сходится к ИКП ε(t; 0)

на лучах t > t0 с t0 > 0; ε(t∗; t∗) → σ̄Π(0), ε̇(t∗ + 0; t∗) → σ̄Π̇(0),
ˆ̇ε(t∗)→ −∞ (если Π(0) 6= 0);

8) для отклонения ∆(t; t∗) := ε(t; t∗)− ε(t; 0) КП (8) от ИКП ε(t; 0) спра-
ведливо представление (12) и оценки (14) и (15); форма НС влияет на
главный член δ := −σ̄(1−S)t∗Π̇(t) отклонения (12) при t∗ → 0 только
через интеграл S[f ] от f(x);
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9) для любых двух неубывающих функций f1 и f2 разность соответ-
ствующих КП (8) удовлетворяет оценке (16), при t∗ → 0 разность
|ε2(t; t∗)− ε1(t; t∗)| равномерно сходится к нулю на любом луче t > t0,

t0 > 0; если v = 0 (v := Π̇(∞)), то |ε2(t; t∗) − ε1(t; t∗)| → 0 при t → ∞
(для любого t∗ > 0), а если v > 0, то |ε2(t; t∗) − ε1(t; t∗)| → 0 лишь в
случае S[f1] = S[f2];

10) ∆(t; t∗) → 0 при t → ∞ (память о НС затухает) тогда и только
тогда, когда v = 0;

11) если функция ползучести ограничена, то v = 0, и все КП (8) с фик-
сированным σ̄ имеют при t→∞ общую горизонтальную асимптоту
ε = σ̄Π(∞) (не зависящую от t∗).

Замечание 1. Большинство установленных свойств КП (7), (8) вытека-
ет только из дифференцируемости и возрастания ФП на полуоси t > 0, но
утверждения пунктов 2, 7–10 существенно опираются на требование выпук-
лости вверх ФП. В частности, из п. 10 теоремы следует, что память затухает
у половины реологических моделей (у всех СиМ-2k и РеМ-(2k + 1), k ∈ N)
и не затухает у второй половины (РеМ-2k и СиМ-(2k − 1)).

Замечание 2. При последовательном соединении моделей их ФП склады-
ваются, поэтому суммируются и КП (7), (8) и отклонения ∆(t; t∗). Линейная
комбинация (с положительными коэффициентами) ФП с v = 0 наследует
свойство v = 0, а наличие хотя бы одного слагаемого с v > 0 обеспечивает
v > 0 у суммы ФП.

3. Примеры кривых ползучести реологических моделей. Их за-
висимость от начальной стадии нагружения и материальных пара-
метров. Обнаруженные общие свойства КП (7), (8) с НС проиллюстрируем
на примерах моделей Кельвина, Максвелла и Фойгта и фрактальных моде-
лей. В качестве функции формы НС f будут использованы f0(x) = x,

f1(x) = 4(x− 0.5)3 + 0.5,

f2(x) =

{
2x2 при x ∈ [0; 0.5],

−2(1− x)2 + 1 при x ∈ [0.5; 1].
(17)

Функции f1(x), f2(x) из (17) имеют точку перегиба x = 0.5, y = 0.5, но
разные направления выпуклости (см. (9) и кривые 1 и 5 на рис. 1, а). Так
как f ′2(0) = f ′2(1) = 0, у КП с НС f2 ε̇(0; t∗) = 0, а в точке t = t∗ у КП
нет излома для любой ФП (см. пп. 1, 4 теоремы). У f0 = x и функций (17)
S[fi] = 1/2, и поэтому в силу п. 9 теоремы |εi(t; t∗)− ε0(t; t∗)| → 0 при t→∞
для любой ФП.

Пример 1. Рассмотрим кривые ползучести моделей Кельвина—Пойнтин-
га—Томсона (РеМ-3), состоящей из одного вязкого элемента и двух упругих,
и Фойгта (СиМ-2). Подставив ФП Π = β − γe−λt с λ, β > 0 и γ ∈ (0, β]
в уравнения КП (7), (8), получим для любой НС с f(0) = 0, f(1) = 1:

ε(t; t∗) = −σ̄γe−λt
∫ t/t∗

0
eλt∗xf ′(x)dx+ σ̄β[f(t/t∗)− f(0)] =

= −σ̄γe−λtI(t/t∗) + σ̄βf(t/t∗), t 6 t∗, (18)
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ε(t; t∗) = −σ̄γe−λt
∫ 1

0
eλt∗xf ′(x)dx+ σ̄β[f(1)− f(0)] =

= −σ̄γe−λtI(1) + σ̄β, t > t∗, (19)

где

I(z) :=

∫ z

0
eλt∗xf ′(x)dx, z ∈ (0; 1]. (20)

При γ = β получаются КП модели Фойгта, при γ = 0 — упругого элемента
(РеМ-1) с ФП Π = β и модулем упругости 1/β:

ε(t; t∗) =

{
σ̄βf(t/t∗) при t 6 t∗,

σ̄β при t > t∗.
(21)

Интеграл I зависит от z, f и параметра t∗λ (отношения t∗/τ , τ = 1/λ—
время ретардации модели). Для любых t∗ > 0 и неубывающей f(x) I(z) воз-
растает (нестрого, если есть участки с f ′(x) = 0). По интегральной теореме
о среднем для любого z ∈ (0; 1] имеем I(z) = eλt∗ξ(f(z) − f(0)) = eλt∗ξf(z),
где ξ = ξ(z) ∈ (0; z), и поэтому

f(z) 6 I(z) 6 eλt∗zf(z) при z ∈ (0; 1], 1 6 I(1) 6 eλt∗

(равенство возможно только при f(z) = 0, т. е. f(x) ≡ 0 при x ∈ [0; z]).
Отсюда следует неравенство f(t/t∗) 6 I(t/t∗) 6 eλtf(t/t∗) и двусторонняя
оценка для КП (18), (19):

σ̄(β − γ)f(t/t∗) 6 ε(t; t∗) 6 σ̄(β − γe−λt)f(t/t∗), t 6 t∗,

и
σ̄(β − γeλt∗e−λt) 6 ε(t; t∗) 6 σ̄(β − γeλt), t > t∗,

а также— более грубые оценки:

σ̄(β − γ)f(t/t∗) 6 ε(t; t∗) < σ̄βf(t/t∗) при t 6 t∗,
σ̄(β − γ) < ε(t; t∗) < σ̄β при t > t∗.

(22)

Неравенства (22) означают, что все КП (18), (19) моделей РеМ-3 с любыми
значениями λ, β, γ для любых t∗ > 0 и f(x) лежат в секторе между КП двух
упругих элементов с ФП Π = β − γ и Π = β (с модулями упругости 1/(β − γ)
и 1/β). Можно доказать, что при λ → ∞ (и фиксированных t∗, t) семейство
КП (18), (19) сходится к КП упругого элемента (21), а при λ→ 0 —к КП вида
(21) с заменой β на β − γ. В самом деле, I(z, λ) возрастает по λ, при λ → 0
I(z) → f(z), I(t/t∗) → f(t/t∗) и e−λt → 1 для каждого t > 0, а при λ → ∞
e−λtI(t/t∗)→ 0 и e−λtI(1)→ 0 для каждого фиксированного t > 0. В случае
модели Фойгта (при γ = β) предельная КП при λ → ∞ тождественно равна
нулю.

На рис. 2, а приведены кривые ползучести (18), (19) трех моделей РеМ-3
с β = 1, γ = 0.5 и различными λ = 0.01; 0.1; 1 для нагружений с σ̄ = 0.01 и
t∗ = 10 и двумя разными начальными стадиями (17): f = f1 (кривые 1)

77



Хохл о в А. В.

и f = f2 (кривые 2, без излома в точке t∗). Синие кривые—КП модели
с λ = 0.01, голубые— с λ = 0.1, черные— с λ = 1. Отношения продолжи-
тельности НС к временам ретардации моделей τ = 1/λ: t∗λ = 0.1; 1; 10. При
увеличении λ КП смещаются вверх и при λ → ∞ семейство сходится к КП
РеМ-1 (21) (две верхние красные штрих-пунктирные кривые— для каждой
НС). При λ → 0 семейство КП РеМ-3 сходится (сверху) к КП РеМ-1 с ФП
Π = β−γ (две нижние штрих-пунктирные кривые). При t→∞ все КП стре-
мятся к общей асимптоте ε = σ̄β (она не зависит от λ, t∗ и НС), т. е. ε = 0.01.
Штриховые кривые— идеальные КП РеМ-3 с λ = 0.01; 0.1; 1, каждая из них
будет предельной кривой семейства КП с любой НС при t∗ → 0.

На рис. 2, b приведены кривые ползучести (18), (19) моделей Фойгта
(СиМ-2) с γ = β = 1 и такими же λ = 0.01; 0.1; 1, что и на рис. 2, a (синие,
голубые и черные кривые соответственно), для тех же программ нагружений
с σ̄ = 0.01, t∗ = 10 и двумя начальными стадиями (17): f = f1 (кривые 1)
и f = f2 (кривые 2). Три штриховые кривые— идеальные КП. При t → ∞
отклонение КП от ИКП стремится к нулю (ибо α = 0 влечет v = 0). При
увеличении λ (т. е. уменьшении вязкости и времени ретардации) КП подни-
мается вверх и при λ→∞ семейство сходится к КП упругого элемента (21)
(предельные КП для каждой НС намечены красным штрих-пунктиром). От-
метим два качественных отличия КП моделей Фойгта от КП РеМ-3 (рис. 2, a):

1) так как Π(0) = 0, то для любой НС f КП модели Фойгта не имеют
излома в точке t = t∗ (СД ε̇(t; t∗) непрерывна) и обладают свойством
ε̇(0; t∗) = 0;

2) так как β − γ = 0, то для любой НС при λ → 0 семейство КП моделей
Фойгта сходится к нулевой функции ε ≡ 0 (сходимость монотонна и
равномерна на любом отрезке [0;T ]).

Розовая кривая 3—КП модели Фойгта с λ = 0.01 для НС f(x) = x, т. е.

a b

Рис. 2. Кривые ползучести (18), (19) для моделей Кельвина—Пойнтинга (а) и Фойгта (b)
с разными λ для двух начальных стадий (онлайн в цвете)

[Figure 2. The creep curves (18), (19) generated by the Kelvin–Poynting (а) and Voigt (b)
models with different λ for two initial stages (color online)]
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нагружения с постоянной скоростью.
Чтобы выявить зависимость КП РеМ-3 (19) от t∗ и λ и оценить скорость

сходимости семейства ε(t; t∗) к идеальной КП при t∗ → 0, преобразуем инте-
грал (20) при z = 1:

I(1) =

∫ 1

0
(1 + λt∗x)f ′(x)dx+

∫ 1

0
(eλt∗x − 1− λt∗x)f ′(x)dx =

= (1 + λt∗x)f(x)

∣∣∣∣1
0

− λt∗
∫ 1

0
f(x)dx+

∫ 1

0
(λt∗x)2q(λt∗x)f ′(x)dx,

где q(z) := (ez − 1 − z)z−2 — возрастающая аналитическая функция на ве-
щественной оси, q(0) = 0.5 6= 0, q(x) > 0.5 при x > 0, q(∞) = ∞. Так как
f(0) = 0, f(1) = 1, имеем

I(1) = 1 + λt∗(1− S) + (λt∗)
2Q(λt∗),

где

S :=

∫ 1

0
f(x)dx, Q(u) :=

∫ 1

0
x2q(ux)f ′(x)dx.

Тогда КП (19) представима в форме

ε(t; t∗) = σ̄(β − γe−λt)− σ̄γ[λt∗(1− S) + (λt∗)
2Q(λt∗)]e

−λt, t > t∗.

Отклонение КП от идеальной КП ε(t; 0) = σ̄(β − γe−λt) при t > t∗ имеет вид

ε(t; t∗)− ε(t; 0) = −σ̄γ[λt∗(1− S) + (λt∗)
2Q(λt∗)]e

−λt;

его асимптотика при λt∗ → 0 (т. е. t∗ → 0 или λ→ 0) и фиксированном t > t∗
имеет вид

[ε(t; t∗)− ε(t; 0)]/σ̄ = δ + γe−λtO((λt∗)
2), δ := γ(1− S)e−λtλt∗.

Таким образом, скорость сходимости семейства ε(t; t∗) к идеальной КП
при t∗ → 0 определяется слагаемым δ := γ(1− S)λt∗e

−λt (сходимость равно-
мерна на любом луче [t0;∞)). Очевидно, δ < γ(1 − S)λt∗e

−λt∗ < γ(1 − S)λt∗
при всех t > t∗, а форма НС нагружения влияет на главный член уклонения
δ только через интеграл от f(x), и чем ближе S[f ] к единице, тем меньше
КП уклоняется от идеальной КП при малых λt∗ (для f = xu, например,
S[f ] = (u + 1)−1 и S[f ] → 1 при u → 0). Так как λ, γ > 0 и S ∈ (0; 1) (для
неубывающих f(x) с f(0) = 0, f(1) = 1), слагаемое δ(t∗, t, λ, γ) возрастает по
t∗ и γ, убывает по t (на луче t > t∗), возрастает по λ при λ ∈ (0; 1/t) и убывает
по λ при λ > 1/t (т. е. при t/τ > 1, где τ = 1/λ— время ретардации модели
РеМ-3). Последнее утверждение следует из наличия точки максимума λ = 1/t
у функции y(λ) = λe−λt с фиксированным t > t∗ (y′(λ) = (1 − λt)e−λt). Так
как ymax = y(1/t) = e−1t−1, при любых λ > 0 и t > t∗ справедлива оценка
0 < δ 6 γ(1− S)e−1t∗t

−1, не зависящая от λ.
Пример 2. Рассмотрим КП (7), (8) модели Максвелла (Π = αt + β,

α, β > 0). При t 6 t∗ (интегрируя (7) по частями и учитывая f(0) = 0):
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ε(t; t∗) = σ̄

∫ t/t∗

0
[α(t− t∗x) + β]f ′(x)dx =

= σ̄[α(t− t∗t/t∗) + β]f(t/t∗) + σ̄αt∗

∫ t/t∗

0
f(x)dx;

при t > t∗:

ε(t; t∗) = σ̄

∫ 1

0
(α(t− t∗x) + β)f ′(x)dx =

= σ̄(αt+ β)[f(1)− f(0)]− σ̄αt∗
∫ 1

0
xf ′(x)dx.

Итак,

ε(t; t∗) =

σ̄βf(t/t∗) + σ̄αt∗

∫ t/t∗

0
f(x)dx при t 6 t∗,

σ̄(αt+ β)− σ̄αt∗(1− S) при t > t∗.

(23)

При t > t∗ КП (23) линейна по времени, как и ИКП модели Максвелла
ε(t; 0) = σ̄(αt + β), скорость (установившейся) ползучести та же: ε̇ = σ̄α.
Функция формы НС влияет на КП при t > t∗ только через значение инте-
грала S[f ]; в частности, КП для двух НС (17) совпадают при t > t∗, так как
у них одинаковые значения S. Чем ближе S[f ] к единице, тем меньше КП
уклоняется от ИКП модели Максвелла; это уклонение не зависит от t (рав-
но −σ̄αt∗(1 − S)) и не стремится к нулю при t → ∞ (v = α > 0, см. п. 10
теоремы). При β = 0 КП (23) вырождается в КП вязкого элемента Ньютона
(СиМ-1), при α = 0 — в КП РеМ-1 (21).

На рис. 3 приведены кривые ползучести (23) для трех моделей Максвелла
с α = 0.05 и β = 0; 0.5; 1 (голубые, синие и черные КП; времена релаксации
τ = β/α = 0; 10; 20) для t∗ = 10, σ̄ = 0.01 с тремя начальными стадиями:
1) f = f1 из (17) (кривые 1), 2) f = f2 из (17) (кривые 2), 3) f = x0.1 (кри-
вые 3). При β = 0 (голубые КП) модель Максвелла вырождается в вязкий
элемент (ньютоновскую жидкость). Штриховые (красные) кривые— идеаль-
ные КП моделей Максвелла при β = 0; 0.5; 1. Так как S[f1] = 0.5 = S[f2],
КП (23) с НС f1 и f2 совпадают при при t > t∗, а отклонения КП с НС f1
или f2 от идеальной КП при t > t∗ имеют значение −σ̄αt∗(1 − S) = −0.0025
(не зависят от t и β). Для НС f3 = x0.1 имеем S[f3] = 10/11 > 0.5, и потому
КП (23) значительно ближе к ИКП чем для НС f = f1 и f = f2 (отклонение
КП от идеальных при t > t∗ равно −0.005/11).

На рис. 4 приведены кривые ползучести для σ̄ = 0.01, t∗ = 10 и двух
начальных стадий (17), порожденные четырьмя моделями вида (6) с одним
и тем же значением β = 1:

1) упругим элементом с E = 1/β (красные штрих-пунктирные КП (21));
2) моделью Максвелла с α = 0.05 (черные КП);
3) моделью Фойгта (Π = β − βe−λt) с λ = 1 (синие КП);
4) СиМ-3 с ФП Π = αt+ β − βe−λt, λ = 1, α = 0.05, полученной из модели

Фойгта последовательным подключением вязкого элемента с α = 0.05
(голубые КП).
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a b

Рис. 3. Кривые ползучести (23) для мо-
дели Максвелла и вязкого элемента для
трех начальных стадий (онлайн в цвете)
[Figure 3. The creep curves (23) generated by
the Maxwell model and for a viscous element

for three initial stages (color online)]

Рис. 4. Кривые ползучести для моделей
Максвелла, Фойгта и СиМ-3 для двух на-
чальных стадий (онлайн в цвете) [Figure 4.
The creep curves generated by the Maxwell,
Voigt, and SiM-3 models for two initial stages

(color online)]

Штриховые линии— идеальные КП СиМ-3, моделей Фойгта и Максвелла.
При α → 0 (когда вязкость η = 1/α → ∞) семейство КП модели Максвелла
(23) сходится (сверху) к КП РеМ-1 (21). Семейство КП модели Фойгта схо-
дится к КП РеМ-1 (21) при λ→∞ (когда вязкость η = 1/(βλ)→ 0), причем
сходится снизу. КП СиМ-3 лежит между КП Фойгта и Максвелла, при ма-
лых t сливается с КП Фойгта, при достаточно больших— с КП Максвелла
(ее асимптота при t → ∞ совпадает с КП Максвелла) и может пресекать
КП РеМ-1. Красная штриховая линия— идеальная КП фрактальной модели
с ФП Π = αtu+β−βe−λt, полученной последовательным соединением модели
Фойгта и фрактального элемента Π = αtu с α = 0.05, u = 0.9; у нее Π(0) = 0,
Π(∞) =∞, Π̇(0) =∞, Π̇(∞) = 0.

4. Кривые ползучести гибридных моделей. Если Π(t) ≡ C = const
при t > T (в расчетах часто прибегают к такому усечению ФП), то все КП
(8) постоянны при t− t∗ > T : ε(t; t∗) = σ̄C.

Если Π = αt+B при t > T , то все КП (8) также будут прямолинейны при
t > T + t∗:

ε(t; t∗) = σ̄

∫ 1

0
[α(t− t∗x) +B]f ′(x)dx =

= σ̄(αt+B)− σ̄αt∗
∫ 1

0
xf ′(x)dx = σ̄(αt+B)− σ̄αt∗(1− S). (24)

Вообще, если ФП Π = Π1 ∪ Π2 склеена из двух функций в точке t = T
(с любой гладкостью), то при t > T + t∗ функция Π1 уже не влияет на КП
(8), ибо в интеграле аргумент ФП t − τ удовлетворяет неравенству t − τ >
> t− t∗ > T :
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ε(t; t∗) = σ̄t−1∗

∫ t∗

0
Π(t− τ)f ′(τ/t∗)dτ =

= σ̄t−1∗

∫ t∗

0
Π2(t− τ)f ′(τ/t∗)dτ = σ̄

∫ 1

0
Π2(t− t∗x)f ′(x)dx,

то есть при замене Π1 КП не изменится. Таким способом можно менять
Π(0), регулируя ε̇(0; t∗) = σ̄t−1∗ Π(0)f ′(0), скачок СД ˆ̇ε(t∗) = Π(0)ˆ̇σ(t∗) =
= −Π(0)ε̄t−1∗ f ′(1) (делая его нулевым, если нужно) и мгновенный модуль
E = 1/Π(0). Например, гладкая склейка модели Фойгта или РеМ-3 с моделью
Максвелла позволяет к стадии установившейся ползучести (24), характерной
для модели Максвелла, добавить первую стадию ползучести с упрочнением:

Π1 = β − γe−λt, t 6 T, Π2 = αt+B, α = Π̇1(T ) = γλe−λT ,

B = Π1(T )− αT = β − γe−λT (1 + λT ).

5. Кривые ползучести при ramp-нагружении. Для НС с постоянной
скоростью нагружения b > 0 (когда f(x) = x, σ̄ = bt∗) семейство КП (7), (8)
имеет вид

ε(t; t∗) =


b

∫ t

0
Π(x)dx при t 6 t∗;

σ̄t−1∗

∫ t

t−t∗
Π(x)dx при t > t∗.

(25)

Естественно, что в частном случае f(x) = x КП (7), (8) обладает специфи-
ческими дополнительными свойствами, помимо общих свойств КП с произ-
вольной НС, их удаётся изучить детальнее и получить более точные двусто-
ронние оценки отклонений КП (25) от идеальной КП. Основные результаты
анализа [23] собраны в теореме 2.

Теорема 2. Пусть ФП положительна, дифференцируема, возрастает,
(нестрого) выпукла вверх на (0;∞) и непрерывна в точке t = 0 и t∗ > 0.
Тогда КП (25) с σ̄ = bt∗ > 0 обладают следующими свойствами:

1) при t ∈ [0; t∗] функция (25) возрастает по t, выпукла вниз и убывает
по t∗; ε̇(0; t∗) = bΠ(0);

2) на луче t > t∗ КП (25) возрастает по t и выпукла вверх, при t → ∞
ε(t; t∗)→ σ̄Π(∞);

3) скачок скорости деформации в точке t = t∗ равен ˆ̇ε(t∗) = −Π(0)σ̄t−1∗ ;

у регулярных моделей ˆ̇ε(t∗) < 0 и отношение скачков для различ-
ных t∗ = ti не зависит от функции ползучести и от скорости b:
ˆ̇ε(t1)/ˆ̇ε(t2) = t2/t1;

4) значение ε(t∗; t∗) возрастает с ростом t∗, ε(t∗; t∗) < σ̄Π(t∗), ε(t∗; t∗)→
σ̄Π(0) при t∗ → 0;

5) при всех t > t∗ справедлива оценка σ̄Π(t − t∗) < ε(t; t∗) < σ̄Π(t),
в частности, КП (25) лежит ниже ИКП ε(t; 0) = σ̄Π(t) при мгно-
венном нагружении;

6) ε(t; t∗) убывает по t∗, т. е. с уменьшением t∗ КП (25) смещается
вверх; и для производной по t∗ верна оценка |εt∗(t; t∗)| < εt(t; t∗);
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7) при t∗ → 0 семейство КП (25) равномерно сходится к ИКП на лучах
t > t0 с t0 > 0; ε(t∗, t∗) → σ̄Π(0), ε̇(t∗ + 0; t∗) → σ̄Π̇(0), ˆ̇ε(t∗) → −∞
(если Π(0) 6= 0);

8) для отклонения ∆(t; t∗) := |ε(t; t∗) − ε(t; 0)| КП (25) от ИКП ε(t; 0)
справедливы оценки

0.5Π̇(t)σ̄t∗ 6 ∆(t; t∗) 6 Π̇(t− t∗)σ̄t∗, t > t∗,

и

0.5Π̇(∞)σ̄t∗ 6 ∆(t; t∗) 6 Π̇(0)σ̄t∗;

9) при t → ∞ ∆(t; t∗) → 0.5vσ̄t∗, где v := Π̇(∞), и ε(t; t∗) − σ̄Π(t − t∗) →
0.5vσ̄t∗;

10) ∆(t; t∗) → 0 при t → ∞ (память о НС затухает) тогда и только
тогда, когда v = 0;

11) если ФП ограничена, то v = 0, и все КП (25) с фиксированным σ̄
имеют при t → ∞ общую горизонтальную асимптоту ε = σ̄Π(∞)
(не зависящую от t∗).

Пример 3. Рассмотрим степенную («фрактальную») модель

R(t) = At−u, u ∈ (0; 1), A > 0;
Π(t) = Btu, B := A−1C(u), C(u) := (uπ)−1 sinuπ.

(26)

Очевидно, Π(0) = 0, Π(∞) =∞, Π̇(0) =∞, Π̇(∞) = 0, R(t)Π(t) = C(u), C(u)
убывает, C(0+) = 1, C(1 − 0) = 0. При u → 0 семейство ФП (26) сходится
к ФП упругого элемента, а при u→ 1 (и B = const) — к ФП вязкого элемента.
КП (25) для ФП (26) принимает вид

ε(t; t∗) = σ̄t−1∗ B(u)(u+ 1)−1tu+1, t 6 t∗

ε(t; t∗) = σ̄t−1∗ B(u)(u+ 1)−1[tu+1 − (t− t∗)u+1], t > t∗.

При всех u ∈ (0; 1) и t∗ > 0 эти КП не ограничены, ε(t; t∗) = ctu + O(tu−1)
при t → ∞, отклонение КП от ИКП стремится к нулю (память затухает),
так как Π̇(∞) = 0; с ростом u скорость сходимости снижается, а в случае
u = 1 (B > 0) — отсутствует, ибо нарушается условие Π̇(∞) = 0. Из Π(0) = 0
следует ε̇(0; t∗) = bΠ(0) = 0 и отсутствие у КП излома в точке t = t∗.

Для фрактальной модели Максвелла Π = Btu + β, B, β > 0, u ∈ (0; 1),
и КП (25) принимает вид

ε(t; t∗) = σ̄t−1∗ [B(u+ 1)−1tu+1 + βt], t 6 t∗,

и ε(t; t∗) = σ̄t−1∗ B(u+ 1)−1[tu+1 − (t− t∗)u+1] + σ̄β, t > t∗.
(27)

83



Хохл о в А. В.

Рис. 5. Кривые ползучести (25) для трех сте-
пенных моделей (26) и фрактальной модели
Максвелла при σ̄ = 0.01 и t∗ = 10; 5; 10/3; 1
(онлайн в цвете) [Figure 5. The creep curves
(25) generated by three power-law models (26),
and generated by the fractal Maxwell model,
when σ̄ = 0.01 and t∗ = 10; 5; 10/3; 1 (color

online)]

Так как Π(0) = β 6= 0, КП имеет из-
лом в точке t = t∗ (см. п. 3 теоре-
мы 2).

На рис. 5 приведены кривые пол-
зучести (25) для трех степенных мо-
делей (26) с A = 1, u = 0.1 (черные
КП), u = 0.5 (голубые КП) и u = 0.9
(зеленые КП) для начальных стадий
с различными скоростями нагруже-
ния b = 0.001; 0.002; 0.003; 0.01 до
уровня напряжения σ̄ = 0.01 (дли-
тельности НС t∗ = 10; 5; 10/3; 1).
Красные штриховые линии (кри-
вые 1–3) — идеальные КП для u =
= 0.1; 0.5; 0.9 (у них ε̇(0) = ∞—
в отличие от ε̇(0; t∗) = 0), каждая из
них будет предельной кривой семей-
ства КП при t∗ → 0 на всем луче
[0;∞). КП для u = 0.9 (визуально)
близки к прямолинейным, они рас-
тут быстрее и при больших t лежат
выше КП с меньшим u. Синие КП
и кривая 4—КП (27) фрактальной
модели Максвелла с β = 1, u = 0.1
для t∗ = 5; 10/3; 1 и t∗ = 0.

6. О свойствах кривых ползучести с немонотонной начальной
стадией нагружения. Уравнения КП (7), (8) остаются в силе и для немо-
нотонного закона нагружения на НС f(x). Однако качественные свойства
КП существенно меняются в случае перегрузки на НС и разгрузки для вы-
хода на заданный постоянный уровень σ̄ > 0 (когда m := max f(x) > 1, т. е.
σmax = mσ̄ > σ̄). В частности, в этом случае могут нарушаться оценки (10),
(11) и оценки S ∈ (0; 1) и Q(t, t∗) 6 0 в представлении (12) и следствия из
них.

Аналитическое исследование свойств семейств КП (и КР) и их зависимо-
сти от характеристик НС в этом случае — тема отдельных статей, но кратко
можно перечислить следующие основные результаты:

1) КП (8) уже не обязаны быть монотонными на интервале t > t∗, воз-
можны три типовых поведения: если параметр перегрузки m − 1 =
= (σmax − σ̄)/σ̄ мал (т. е. m− 1 6 µ), то КП возрастает при всех t > t∗;
если m − 1 достаточно велик (m − 1 > M), то, наоборот, КП убывает
при всех t > t∗; если m − 1 ∈ (µ,M), то КП сначала убывает, а потом
возрастает (имеет точку минимума); критические значения µ и M за-
висят от ФП, возможны случаи µ = 0, µ = M и M = ∞, каждый из
которых запрещает один из типов поведения КП;

2) КП (8) не обязательно лежит ниже ИКП;
3) сходимость к нулю при t → ∞ отклонений КП от ИКП (если v = 0)

сохраняется;
4) сходимость при t∗ → 0 семейства КП (7), (8) к ИКП сохраняется.
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Такое поведение КП (свойства 1 и 2) в случае перегрузки на НС неод-
нократно наблюдалось в испытаниях различных полимерных и композитных
материалов (с постоянными скоростями нагружения и разгрузки) в послед-
ние два десятка лет [20, 62–68]. Однако в литературе отсутствует понима-
ние универсальности (типичности для широкого класса материалов) и корней
этого эффекта (он именуется по-разному: anomalous stress relaxation, inverse
relaxation, unusual mechanical response in creep, non-monotonic creep behavior,
rate reversal in creep and relaxation tests, rate-reversal behavior in creep and
relaxation), что порождает неверные интерпретации и оценки. Этот эффект
приписывается разными авторами только отдельным классам материалов
(“The existence of this phenomenon has been demonstrated in a small number of
papers involving a few polymers. . . ” [67]) и считается признаком нелинейности
их поведения, а воспроизведение этого эффекта новым (предлагаемым) нели-
нейным ОС подается как достижение и его большое преимущество по срав-
нению с остальными моделями (“This behavior lies beyond the realm of most
numerical models. . . ” [67], “This characteristic poses a considerable challenge for
modeling. . . ” [67]). Остается незамеченным, что этот эффект воспроизводит-
ся линейным ОС вязкоупругости (3) и потому вовсе не является признаком
нелинейности, что он вытекает лишь из наличия наследственности (памяти)
и оказывается присущим всем (почти всем) материалам с наследственностью,
работающим в линейной области (при достаточно малых деформациях и ско-
ростях), а не только отдельным классам новых материалов. И потому его (как
и описанные в данной статье качественные свойства семейств КП и КР с мо-
нотонной НС нагружения), в принципе, обязаны воспроизводить все ОС и
все их численные реализации.

7. Заключение. В данной работе аналитически изучены общие свойства
семейства кривых ползучести (7), (8), порождаемых линейным определяю-
щим соотношением вязкоупругости (3) с произвольной функцией ползучести
в случае произвольной неубывающей начальной стадии нагружения (2) до
заданного уровня напряжения σ̄. Исследованы их зависимости от длительно-
сти и формы начальной стадии (от t∗ и f(x)) и свойств функции ползучести,
условия и скорость сходимости семейства кривых ползучести (КП) к «иде-
альной» КП (при мгновенном нагружении) при t∗ → 0, асимптотическое по-
ведение при t→∞.

Основные сведения о свойствах КП (7), (8) собраны в теореме 1 (доказан-
ной в п. 2), а свойства КП (25) для начальной стадии нагружения с посто-
янной скоростью перечислены в теореме 2 (п. 5). В частности, доказано, что
для любой допустимой функции ползучести (возрастающей и выпуклой вверх
на (0;∞)) основные качественные свойства КП (8) при t > t∗ практически
совпадают со свойствами идеальной КП, что семейство кривых ползучести
с любой фиксированной формой начальной стадии (заданной неубывающей
функцией f(x), x ∈ [0; 1]) целиком лежит ниже идеальной КП, а при t∗ → 0
сходится к ней равномерно на любом луче внутри интервала (0;∞). Полу-
чены универсальные оценки (10)–(15) для отклонения КП (8) от идеальной
КП и для скорости его сходимости к нулю при t∗ → 0 (в любой момент
времени t). В частности, доказано, что главный член отклонения (12) равен
−σ̄(1− S)Π̇(t)t∗ и форма начальной стадии нагружения влияет на него (на
скорость сходимости отклонения (12) к нулю при t∗ → 0) только через вели-
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чину интеграла S от функции формы начальной стадии f(x) (S ∈ (0; 1) для
неубывающей f(x)). Анализ асимптотики отклонения КП (8) от идеальной
КП при t→∞ позволил доказать, что если Π̇(∞) = 0, то для любой началь-
ной стадии f(x) отклонение КП (8) от идеальной КП стремится к нулю при
t → ∞, т. е. имеет место затухание памяти при ползучести, а при Π̇(∞) > 0
(как у половины всех реологических моделей из линейных демпферов и пру-
жин) отклонение к нулю не стремится (память не затухает).

Эти свойства кривых ползучести (7), (8), порождаемых определяющим
соотношением (3), проиллюстрированы (см. п. 3 и п. 5) на примерах кривых
ползучести классических реологических моделей (Максвелла, Фойгта, Кель-
вина), трехзвенных сингулярных моделей и «фрактальных» моделей с дроб-
ной производной, полученных заменой вязкого элемента на (двухпараметри-
ческий) степенной элемент, т. е. на примерах из всех трех основных классов
линейных моделей, рассмотренных в п. 2. Проанализированы специфические
особенности поведения кривых ползучести моделей этих классов.

Обнаруженные общие качественные свойства семейств кривых ползучести
с произвольной начальной стадией нагружения позволяют точнее очертить
арсенал возможностей и область применимости определяющего соотношения
(3) и усовершенствовать методики выбора, идентификации и настройки ли-
нейных моделей; часть из них могут служить индикаторами применимости
линейной теории (или достаточными признаками её неадекватности), удоб-
ными для экспериментальной проверки. На основе полученных результатов
в последующих статьях будут выведены универсальные двусторонние оценки
для функции ползучести (в любой момент времени) через кривые ползучести
с начальной стадией нагружения, регистрируемые в испытаниях материалов,
и предложены эффективные формулы («коррекции») для определения функ-
ции ползучести по экспериментальным кривым ползучести КП, аналогичные
полученным для функции релаксации в [25]. Будут также исследованы кри-
вые ползучести и релаксации с немонотонными начальными стадиями на-
гружения, в частности, будет доказано, что «аномальное» поведение кривых
ползучести и релаксации в случае перегрузки на начальной стадии (которое
неоднократно наблюдалось в испытаниях различных материалов) качествен-
но воспроизводится линейным определяющим соотношением (3) и вытека-
ет лишь из наличия наследственных свойств (памяти) у материала, а вовсе
не является признаком нелинейности поведения отдельных материалов, как
принято считать [20, 62–68].
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Abstract
The general equation of creep curves family generated by the linear inte-

gral constitutive relation of viscoelasticity (with an arbitrary creep compli-
ance function) under arbitrary non-decreasing stress histories at initial stage
of loading up to a given stress level is derived and analyzed. Basic qualitative
properties of the theoretic creep curves and their dependence on a rise time
magnitude, on a loading program shape at initial stage and on creep func-
tion characteristics are studied analytically in the uni-axial case assuming
creep compliance is an increasing convex-up function of time. Monotonicity
and convexity intervals of creep curves, their asymptotic behavior at infinity
and conditions for convergence to zero of the deviation from the creep curve
under instantaneous (step) loading to a constant stress with time tending to
infinity are examined. Two-sided bounds have been obtained for such creep
curves and for deviation from the creep curve under step loading and for
differences of creep curves with different initial programs of loading up to
a given stress level. The uniform convergence of the theoretic creep curves
family (with fixed loading law at initial stage) to the creep curve under step
loading with the rise time tending to zero has been proved. The analysis
revealed the importance of convexity restriction imposed on a creep compli-
ance and the key role of its derivative limit value at infinity. It is proved
that the derivative limit value equality to zero is the criterion for memory
fading.

General properties and peculiarities of the theoretic creep curves and
their dependence on loading program shape at initial stage are illustrated
by the examination of the classical rheological models (consisting of two or
three spring and dashpot elements), fractional models and hybrid models
(with piecewise creep function). The main classes of linear models are con-
sidered and specific features of their theoretic creep curves are marked. The
results of the analysis are helpful to examine the linear viscoelasticity theory
abilities to provide an adequate description of basic rheological phenomena
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related to creep and to indicate the field of applicability or non-applicability
of the linear theory considering creep test data for a given material. The
results constitutes the analytical foundation for obtaining precise two-sided
bounds and correction formulas for creep compliance via theoretic or experi-
mental creep curves with initial stage of loading (ramp loading, in particular)
and for development of identification, fitting and verification techniques.

Keywords: linear viscoelasticity, creep compliance, theoretic creep curves,
initial loading stage influence, loading program shape, rise time, ramp load-
ing, two-sided bounds, deviation asymptotics, convergence, fading memory,
regular and singular models, fractional models.
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