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Аннотация
В цилиндрической области евклидова пространства для одного клас-

са многомерного гиперболо-параболических уравнений рассматривается
спектральная задача Дирихле с однородными краевыми условиями. Ре-
шение ищется в виде разложения по многомерным сферическим функ-
циям. Доказаны теоремы существования и единственности решения. По-
лучены условия однозначной разрешимости поставленной задачи, кото-
рые существенно зависят от высоты цилиндра.
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Введение. Двумерные спектральные задачи для гиперболических урав-
нений интенсивно изучаются, а их многомерные аналоги, насколько извест-
но автору, исследованы мало. Это связано с тем, что в случае трех и более
независимых переменных возникают трудности принципиального характера,
так как весьма привлекательный и удобный метод сингулярных интеграль-
ных уравнений, применяемый для двумерных задач, здесь не может быть
использован из-за отсутствия сколько-нибудь полной теории многомерных
сингулярных интегральных уравнений. Теория многомерных сферических
функций, напротив, достаточно полно изучена. Эти функции имеют важные
приложения в математической физике, в теоретической физике и в теории
многомерных сингулярных интегральных уравнений. Автор предлагает при
решении спектральных задач Дирихле для многомерных гиперболо-парабо-
лических уравнений использовать разложения по сферическим функциям.
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Алд аш е в С. А.

1. Постановка задачи и основной результат. Краевые задачи для
гиперболо-параболических уравнений на плоскости хорошо изучены [1]. По
мнению автора, их многомерные аналоги [2–4] исследованы недостаточно пол-
но.

Пусть Ω𝛼𝛽 — цилиндрическая область евклидова пространства 𝐸𝑚+1 то-
чек (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑡), ограниченная цилиндром Γ = {(𝑥, 𝑡) : |𝑥| = 1}, плоскостя-
ми 𝑡 = 𝛼 > 0 и 𝑡 = 𝛽 < 0, где |𝑥|— длина вектора 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚).

Обозначим через Ω𝛼 и Ω𝛽 части области Ω𝛼𝛽, а через Γ𝛼, Γ𝛽 — части по-
верхности Γ, лежащие в полупространствах 𝑡 > 0 и 𝑡 < 0; 𝜎𝛼 — верхнее, а
𝜎𝛽 — нижнее основание области Ω𝛼𝛽.

Пусть далее 𝑆 — общая часть границ областей Ω𝛼, Ω𝛽 представляющая
множество {𝑡 = 0, 0 < |𝑥| < 1} в 𝐸𝑚.

В области Ω𝛼𝛽 рассмотрим многомерные смешанные гиперболо-параболи-
ческие уравнения со спектральным действительным параметром 𝛾:

𝛾𝑢 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Δ𝑥𝑢− 𝑢𝑡𝑡 +

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑡 > 0,

Δ𝑥𝑢− 𝑢𝑡 +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑑𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑒(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑡 < 0,
(1)

где Δ𝑥 — оператор Лапласа по переменным 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑚 > 2.
В качестве многомерной спектральной задачи Дирихле рассмотрим сле-

дующую задачу.

Задача D. Найти решение уравнения (1) в области Ω𝛼𝛽 при 𝑡 ̸= 0 из
класса 𝐶(Ω𝛼𝛽) ∩ 𝐶2(Ω𝛼 ∪ Ω𝛽), удовлетворяющее краевым условиям

𝑢
⃒⃒
𝜎𝛼

= 0, 𝑢
⃒⃒
Γ𝛼

= 0, (2)

𝑢
⃒⃒
Γ𝛽

= 0, 𝑢
⃒⃒
𝜎𝛽

= 0. (3)

Для удобства перейдем от декартовых координат 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑡 к сферичес-
ким 𝑟, 𝜃1, . . . , 𝜃𝑚−1, 𝑡, 𝑟 > 0, 0 6 𝜃1 < 2𝜋, 0 6 𝜃𝑖 6 𝜋, 𝑖 = 2, 3, . . . ,𝑚 − 1,
𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑚−1).

Пусть
{︀
𝑌 𝑘
𝑛,𝑚(𝜃)

}︀
— система линейно независимых сферических функций

порядка 𝑛, 1 6 𝑘 6 𝑘𝑛, (𝑚 − 2)!𝑛!𝑘𝑛 = (𝑛 + 𝑚 − 3)!(2𝑛 + 𝑚 − 2), 𝑊 𝑙
2(𝑆),

𝑙 = 0, 1, . . . — пространства Соболева.
Через ̃︀𝑑𝑘𝑖𝑛(𝑟, 𝑡), 𝑑𝑘𝑖𝑛(𝑟, 𝑡), ̃︀𝑒𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), ̃︀𝑑𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), 𝜌𝑘𝑛 обозначим коэффициенты раз-

ложения рядов по сферическим функциям 𝑌 𝑘
𝑛,𝑚(𝜃) соответственно функций

𝑑𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝜌, 𝑑𝑖 𝑥𝑖𝑟 𝜌, 𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝜌, 𝑑(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝜌, 𝜌(𝜃), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, причем 𝜌(𝜃) ∈ 𝐶∞(𝐻),
𝐻 — единичная сфера в 𝐸𝑚.

Пусть 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑏(𝑥, 𝑡), 𝑐(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊 𝑙
2(Ω𝛼) ⊂ 𝐶(Ω̄𝛼), 𝑑𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑒(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊 𝑙

2(Ω𝛽),
𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑙 > 𝑚+ 1, 𝑒(𝑥, 𝑡)− 𝛾 6 0, ∀(𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝛽.
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Теорема 1. Справедливы следующие утверждения.
1. Если 𝛾 6 −𝜇2𝑠,𝑛, то задача D имеет только тривиальное (нулевое)

решение.
2. При 𝛾 > −𝜇2𝑠,𝑛 задача D имеет только тривиальное решение тогда

и только тогда, когда

sin𝛼
√︁
𝛾 + 𝜇2𝑠,𝑛 ̸= 0, 𝑠 = 1, 2, . . . ,

где 𝜇𝑠,𝑛 — нули функций Бесселя первого рода 𝐽𝑛+(𝑚−2)/2(𝑧).

Отметим, что эта теорема при 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡) = 𝑏(𝑥, 𝑡) = 𝑐(𝑥, 𝑡) = 𝑑𝑖(𝑥, 𝑡) =
= 𝑒(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, сформулирована в [5].

2. Разрешимость задачи D. В сферических координатах уравнение (1)
в области Ω𝛽 имеет вид

𝐿1𝑢 ≡ 𝑢𝑟𝑟 +
𝑚− 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢− 𝑢𝑡 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢 = 𝛾𝑢, (4)

где

𝛿 ≡ −
𝑚−1∑︁
𝑗=1

1

𝑔𝑗 sin
𝑚−𝑗−1 𝜃𝑗

𝜕

𝜕𝜃𝑗

(︁
sin𝑚−𝑗−1 𝜃𝑗

𝜕

𝜕𝜃𝑗

)︁
,

𝑔1 = 1, 𝑔𝑗 = (sin 𝜃1 · · · sin 𝜃𝑗−1)
2, 𝑗 > 1.

Известно [6], что спектр оператора 𝛿 состоит из собственных чисел 𝜆𝑛 =
= 𝑛(𝑛+𝑚− 2), 𝑛 = 0, 1, . . . , каждому из которых соответствует 𝑘𝑛 ортонор-
мированных собственных функций 𝑌 𝑘

𝑛,𝑚(𝜃).
Искомое решение задачи (1), (3) в области Ω𝛽 будем искать в виде ряда

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

�̄�𝑘𝑛(𝑟, 𝑡)𝑌
𝑘
𝑛,𝑚(𝜃), (5)

где �̄�𝑘𝑛(𝑟, 𝑡)— функции, подлежащие определению.
Подставив (5) в (4), умножив полученное выражение на 𝜌(𝜃) ̸= 0 и про-

интегрировав по единичной сфере 𝐻 для 𝑢𝑘𝑛, получим [4]

𝜌10�̄�
1
0𝑟𝑟 − 𝜌10�̄�

1
0𝑡 +

(︁𝑚− 1

𝑟
𝜌10 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑1𝑖0

)︁
�̄�10𝑟 + 𝑒10�̄�

1
0 − 𝛾𝜌10�̄�

1
0+

+
∞∑︁
𝑛=1

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

{︁
𝜌𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛𝑟𝑟 − 𝜌𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛𝑡 +

(︁𝑚− 1

𝑟
𝜌𝑘𝑛 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑘𝑖𝑛

)︁
�̄�𝑘𝑛𝑟+

+
[︁
𝑒𝑘𝑛 − 𝜆𝑛

𝜌𝑘𝑛
𝑟2

+
𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑑𝑘𝑖𝑛−1 − 𝑛𝑑𝑘𝑛)
]︁
�̄�𝑘𝑛 − 𝛾𝜌𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛

}︁
= 0. (6)
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Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений:

𝜌10�̄�
1
0𝑟𝑟 − 𝜌10�̄�

1
0𝑡 +

𝑚− 1

𝑟
𝜌10�̄�

1
0𝑟 = 𝛾𝜌10�̄�

1
0, (7)

𝜌𝑘1�̄�
𝑘
1𝑟𝑟 − 𝜌𝑘1�̄�

𝑘
1𝑡 +

𝑚− 1

𝑟
𝜌𝑘1�̄�

𝑘
1𝑟 −

𝜆1
𝑟2
𝜌𝑘1�̄�

𝑘
1 =

= 𝛾𝜌10�̄�
𝑘
1 −

1

𝑘1

(︁ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑1𝑖0�̄�
1
0𝑟 + 𝑒10�̄�

1
0

)︁
, 𝑛 = 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘1, (8)

𝜌𝑘𝑛�̄�
𝑘
𝑛𝑟𝑟 − 𝜌𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛𝑡 +

𝑚− 1

𝑟
𝜌𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛𝑟 −

𝜆𝑛
𝑟2
𝜌𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛 =

= 𝛾𝜌𝑘𝑛�̄�
𝑘
𝑛 −

1

𝑘𝑛

𝑘𝑛−1∑︁
𝑘=1

{︂ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑘𝑖𝑛−1�̄�
𝑘
𝑛−1𝑟 +

[︁
𝑒𝑘𝑛−1 +

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑑𝑘𝑖𝑛−2 − (𝑛− 1)𝑑𝑘𝑛−1)
]︁
�̄�𝑘𝑛

}︂
,

𝑘 = 1, 2, . . . 𝑘𝑛, 𝑛 = 2, 3, . . . . (9)

Суммируя уравнения (8) от 1 до 𝑘1, а уравнения (9) — от 1 до 𝑘𝑛, а затем
складывая полученные выражения вместе с (7), приходим к уравнению (6).

Отсюда следует, что если система функций
{︀
�̄�𝑘𝑛
}︀
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘𝑛, 𝑛 =

= 0, 1, . . . ,— решение системы уравнений (7)–(9), то она является и решением
уравнения (6).

Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (7)–(9) можно пред-
ставить в виде

�̄�𝑘𝑛𝑟𝑟 − �̄�𝑘𝑛𝑡 +
𝑚− 1

𝑟
�̄�𝑘𝑛𝑟 −

𝜆𝑛
𝑟2
�̄�𝑘𝑛 − 𝛾�̄�𝑘𝑛 = 𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), (10)

где 𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) определяются из предыдущих уравнений этой системы, причем
𝑓10 (𝑟, 𝑡) ≡ 0. Далее из краевого условия (3) в силу (5) будем иметь

�̄�𝑘𝑛(𝑟, 𝛽) = 0, �̄�𝑘𝑛(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . . (11)

Произведя в (10), (11) замену �̄�𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝑟
1−𝑚

2 𝑢𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), получим задачу

𝐿𝑢𝑘𝑛 ≡ �̄�𝑘𝑛𝑟𝑟 − 𝑢𝑘𝑛𝑡 −
�̄�𝑛
𝑟2
𝑢𝑘𝑛 − 𝛾𝑢𝑘𝑛 = 𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), (12)

𝑢𝑘𝑛(𝑟, 𝛽) = 0, 𝑢𝑘𝑛(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . , (13)

где

�̄�𝑛 =
(𝑚− 1)(3−𝑚)

4
− 𝜆𝑛, 𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝑟

𝑚−1
2 𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡).

Решение задачи (12), (13) будем искать в виде

𝑢𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑠=1

𝑅𝑠(𝑟)𝑇𝑠(𝑡), (14)
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при этом пусть

𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑠=1

𝑎𝑘𝑠,𝑛(𝑡)𝑅𝑠(𝑟). (15)

Подставляя (14) в (12), (13) и учитывая (15), получим

𝑅𝑠𝑟𝑟 +
�̄�𝑛
𝑟2
𝑅𝑠 + (𝜇− 𝛾)𝑅𝑠 = 0, 0 < 𝑟 < 1, (16)

𝑅𝑠(1) = 0, |𝑅𝑠(0)| <∞, (17)

𝑇𝑠𝑡 + 𝜇𝑇𝑠(𝑡) = −𝑎𝑘𝑠,𝑛(𝑡), 𝛽 < 𝑡 < 0, (18)
𝑇𝑠(𝛽) = 0, (19)

где 𝜇 = 𝛾 + 𝜇2𝑠,𝑛.
Ограниченным решением задачи (16), (17) является функция [7, c. 401,

формула (1a)]

𝑅𝑠(𝑟) =
√
𝑟𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟), 𝜈 = 𝑛+

𝑚− 2

2
. (20)

Решением задачи (18), (19) является функция [7, c. 35, п. 4.3]

𝑇𝑠,𝑛(𝑡) =
(︀
exp(−𝛾 − 𝜇2𝑠,𝑛)𝑡

)︀ ∫︁ 𝛽

𝑡
𝑎𝑘𝑠,𝑛(𝜉)

(︀
exp(𝛾 + 𝜇2𝑠,𝑛)𝜉

)︀
𝑑𝜉. (21)

Подставляя (20) в (15), будем иметь

𝑟−
1
2 𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) =

∞∑︁
𝑠=1

𝑎𝑘𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟), 0 < 𝑟 < 1. (22)

Ряд (22) — разложение в ряд Фурье—Бесселя [8], если

𝑎𝑘𝑠,𝑛(𝑡) =
1

[𝐽𝜈+1(𝜇𝑠,𝑛)]2

∫︁ 1

0

√︀
𝜉𝑓𝑘𝑛(𝜉, 𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉, (23)

где 𝜇𝑠,𝑛, 𝑠 = 1, 2, . . . — положительные нули функций Бесселя 𝐽𝜈(𝑧), располо-
женные в порядке возрастания их величины.

Из (20), (21) получим решение задачи (12), (13):

𝑢𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑠=1

√
𝑟𝑇𝑠,𝑛(𝑟)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟), (24)

где 𝑎𝑠,𝑛(𝑡) находятся из (23). Следовательно, сначала решив задачу (7), (11)
(𝑛 = 0), а затем задачу (8), (11) (𝑛 = 1) и т. д., найдем последовательно все
𝑢𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) из (24), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . .

Итак, в области Ω𝛽 имеет место равенство∫︁
𝐻
𝜌(𝜃)(𝐿1 − 𝛾)𝑢𝑑𝐻 = 0. (25)
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Пусть 𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝑅(𝑟)𝜌(𝜃)𝑇 (𝑡), причем 𝑅(𝑟) ∈ 𝑉0, 𝑉0 плотно в 𝐿2((0, 1));
𝜌(𝜃) ∈ 𝐶∞(𝐻) плотно в 𝐿2(𝐻), а 𝑇 (𝑡) ∈ 𝑉1, 𝑉1 плотно в 𝐿2((𝛽, 0)). Тогда
𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝑉 , 𝑉 = 𝑉0 ⊗𝐻 ⊗ 𝑉1 плотно в 𝐿2(Ω𝛽) [9].

Отсюда и из (25) следует∫︁
Ω𝛽

𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑡)(𝐿1 − 𝛾)𝑢𝑑Ω𝛽 = 0

и
𝐿1𝑢 = 𝛾𝑢 ∀(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ Ω𝛽.

Таким образом, решением задачи (1), (3) в области Ω𝛽 является функция

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=0

𝑟
(2−𝑚)

2 𝑇𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝑛+ (𝑚−2)
2

(𝜇𝑠,𝑛𝑟)𝑌
𝑘
𝑛,𝑚(𝜃), (26)

где 𝑇𝑠,𝑛(𝑡) определяются из (21).
Из (23), (21), (24) следует, что 𝑎𝑠,𝑛(𝑡) = 𝑇𝑠,𝑛(𝑡) = 0 и 𝑢𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) = 0, 𝑠 =

= 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . .
В свою очередь, из (26) получим, что 𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 0 в Ω𝛽.
Отсюда при 𝑡→ −0 получим

𝑢(𝑟, 𝜃, 0) = 0. (27)

Таким образом, учитывая краевые условия (2), (27), в области Ω𝛼 получим
спектральную задачу Дирихле для уравнения

Δ𝑥𝑢− 𝑢𝑡𝑡 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢,= 𝛾𝑢 (28)

c условиями
𝑢
⃒⃒
𝑆∪Γ𝛼∪𝜎𝛼 = 0. (29)

В работе [10] доказана справедливость теоремы 1 для задачи (28), (29).
Следовательно, разрешимость задачи D установлена.

3. Единственность решения задачи D. Сначала рассмотрим задачу
(1), (3) в области Ω𝛽 и докажем единственность ее решения. Для этого сна-
чала построим решение первой краевой задачи для уравнения

𝐿*
1𝜐 ≡ Δ𝑥𝜐 − 𝜐𝑡 −

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖𝜐𝑥𝑖 + 𝑑𝜐 = 𝛾𝜐 (4*)

с краевыми условиями

𝜐
⃒⃒
𝑆
= 𝜏(𝑟, 𝜃) = 𝜏𝑘𝑛(𝑟)𝑌

𝑘
𝑛,𝑚(𝜃), 𝜐

⃒⃒
Γ𝛽

= 0, (30)

где

𝑑(𝑥, 𝑡) = 𝑒−
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖𝑥𝑖 ,
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𝜏𝑘𝑛(𝑟) ∈ 𝐺, 𝐺— множество функций 𝜏(𝑟) из класса 𝐶 ([0, 1])∩𝐶1 ((0, 1)) . Мно-
жество 𝐺 плотно всюду в 𝐿2 ((0, 1)) [9].

Решение задачи (4*), (30) будем искать в виде (5), где функции 𝜐𝑘𝑛(𝑟, 𝑡)
будут определены ниже. Тогда, аналогично п. 2, функции 𝜐𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) удовлетво-
ряют системе уравнений (7)–(9), где 𝑑𝑘𝑖𝑛, 𝑑

𝑘
𝑖𝑛 заменены на −𝑑𝑘𝑖𝑛, −𝑑𝑘𝑖𝑛, а 𝑒𝑘𝑛 на

𝑑𝑘𝑛, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . .
Далее в силу (5) из краевых условий (30) получим

𝜐𝑘𝑛(𝑟, 0) = 𝜏𝑘𝑛(𝑟), 𝜐𝑘𝑛(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . . (31)

Как ранее замечено, каждое уравнение системы (7)–(9) представимо в
виде (10). Задачу (10), (31) сведем к следующей:

𝐿𝜐𝑘𝑛 ≡ 𝜐𝑘𝑛𝑟𝑟 − 𝜐𝑘𝑛𝑡 +
𝜆𝑛
𝑟2
𝜐𝑘𝑛 − 𝛾𝜐𝑘𝑛 = 𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), (32)

𝜐𝑘𝑛(𝑟, 0) = 𝜏𝑘𝑛(𝑟), 𝜐𝑘𝑛(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . , (33)

𝜐𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝑟
(𝑚−1)

2 𝜐𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), 𝜏𝑘𝑛(𝑟) = 𝑟
(𝑚−1)

2 𝜏𝑘𝑛(𝑟).

Решение задачи (32), (33) будем искать в виде

𝜐𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝜐𝑘1𝑛(𝑟, 𝑡) + 𝜐𝑘2𝑛(𝑟, 𝑡),

где 𝜐𝑘1𝑛(𝑟, 𝑡)— решение задачи для (32) с условиями

𝜐𝑘1𝑛(𝑟, 0) = 0, 𝜐𝑘1𝑛(1, 𝑡) = 0, (34)

а 𝜐𝑘2𝑛(𝑟, 𝑡)— решение задачи для уравнения

𝐿𝜐𝑘2𝑛 = 0 (35)

с условиями
𝜐𝑘2𝑛(𝑟, 0) = 𝜏𝑘𝑛(𝑟), 𝜐

𝑘
2𝑛(1, 𝑡) = 0. (36)

Как показано в [4], решениями задач (32), (34) и (35), (36) являются,
соответственно, функции

𝜐𝑘1𝑛(𝑟, 𝑡) =

∞∑︁
𝑠=1

√
𝑟
(︀
exp(−𝛾 − 𝜇2𝑠,𝑛)𝑡

)︀
×

×
(︂∫︁ 0

𝑡
𝑎𝑠,𝑛(𝜉)(exp(𝛾 + 𝜇2𝑠,𝑛)𝑑𝜉

)︂
𝐽𝑛+(𝑚−2)/2(𝜇𝑠,𝑛𝑟),

𝜐𝑘2𝑛(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑠=1

𝜏𝑠
√
𝑟
(︀
exp(−𝛾 − 𝜇2𝑠,𝑛)𝑡

)︀
𝐽𝑛+(𝑚−2)/2(𝜇𝑠,𝑛𝑟),

где

𝜏𝑠 = 2[𝐽𝑛+(𝑚−2)/2(𝜇𝑠,𝑛)]
−2

∫︁ 1

0

√︀
𝜉𝜏𝑘𝑛(𝜉)𝐽𝑛+(𝑚−2)/2(𝜇𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉.
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Таким образом, решение задачи(4*), (30) построено в виде ряда

𝜐(𝑟, 𝜃, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

𝑟
(1−𝑚)

2
(︀
𝜐𝑘1𝑛(𝑟, 𝑡) + 𝜐𝑘2𝑛(𝑟, 𝑡)

)︀
𝑌 𝑘
𝑛,𝑚(𝜃).

При этом оно принадлежит классу 𝐶(Ω𝛽) ∩ 𝐶2(Ω𝛽) [4].
Из определения сопряженных операторов 𝐿1, 𝐿*

1 [11] имеем

𝜐𝐿1𝑢− 𝑢𝐿*
1𝜐 = −𝜐𝑃 (𝑢) + 𝑢𝑃 (𝜐)− 𝑢𝜐𝑄,

где

𝑃 (𝑢) =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑥𝑖 cos
(︀
𝑁⊥, 𝑥𝑖

)︀
, 𝑄 = cos

(︀
𝑁⊥, 𝑡

)︀
−

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖 cos
(︀
𝑁⊥, 𝑥𝑖

)︀
,

а 𝑁⊥ — внутренняя нормаль к границе 𝜕Ω𝛽.
Отсюда по формуле Грина получим∫︁

𝑆
𝜏(𝑟, 𝜃)𝑢(𝑟, 𝜃, 0)𝑑𝑠 = 0. (37)

Поскольку линейная оболочка системы функций {𝜏𝑘𝑛(𝑟)𝑌 𝑘
𝑛,𝑚(𝜃)} плотна в

𝐿2(𝑆) [11], из (37) заключаем, что 𝑢(𝑟, 𝜃, 0) = 0 ∀(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑆. Стало быть, по
принципу экстремума для уравнений (4) [12] 𝑢 ≡ 0 в Ω𝛽.

В области Ω𝛼 получаем задачу (28), (29), для которой имеет место теоре-
ма 1 [10]. Теорема 1 доказана полностью.
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