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Аннотация

Дается новое обоснование операторного исчисления Микусинского,
целиком основанное на алгебре свертки обобщенных функций 𝐷′

+ и 𝐷′
−,

применительно к решению линейных уравнений в частных производных
с постоянными коэффициентами в области (𝑥; 𝑡) ∈ R (R+) × R+. Ис-
пользуемый математический аппарат основан на современном состоянии
теории обобщенных функций, и одним из основных его отличий от тео-
рии Микусинского является то, что получаемые изображения являются
аналитическими функциями комплексного переменного. Это позволяет
в алгебре 𝐷′

+(𝑥 ∈ R+) узаконить преобразование Лапласа, а с приме-
нением алгебры 𝐷′

− распространить метод на область отрицательных
значений аргумента. На классических примерах уравнений второго по-
рядка гиперболического и параболического типа в случае 𝑥 ∈ R излага-
ются вопросы определения фундаментальных решений и задачи Коши,
а на отрезке и полупрямой 𝑥 ∈ R+ — нестационарные задачи в соб-
ственном смысле. Дается вывод общих формул для получения реше-
ния задачи Коши, а также схема определения фундаментальных реше-
ний операторным методом. При рассмотрении нестационарных задач
приводится компактное доказательство теоремы Дюамеля и выведены
формулы, позволяющие оптимизировать получение решений, в том чис-
ле с разрывными начальными условиями. Для нахождения оригиналов
приводятся примеры использования рядов сверточных операторов обоб-
щенных функций. Предложенный подход по сравнению с классическим
операционным исчислением, основанным на преобразовании Лапласа,
и теорией Микусинского, обладая для обычных функций одинаковы-
ми соотношениями «оригинал-изображение» на положительной полу-
оси, позволяет рассматривать уравнения, заданные на всей оси, упро-
стить получение и форму представления решений. Приведенные приме-
ры иллюстрируют возможности и дают оценку эффективности исполь-
зования операторного исчисления.
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Построение операторного исчисления Микусинского. . .

Ключевые слова: исчисление Микусинского, пространство обобщен-
ных функций, свертка обобщенных функций, алгебра свертки, преобра-
зование Лапласа, интеграл Дюамеля.

Получение: 17 октября 2017 г. / Исправление: 11 февраля 2018 г. /
Принятие: 12 марта 2018 г. / Публикация онлайн: 28 марта 2018 г.

Введение. Операторное, или операционное, исчисление достаточно дав-
но и успешно применяется в математической физике, главным образом при
решении нестационарных задач. Исторически первой практической реализа-
цией этого исчисления является символический метод Хевисайда, который
ввел правила обращения с операторами дифференцирования и интегрирова-
ния, рассматриваемыми как алгебраические величины [1]. К удобству такого
подхода следует отнести то, что формальные вычисления можно отделить от
математического содержания задачи.

Строгое обоснование метода Хевисайда было дано с помощью интеграль-
ного преобразования Лапласа на основании теории функций комплексного
переменного [1–3]. Подход к операционному исчислению как приложению
этой теории — классическое операционное исчисление доминирует в совре-
менной учебной и научно-технической литературе, например [4–6].

Введение обобщенных функций существенно расширяет возможности опе-
рационного исчисления. Наиболее распространенной является предложенная
Л. Шварцем и Ж.-Л. Лионсом теория преобразования Лапласа для обобщен-
ных функций медленного роста, заданных на положительной полуоси и об-
разующих сверточную алгебру 𝑆′

+ ⊂ 𝐷′
+ [7–13]. К удобствам теории можно

отнести то, что оригинал в смысле классического операционного исчисления
является и оригиналом в обобщенном смысле, при этом сразу же получаются
изображения дельта-функции Дирака и ее производных. Кроме того, связь
между оригиналом и изображением, а также основные теоремы совпадают
с классическим операционным исчислением.

Одним из ограничений применения классического операционного исчис-
ления и преобразования Лапласа обобщенных функций медленного роста,
накладываемых на используемые функции с не ограниченным справа носите-
лем, является то, что их рост в бесконечности не должен превышать экспонен-
циальный. Возможность в некоторых случаях обойти указанное ограничение
позволяет операторный метод Микусинского [14], представляющий возврат
на более высоком уровне к первоначальной операторной точке зрения, осно-
вываясь на введении коммутативного кольца операторов, под которыми пони-
маются числовые операторы, функции, заданные на положительной полуоси,
и собственно операторы. В этом кольце определены линейные операции сло-
жения и умножения на числа, а в качестве операции умножения используется
свертка функций (операторов), единичным элементом для которой является
дельта-функция Дирака. В своей теории Микусинский исключил преобразо-
вание Лапласа и тем самым снял ограничение на рост функций в бесконеч-
ности. Получаемые здесь изображения являются функциями от оператора
дифференцирования, рассматриваемого, аналогично исчислению Хевисайда,
как алгебраическая величина. Между операторным исчислением Микусин-
ского и классическим операционным исчислением существует формальное
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сходство: изображения функций по Лапласу совпадают с соответствующими
изображениями по Микусинскому и между этими методами можно устано-
вить изоморфизм.

Дальнейшее развитие идей Микусинского дано в работах [15, 16], в ко-
торых операторное исчисление строится на более широкой основе — алгебре
свертки обобщенных функций 𝐷′

+ и 𝐷′
−, а связь между оригиналом и изобра-

жением находится из заданного сверточного соотношения. Это дает возмож-
ность не рассматривать поведение функций в бесконечности и распростра-
нить метод на область отрицательных значений аргумента. Другим отличием
от теории Микусинского является то, что получаемые изображения являют-
ся аналитическими функциями комплексного переменного; при этом, как и в
преобразовании Лапласа обобщенных функций медленного роста, комплекс-
ная переменная есть изображение сверточного оператора дифференцирова-
ния. Такое построение теории, сохраняя преимущества, заложенные в [14],
позволяет находить решения на всей оси, применять методы теории функ-
ций комплексного переменного и рассматривать классическое операционное
исчисление как свою составную часть. Кроме того, использование алгебры
свертки обобщенных функций расширяет возможности операторного исчис-
ления.

Настоящая работа посвящена приложению операторного исчисления [15,
16] к решению некоторых задач математической физики одного простран-
ственного переменного 𝑥 и временной координаты 𝑡. Рассматриваются урав-
нения с постоянными коэффициентами

𝐿
(︁ 𝜕
𝜕𝑥

;
𝜕

𝜕𝑡

)︁
𝑢(𝑥; 𝑡) ≡ 𝑎1𝑢𝑡𝑡 + 𝑏1𝑢𝑡 + 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑏2𝑢𝑥 + 𝑐𝑢 = 𝑓(𝑥; 𝑡), (1)

где 𝑥 ∈ R или R+, 𝑡 ∈ R+. Основные случаи уравнения (1) при 𝑎2 < 0:

𝑎1 = 1 (гиперболический случай),
𝑎1 = 0; 𝑏1 = 1 (параболический случай).

(2)

Выделяются две задачи.
1. Задача Коши, когда 𝑥 ∈ R, с начальными условиями

𝑢(𝑥; 0) = 𝑢0(𝑥),

𝑢𝑡(𝑥; 0) = 𝑢1(𝑥) (гиперболический случай).
(3)

2. Нестационарная задача в собственном смысле, когда 𝑥∈R+ или 𝑥∈ [0; 𝑙]
и рассматривается однородное уравнение (1), (2), т. е. 𝑓(𝑥; 𝑡) = 0, при
нулевых начальных условиях Коши (3). В этом заключается собствен-
ный смысл задачи. В случае 𝑥 ∈ R+ будут использованы следующие
граничные условия:

𝑢(0; 𝑡) = 𝑔(𝑡), lim
𝑥→∞

𝑢(𝑥; 𝑡) = 0; (4)

𝑢𝑥(0; 𝑡) = 𝑣(𝑡), lim
𝑥→∞

𝑢(𝑥; 𝑡) = 0. (5)

Если 𝑥 ∈ [0; 𝑙], то наряду с указанными условиями, когда 𝑥 = 0, зада-
ются условия при 𝑥 = 𝑙.
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Указанный выбор обусловлен тем, что первый класс задач представляет
реализацию решения на всей полуплоскости (𝑥; 𝑡) ∈ R×R+, что невозможно
в рамках классического операционного исчисления и теории Микусинского,
а при решении второго класса задач, типичных для применения операцион-
ного исчисления, имеется возможность оптимизировать как само получение
решения, так и форму его представления. Приводимая методика и теоремы
могут быть обобщены для решений уравнений более высокого порядка.

1. Задача Коши (𝑥 ∈ R). Решение ищется в алгебре свертки 𝐷′
+(𝑡) ×

×
(︀
𝐷′

+(𝑥) ∪ 𝐷′
−(𝑥)

)︀
с единичным элементом 𝛿(𝑥; 𝑡) = 𝛿(𝑥) × 𝛿(𝑡)— дельта-

функцией Дирака. Операторами дифференцирования 𝑛-ного порядка по пе-
ременным 𝑥 и 𝑡 в смысле теории обобщенных функций здесь будут

(︀
𝛿′(𝑥)

)︀𝑛
и
(︀
𝛿′(𝑡)

)︀𝑛, причем (𝛿′)0 = 𝛿, и уравнение (1) примет вид

𝐿
(︀
𝛿′(𝑥); 𝛿′(𝑡)

)︀
* 𝑢(𝑥; 𝑡) = 𝜗(𝑡)𝑓(𝑥; 𝑡). (6)

Следуя методологии Л. Шварца для обыкновенных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами [9], а также используя извест-
ную теорему о существовании фундаментального решения у любого линей-
ного дифференциального оператора с постоянными коэффициентами в 𝐷′,
например [17], можно сформулировать следующее утверждение.

Теорема 1. Оператор в левой части (6) обратим, т. е. фундаментальное
решение уравнения (1) или (6) в смысле алгебры свертки имеет вид(︀

𝐿
(︀
𝛿′(𝑥); 𝛿′(𝑡)

)︀)︀−1
= 𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡), (7)

где 𝐸0(𝑥; 𝑡)— решение соответствующего однородного уравнения, отвечаю-
щее начальным условиям

𝐸0(𝑥; 0) = 𝛿(𝑥) (параболический случай),
𝐸0(𝑥; 0) = 0; (𝐸0)𝑡(𝑥; 0) = 𝛿(𝑥) (гиперболический случай).

(8)

До к а з ат е л ь ств о. Доказательство приведем для гиперболического
случая. Применяя операторы дифференцирования по 𝑡 с учетом начальных
условий (8), имеем

𝛿′(𝑡) * 𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡) = 𝜗(𝑡)(𝐸0)𝑡(𝑥; 𝑡) + 𝛿(𝑡)𝐸0(𝑥; 0) = 𝜗(𝑡)(𝐸0)𝑡(𝑥; 𝑡);(︀
𝛿′(𝑡)

)︀2 * 𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡) = 𝜗(𝑡)(𝐸0)𝑡𝑡(𝑥; 𝑡) + 𝛿(𝑡)(𝐸0)𝑡(𝑥; 0) =

= 𝜗(𝑡)(𝐸0)𝑡𝑡(𝑥; 𝑡) + 𝛿(𝑥; 𝑡).

(9)

Отсюда, учитывая, что 𝐸0(𝑥; 𝑡)— решение однородного уравнения, получаем

𝐿
(︀
𝛿′(𝑥); 𝛿′(𝑡)

)︀
* 𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡) = 𝜗(𝑡)𝐿

(︀
𝛿′(𝑥); 𝛿′(𝑡)

)︀
* 𝐸0(𝑥; 𝑡) + 𝛿(𝑥; 𝑡) = 𝛿(𝑥; 𝑡).

�

Замечание 1. Теорема 1, как нетрудно видеть, справедлива для оператора
𝐿 типа (6) любого порядка относительно 𝑡, если коэффициент при

(︀
𝛿′(𝑡)

)︀𝑛
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максимального порядка равен единице, а начальные условия Коши

𝐸0(𝑥; 0) = (𝐸0)𝑡(𝑥; 0) = . . . =
𝜕(𝑛−2)𝐸0(𝑥; 0)

𝜕𝑡(𝑛−2)
= 0;

𝜕(𝑛−1)𝐸0(𝑥; 0)

𝜕𝑡(𝑛−1)
= 𝛿(𝑥).

(10)

Функция 𝐸0(𝑥; 𝑡) называется фундаментальным решением задачи Коши од-
нородного уравнения [18]. Таким образом, теорема 1 определяет связь меж-
ду фундаментальным решением неоднородного уравнения в алгебре свертки
и фундаментальным решением задачи Коши соответствующего однородного
уравнения.

Дальнейшее изложение основывается на следующей лемме.
Лемма. Если 𝑘 6 𝑛 − 1, где 𝑛— порядок оператора 𝐿 относительно 𝑡, и

выполняется хотя бы одно из двух условий:
1) фундаментальное решение 𝐸(𝑥; 𝑡) = 𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡) при любом фиксиро-

ванном 𝑡 финитно;
2) 𝑒𝑘(𝑥)— финитная функция,

то справедливо сверточное равенство

𝐸(𝑥; 𝑡) * 𝑒𝑘(𝑥)
(︀
𝛿′(𝑡)

)︀𝑘
= 𝜗(𝑡)

𝜕𝑘𝐸0(𝑥; 𝑡)

𝜕𝑡𝑘
* 𝑒𝑘(𝑥),

где дифференцирование понимается в смысле теории обобщенных функций.
До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим случай 𝑘 = 0. Оставим общий индекс

𝑘 у функции 𝑒𝑘(𝑥). Нужно показать, что

𝐸(𝑥; 𝑡) * 𝑒𝑘(𝑥)𝛿(𝑡) = 𝐸(𝑥; 𝑡) * 𝑒𝑘(𝑥). (11)

Действительно, по определению свертки и прямого произведения обоб-
щённых функций для ∀𝜙(𝑥; 𝑡) ∈ 𝐷(𝑥; 𝑡) имеем

𝐸(𝑥; 𝑡) * 𝑒𝑘(𝑥)𝛿(𝑡) =
(︀
𝐸(𝑥; 𝑡)× 𝑒𝑘(𝑦)× 𝛿(𝑧), 𝜙(𝑥+ 𝑦; 𝑡+ 𝑧)

)︀
=

=
(︀
𝐸(𝑥; 𝑡),

(︀
𝑒𝑘(𝑦), (𝛿(𝑧), 𝜙(𝑥+ 𝑦; 𝑡+ 𝑧))

)︀)︀
=

=
(︀
𝐸(𝑥; 𝑡),

(︀
𝑒𝑘(𝑦), 𝜙(𝑥+ 𝑦; 𝑡)

)︀)︀
= 𝐸(𝑥; 𝑡) * 𝑒𝑘(𝑥),

так как 𝜙(𝑥; 𝑡) ∈ 𝐷(𝑥) при любом 𝑡 = 𝑡0, а свертка 𝐸(𝑥; 𝑡0) * 𝑒𝑘(𝑥), согласно
условию леммы, всегда определена.

Теперь перейдем к общему случаю. Исходя из правила дифференцирова-
ния свертки функций, учитывая условие (10) и соотношение (11), имеем

𝐸(𝑥; 𝑡) * 𝑒𝑘(𝑥)
(︀
𝛿′(𝑡)

)︀𝑘
=
𝜕𝑘
(︀
𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡)

)︀
𝜕𝑡𝑘

* 𝑒𝑘(𝑥)𝛿(𝑡) = 𝜗(𝑡)
𝜕𝑘𝐸0(𝑥; 𝑡)

𝜕𝑡𝑘
* 𝑒𝑘(𝑥).

�

Теорема 2. Решение задачи Коши (1)–(3) в алгебре свертки имеет вид

𝜗(𝑡)𝑢(𝑥; 𝑡) = 𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡) * 𝜗(𝑡)𝑓(𝑥; 𝑡) + 𝜗(𝑡)

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝜕𝑘𝐸0(𝑥; 𝑡)

𝜕𝑡𝑘
* 𝑒𝑘(𝑥), (12)
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где 𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡)— фундаментальное решение, 𝑛— порядок оператора 𝐿 по пе-
ременной 𝑡, 𝑒𝑘(𝑥) определяются из выражения 𝐿 и начальных условий.

В рассматриваемых случаях:

𝑛 = 1 (параболический случай): 𝑒0(𝑥) = 𝑢0(𝑥);

𝑛 = 2 (гиперболический случай): 𝑒0(𝑥) = 𝑏1𝑢0(𝑥) + 𝑢1(𝑥); 𝑒1(𝑥) = 𝑢0(𝑥).
(13)

До к а з ат е л ь ств о. Пусть 𝑢(𝑥; 𝑡)— решение задачи (1)–(3). Применяя
процедуру (9) к 𝜗(𝑡)𝑢(𝑥; 𝑡) с учетом начальных условий (3), получаем

𝐿
(︀
𝛿′(𝑥); 𝛿′(𝑡)

)︀
* 𝜗(𝑡)𝑢(𝑥; 𝑡) = 𝜗(𝑡)𝑓(𝑥; 𝑡) +

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑒𝑘(𝑥)
(︀
𝛿′(𝑡)

)︀𝑘
, (14)

где 𝑒𝑘(𝑥) находятся согласно (13). После применения оператора (7) к обе-
им частям уравнения (14) с учетом леммы следует утверждение теоремы
(12), (13).

Отметим, что начальные условия (3) входят в правую часть (13), а само
решение этого уравнения по построению отвечает заданным начальным усло-
виям Коши. Так как 𝑡 > 0, множитель 𝜗(𝑡) в формуле (12) можно опустить.
�

1.1. Схема определения фундаментального решение оператор-
ным методом. Применим последовательно операторные преобразования по
𝑡 и 𝑥 к выражению фундаментального решения (7). Преобразование по 𝑡 в
алгебре 𝐷′

+ с единичным элементом 𝛿(𝑡) (при этом переменная 𝑥 рассматри-
вается как параметр) дает

𝐸(𝑥; 𝑡) = 𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡) ↔ 𝐸(𝑥; 𝑝);
(︀
𝛿′(𝑡)

)︀𝑘 ↔ 𝑝𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .). (15)

Преобразование по 𝑥 в алгебрах 𝐷′
+ и 𝐷′

− с единичным элементом 𝛿(𝑥),
где комплексная переменная 𝑝 рассматривается как параметр, дает

𝐸(𝑥; 𝑝) ↔ 𝐸(𝑝1; 𝑝);
(︀
𝛿′(𝑥)

)︀𝑘 ↔ 𝑝𝑘1 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .). (16)

Следовательно, изображение фундаментального решения (7) согласно (15)
и (16) будет иметь вид

𝐸
(︀
𝑝1; 𝑝

)︀
=
(︀
𝐿(𝑝1; 𝑝)

)︀−1
. (17)

Отсюда следует правило: чтобы найти изображение фундаментального
решения (17), нужно в многочлене 𝐿 оператора (1) символы 𝜕/𝜕𝑥 и 𝜕/𝜕𝑡
заменить соответственно на 𝑝1 и 𝑝, а потом взять обратную величину от по-
лученного выражения. Оригинал 𝐸(𝑥; 𝑡) находится обратными преобразова-
ниями по схеме

𝐸(𝑝1; 𝑝) →
𝐸+(𝑝1; 𝑝)
𝐸−(𝑝1; 𝑝)

𝐷′
+;𝐷′

−−−−−−→ 𝐸(𝑥+; 𝑝)
𝐸(𝑥−; 𝑝)

𝐷′
+−−→ 𝐸(𝑥; 𝑡). (18)

Чтобы выделить оригиналы для 𝑥 ∈ R+ и 𝑥 ∈ R−, требуется найти состав-
ляющие 𝐸(𝑝1; 𝑝): 𝐸+(𝑝1, 𝑝) ∈ 𝐷′

+ и 𝐸−(𝑝1, 𝑝) ∈ 𝐷′
−. Для этого нужно прове-

сти разложение этого изображения на элементарные дроби по переменной 𝑝1
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и воспользоваться предельными соотношениями при Re 𝑝1 → ±∞, учитывая
при этом, что одновременно с Re 𝑝→ +∞ изображение должно стремиться к
нулю. Напомним, что в алгебрах 𝐷′

+ и 𝐷′
− изображения находятся в разных

полуплоскостях от мнимой оси, а оригиналы для одинаковых изображений
в этих алгебрах отличаются лишь знаком [15,16].

Впрочем, можно, ограничившись алгеброй 𝐷′
+, найти оригинал для слу-

чая 𝑥 ∈ R+, а для случая 𝑥 ∈ R− оригинал определить из соображений
симметрии.

1.2. Решения задачи Коши операторным методом в области
R+(𝑡)×R(𝑥) на классических примерах уравнения теплопроводно-
сти и волнового уравнения. Для уравнения теплопроводности (параболи-
ческого типа) задача Коши имеет вид(︁ 𝜕

𝜕𝑡
− 𝑎2

𝜕2

𝜕𝑥2

)︁
𝑢(𝑥; 𝑡) = 𝑓(𝑥; 𝑡), 𝑎 > 0; 𝑢(𝑥; 0) = 𝑢0(𝑥).

Решение этой задачи на основании (12), (13) ищем в виде

𝑢(𝑥; 𝑡) = 𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡) * 𝜗(𝑡)𝑓(𝑥; 𝑡) + 𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡) * 𝑢0(𝑥). (19)

Определяем фундаментальное решение 𝐸(𝑥; 𝑡) = 𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡). Согласно пра-
вилу (17) и схеме (18):

𝐸(𝑝1; 𝑝) = (𝑝− 𝑎2𝑝21)
−1 = 𝐸+(𝑝1; 𝑝) + 𝐸−(𝑝1; 𝑝),

где

𝐸+(𝑝1; 𝑝) =
1

2𝑎
√
𝑝

(︁ 1

𝑝1 +
√
𝑝/𝑎

)︁
, 𝐸−(𝑝1; 𝑝) = − 1

2𝑎
√
𝑝

(︁ 1

𝑝1 −
√
𝑝/𝑎

)︁
.

Используя известное соотношение преобразования Лапласа [19]

1
√
𝑝
𝑒−𝑘

√
𝑝 ↔ 1√

𝜋𝑡
𝑒−

𝑘2

4𝑡 (𝑘 > 0),

последовательно получаем:

𝐸+(𝑝1; 𝑝) ↔
1

2𝑎
√
𝑝
𝑒−

𝑥
𝑎

√
𝑝 ↔ 𝜗(𝑡)

2𝑎
√
𝜋𝑡
𝑒−

𝑥2

4𝑎2𝑡 , 𝑥 ∈ R+;

𝐸−(𝑝1; 𝑝) ↔
1

2𝑎
√
𝑝
𝑒−

|𝑥|
𝑎

√
𝑝 ↔ 𝜗(𝑡)

2𝑎
√
𝜋𝑡
𝑒−

𝑥2

4𝑎2𝑡 , 𝑥 ∈ R−.

Таким образом,

𝐸(𝑥; 𝑡) =
𝜗(𝑡)

2𝑎
√
𝜋𝑡
𝑒−

𝑥2

4𝑎2𝑡 , (20)

где 𝑥 ∈ R.
На основании (19), (20) получаем классическую формулу Пуассона:

𝑢(𝑥; 𝑡)=

∫︁ 𝑡

0

∫︁ +∞

−∞

𝑓(𝜉; 𝜏)

2𝑎
√︀
𝜋(𝑡− 𝜏)

𝑒
− (𝑥−𝜉)2

4𝑎2(𝑡−𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏+
𝜗(𝑡)

2𝑎
√
𝜋𝑡

∫︁ +∞

−∞
𝑢0(𝜉)𝑒

− (𝑥−𝜉)2

4𝑎2𝑡 𝑑𝜉.
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Для волнового уравнения (гиперболического вида) задача Коши имеет
вид (︁ 𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝑎2

𝜕2

𝜕𝑥2

)︁
𝑢(𝑥; 𝑡) = 𝑓(𝑥; 𝑡),

𝑎 > 0; 𝑢(𝑥; 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥; 0) = 𝑢1(𝑥).

Решение согласно (12), (13) ищем в виде

𝑢(𝑥; 𝑡) = 𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡) * 𝜗(𝑡)𝑓(𝑥; 𝑡)+

+ 𝜗(𝑡)𝐸0(𝑥; 𝑡) * 𝑢1(𝑥) + 𝜗(𝑡)
𝜕𝐸0(𝑥; 𝑡)

𝜕𝑡
* 𝑢0(𝑥). (21)

Определим фундаментальное решение. На основании (17), (18), получаем

𝐸(𝑝1; 𝑝) = (𝑝2 − 𝑎2𝑝21)
−1 = 𝐸+(𝑝1; 𝑝) + 𝐸−(𝑝1; 𝑝),

где
𝐸+(𝑝1; 𝑝) =

1

2𝑎𝑝(𝑝1 + 𝑝/𝑎)
, 𝐸−(𝑝1; 𝑝) = − 1

2𝑎𝑝(𝑝1 − 𝑝/𝑎)
.

Используя теоремы подобия и запаздывания оригинала, имеем

𝐸+(𝑝1; 𝑝) ↔
1

2𝑎2( 𝑝𝑎)
𝑒−𝑥(

𝑝
𝑎
) ↔ 1

2𝑎
𝜗(𝑎𝑡− 𝑥), 𝑥 ∈ R+;

𝐸−(𝑝1; 𝑝) ↔
1

2𝑎𝑝
𝑒𝑥(

𝑝
𝑎
) ↔ 1

2𝑎
𝜗(𝑎𝑡+ 𝑥), 𝑥 ∈ R−.

Таким образом,

𝐸(𝑥; 𝑡) =
1

2𝑎
𝜗(𝑎𝑡− |𝑥|) =

{︃
1/2𝑎, если |𝑥| < 𝑎𝑡,

0, если |𝑥| > 𝑎𝑡,
(22)

где 𝑥 ∈ R.
Принимая во внимание четность дельта-функции Дирака и равенство,

следующее из (22),
𝜕𝐸(𝑥; 𝑡)

𝜕𝑡
=

1

2
𝛿(𝑎𝑡− |𝑥|),

получаем
𝜕𝐸(𝑥; 𝑡)

𝜕𝑡
* 𝑢0(𝑥) =

1

2

(︀
𝑢0(𝑥+ 𝑎𝑡) + 𝑢0(𝑥− 𝑎𝑡)

)︀
.

Отсюда и на основании (21), (22) после элементарных преобразований полу-
чаем классическую формулу Даламбера:

𝑢(𝑥; 𝑡) =
1

2𝑎

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥+𝑎(𝑡−𝜏)

𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)
𝑓(𝜉; 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏+

+
1

2𝑎

∫︁ 𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
𝑢1(𝜉)𝑑𝜉 +

1

2

(︀
𝑢0(𝑥+ 𝑎𝑡) + 𝑢0(𝑥− 𝑎𝑡)

)︀
.
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2. Нестационарная задача в собственном смысле, 𝑥∈R+ (𝑥∈ [0; 𝑙]).
Здесь используется иной подход, чем в первом типе задач. Применим опера-
торное преобразование по 𝑡 в алгебре 𝐷′

+ к исходному однородному урав-
нению (1), (2) при нулевых начальных условиях Коши (3) и заданных гра-
ничных условиях. С учетом теоремы о дифференцировании по параметру
соотношения «оригинал-изображение» [16] имеем

𝑢(𝑥; 𝑡) ↔ 𝑈(𝑥; 𝑝);
𝜕𝑘𝑢(𝑥; 𝑡)

𝜕𝑡𝑘
↔ 𝑝𝑘𝑈(𝑥; 𝑝);

𝜕𝑘𝑢(𝑥; 𝑡)

𝜕𝑥𝑘
↔ 𝑑𝑘𝑈(𝑥; 𝑝)

𝑑𝑥𝑘
.

Далее решается операторное уравнение относительно 𝑈(𝑥; 𝑝), т. е. краевая
задача для обыкновенного дифференциального уравнения, и по найденному
изображению находится оригинал 𝑢(𝑥; 𝑡). Наряду со стандартными приема-
ми классического операционного исчисления для определения 𝑢(𝑥; 𝑡) бывает
более удобным использовать методы алгебры свертки 𝐷′

+, разлагая 𝑈(𝑥; 𝑝)
в ряд, и рассматривать ряды сверточных операторов обобщенных функций.
В качестве примера приведем доказательство двух соотношений, представ-
ленных в виде, удобном для использования в дальнейшем.

Предложение. Пусть 𝑓(𝑡) ↔ 𝐹 (𝑝) и 𝑐, 𝑑 ∈ R+ — постоянные, тогда

𝐹 (𝑝)𝑒−𝑐𝑥𝑝

1 + 𝑒−𝑑𝑝
↔ 𝑓(𝑡− 𝑐𝑥) +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑓(𝑡− 𝑐𝑥− 𝑘𝑑) =

=
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑓(𝑡− 𝑐𝑥− 𝑘𝑑);

𝐹 (𝑝)𝑒−𝑐𝑥𝑝

1− 𝑒−𝑑𝑝
↔ 𝑓(𝑡− 𝑐𝑥) +

∞∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑡− 𝑐𝑥− 𝑘𝑑) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑓(𝑡− 𝑐𝑥− 𝑘𝑑).

(23)

До к а з ат е л ь ств о. Ограничимся доказательством первого соотноше-
ния. Используя разложение в ряд и теоремы умножения изображений и запаз-
дывания оригинала, приходим к выражению, представляющему собой сверт-
ку функции с бесконечным рядом операторов сдвига:

𝐹 (𝑝)𝑒−𝑐𝑥𝑝

1 + 𝑒−𝑑𝑝
= 𝐹 (𝑝)𝑒−𝑐𝑥𝑝

(︂
1 +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑒−𝑘𝑑𝑝
)︂

↔

↔ 𝑓(𝑡− 𝑐𝑥) *
(︂
𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝛿(𝑡− 𝑘𝑑)

)︂
↔

↔ 𝑓(𝑡− 𝑐𝑥) +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑓(𝑡− 𝑐𝑥− 𝑘𝑑) (24)

или
𝐹 (𝑝)𝑒−𝑐𝑥𝑝

1 + 𝑒−𝑑𝑝
↔

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑓(𝑡− 𝑐𝑥− 𝑘𝑑).

�
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Учитывая неравенство 𝑡 > 𝑐𝑥 + 𝑘𝑑, отметим, что при любом значении 𝑡
ряды (23) содержат конечное число слагаемых.

Далее на примере волнового уравнения рассмотрим решения задач, когда
𝑥 ∈ R+ и 𝑥 ∈ [0; 𝑙].

2.1. Примеры граничных задач для волнового уравнения. Рас-
смотрим сначала случай 𝑥 ∈ R+. Пусть начало струны 𝑥 = 0 свободно и по
неподвижной струне наносится воздействие такое, что выполняется условие
𝑢𝑥(0; 𝑡) = 𝑣(𝑡). Таким образом, решаем волновое уравнение при нулевых на-
чальных условиях Коши (3) и граничных условиях (5):(︁ 𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝑎2

𝜕2

𝜕𝑥2

)︁
𝑢(𝑥; 𝑡) = 0; 𝑢(𝑥; 0) = 𝑢𝑡(𝑥; 0) = 0;

𝑢𝑥(0; 𝑡) = 𝑣(𝑡); lim
𝑥→∞

𝑢(𝑥; 𝑡) = 0.
(25)

Изображение

𝑈(𝑥; 𝑝) = −𝑎𝑉 (𝑝)

𝑝
𝑒−

𝑥
𝑎
𝑝

— решение операторного уравнения

𝑝2𝑈 − 𝑎2
𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
= 0,

соответствующего условиям (25), отвечающее граничным условиям

𝑑𝑈

𝑑𝑥
(0; 𝑝) = 𝑉 (𝑝), lim

𝑥→∞,Re𝑃>0
𝑈(𝑥; 𝑝) → 0.

Отсюда
𝑢(𝑥; 𝑡) = −𝑎𝑣(𝑡) * 𝜗

(︁
𝑡− 𝑥

𝑎

)︁
— решение задачи в алгебре свертки.

Выпишем решения для частных случаев функции 𝑣(𝑡) в начальных усло-
виях:

а) если 𝑣(𝑡)— локально интегрируемая функция, то

𝑢(𝑥; 𝑡) = −𝑎𝑉
(︁
𝑡− 𝑥

𝑎

)︁
,

где

𝑉 (𝑧) =

∫︁ 𝑧

0
𝑣(𝜏)𝑑𝜏 ;

б) если 𝑣(𝑡) = 𝛿(𝑡), т.е. по струне наносится мгновенный удар, то

𝑢(𝑥; 𝑡) = −𝑎𝜗
(︁
𝑡− 𝑥

𝑎

)︁
.

Пусть теперь 𝑥 ∈ [0; 𝑙]. Будем решать такую же задачу для уравнения
(25), но для закрепленной на конце 𝑥 = 𝑙 струны, т. е. при нулевых начальных
условиях Коши будут выполняться граничные условия:

𝑢𝑥(0; 𝑡) = 𝑣(𝑡), 𝑢(𝑙; 𝑡) = 0. (26)

245



Ко г а н И.Л.

В этом случае, учитывая разложение (23), получаем

𝑈(𝑥; 𝑝) = −𝑎𝑉 (𝑝)

𝑝

(︃
𝑒−

𝑥
𝑎
𝑝 − 𝑒−( 2𝑙−𝑥

𝑎
)𝑝

1 + 𝑒−
2𝑙
𝑎
𝑝

)︃
— решение операторного уравнения, отвечающее граничным условиям

𝑑𝑈

𝑑𝑥
(0; 𝑝) = 𝑉 (𝑝), 𝑈(𝑙; 𝑝) = 0.

Отсюда разложением этого изображения в ряд находится решение задачи
(26) в алгебре свертки:

𝑢(𝑥; 𝑡) = −𝑎𝑣(𝑡) * 𝜗(𝑡) *
[︂
𝛿
(︁
𝑡− 𝑥

𝑎

)︁
+

+
∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
(︂
𝛿
(︁
𝑡− 𝑥

𝑎
− 2

𝑘𝑙

𝑎

)︁
+ 𝛿
(︁
𝑡+

𝑥

𝑎
− 2

𝑘𝑙

𝑎

)︁)︂]︂
.

Выпишем решения, соответствующие таким же частным случаям функ-
ции 𝑣(𝑡), как и в первой задаче:

а) если 𝑣(𝑡)— локально интегрируемая функция, то, используя прежнее
обозначение 𝑉 (𝑧), выпишем

𝑢(𝑥; 𝑡) = −𝑎𝑉
(︁
𝑡− 𝑥

𝑎

)︁
+ 𝑎

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
[︁
𝑉
(︁
𝑡− 𝑥

𝑎
− 2

𝑘𝑙

𝑎

)︁
+ 𝑉

(︁
𝑡+

𝑥

𝑎
− 2

𝑘𝑙

𝑎

)︁]︁
;

б) если 𝑣(𝑡) = 𝛿(𝑡), то

𝑢(𝑥; 𝑡) = −𝑎𝜗
(︁
𝑡− 𝑥

𝑎

)︁
+ 𝑎

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
[︁
𝜗
(︁
𝑡− 𝑥

𝑎
− 2

𝑘𝑙

𝑎

)︁
+ 𝜗

(︁
𝑡+

𝑥

𝑎
− 2

𝑘𝑙

𝑎

)︁]︁
.

Приведем результат непосредственного использования соотношений (23).
Рассмотрим уравнение (25) при нулевых начальных условиях (3) и следу-
ющих граничных условиях для закрепленной и свободной на конце 𝑥 = 𝑙:
струны [1]:

𝑢(0; 𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑢(𝑙; 𝑡) = 0; (27)
𝑢(0; 𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑢𝑥(𝑙; 𝑡) = 0. (28)

Учитывая (23), решения операторного уравнения при граничных условиях

𝑈(0; 𝑝) = 𝐺(𝑃 ), 𝑈(𝑙; 𝑝) = 0 (условия (27))

и

𝑈(0; 𝑝) = 𝐺(𝑃 ),
𝑑𝑈(𝑙; 𝑝)

𝑑𝑥
= 0 (условия (28))
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представляем в виде

𝑈(𝑥; 𝑝) =
𝐺(𝑝)(𝑒−

𝑥
𝑎
𝑝 − 𝑒−( 2𝑙−𝑥

𝑎
)𝑝)

1− 𝑒−
2𝑙
𝑎
𝑝

и 𝑈(𝑥; 𝑝) =
𝐺(𝑝)(𝑒−

𝑥
𝑎
𝑝 + 𝑒−( 2𝑙−𝑥

𝑎
)𝑝)

1 + 𝑒−
2𝑙
𝑎
𝑝

.

Отсюда находим решение задач с граничными условиями (27) и (28):

𝑢(𝑥; 𝑡) = 𝑔
(︁
𝑡− 𝑥

𝑎

)︁
+

∞∑︁
𝑘=1

[︁
𝑔
(︁
𝑡− 𝑥

𝑎
− 2

𝑘𝑙

𝑎

)︁
− 𝑔
(︁
𝑡+

𝑥

𝑎
− 2

𝑘𝑙

𝑎

)︁]︁
;

𝑢(𝑥; 𝑡) = 𝑔
(︁
𝑡− 𝑥

𝑎

)︁
+

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
[︁
𝑔
(︁
𝑡− 𝑥

𝑎
− 2

𝑘𝑙

𝑎

)︁
− 𝑔
(︁
𝑡+

𝑥

𝑎
− 2

𝑘𝑙

𝑎

)︁]︁
.

2.2. Интеграл Дюамеля с точки зрения теории обобщенных функ-
ций [1,16,20]. Введем решение 𝑈(𝑥; 𝑡), отвечающее однородному уравнению
(1), (2), нулевым начальным условиям Коши (3) и, в зависимости от заданных
граничных условий (4) или (5), специальным граничным условиям:

𝑈(0; 𝑡) = 𝜗(𝑡), lim
𝑥→∞

𝑈(𝑥; 𝑡) = 0 (граничные условия (4))

или
𝑈𝑥(0; 𝑡) = 𝜗(𝑡), lim

𝑥→∞
𝑈(𝑥; 𝑡) = 0 (граничные условия (5)).

Для того чтобы полученные далее выражения имели один и тот же вид для
заданных условий (4) или (5), примем здесь, что в этих условиях обозначения
правых частей одинаковые, т. е. 𝑔(𝑡) = 𝑣(𝑡).

Теорема 3 (интеграл Дюамеля). Решение однородной задачи (1), (2) при
нулевых начальных условиях (3) и граничных условиях (4) или (5) можно
выразить через соответствующую функцию 𝑈(𝑥; 𝑡) в алгебре свертки по
формуле

𝑢(𝑥; 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

(︀
𝑈(𝑥; 𝑡) * 𝑔(𝑡)

)︀
= 𝑈𝑡(𝑥; 𝑡) * 𝑔(𝑡) = 𝑈(𝑥; 𝑡) * 𝑔′(𝑡), (29)

где дифференцирование понимается в смысле теории обобщенных функций.

Д о к а з ат е л ь ств о. Будем рассматривать решение в алгебре 𝐷′
+(𝑡),

при этом переменная 𝑥 рассматривается как параметр. В этой алгебре ре-
шение представляется в виде

𝑢(𝑥; 𝑡) = 𝑈(𝑥; 𝑡) * 𝛿′(𝑡) * 𝑔(𝑡). (30)

Действительно, из определения 𝑈(𝑥; 𝑡), а также правила дифференциро-
вания свертки функций, согласно которому эта операция может быть отне-
сена только к 𝑈(𝑥; 𝑡), решение 𝑢(𝑥; 𝑡) удовлетворяет однородному уравнению
(1), (2), нулевым начальным условиям (3) и граничному условию 𝑢(∞; 𝑡) = 0.

Проверим в случае задания граничное условие (4) для 𝑥 = 0:

𝑢(0; 𝑡) = 𝑈(0; 𝑡) * 𝛿′(𝑡) * 𝑔(𝑡) = 𝜗(𝑡) * 𝛿′(𝑡) * 𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑡).
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Проверка граничного условия (5) проводится аналогично.
Из (30) следует, что

𝑢(𝑥; 𝑡) =
(︀
𝑈(𝑥; 𝑡) * 𝑔(𝑡)

)︀
* 𝛿′(𝑡) = 𝜕

𝜕𝑡

(︀
𝑈(𝑥; 𝑡) * 𝑔(𝑡)

)︀
,

откуда следует (29). �
Приведем некоторые практические формулы реализации теоремы Дюаме-

ля, которые нетрудно получить из (29) в зависимости от заданной функции
𝑔(𝑡) в начальных условиях [20]:

𝑢(𝑥; 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝑈(𝑥; 𝑡− 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0
𝑈𝑡(𝑥; 𝑡− 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 =

= 𝑈(𝑥; 𝑡)𝑔(0) +

∫︁ 𝑡

0
𝑈(𝑥; 𝑡− 𝜏)𝑔′(𝜏)𝑑𝜏, (31)

где 𝑔(𝑡) и 𝑔′(𝑡)— обычные кусочно-непрерывные функции;

𝑢(𝑥; 𝑡) =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝜗
(︀
𝑡− 𝑡𝑖

)︀
𝑈
(︀
𝑥; 𝑡− 𝑡𝑖

)︀
, (32)

где 𝑔(𝑡) =
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝜗(𝑡− 𝑡𝑖), 𝑐𝑖 — постоянные.

Замечание 2. Теорема 3, как нетрудно видеть, справедлива, если однород-
ное уравнение (1), (2), отвечающее нулевым начальным условиям (3), задано
на отрезке 𝑥 ∈ [0; 𝑙]. В этом случае должны быть указаны граничные усло-
вия при 𝑥 = 𝑙, которым в месте с условием 𝑈(0; 𝑡) = 𝜗(𝑡) или 𝑈𝑥(0; 𝑡) = 𝜗(𝑡)
должна удовлетворять функция 𝑈(𝑥; 𝑡).

На известном примере покажем применение теоремы.
2.3. Распределение температуры в полуограниченном стержне.

Пусть в начальный момент времени тонкий стержень имеет нулевую тем-
пературу и задана функция изменения температуры — 𝑔(𝑡) при 𝑥 = 0. Та-
ким образом, решаем уравнение теплопроводности при следующих началь-
ных и граничных условиях:(︁ 𝜕
𝜕𝑡

−𝑎2 𝜕
2

𝜕𝑥2

)︁
𝑢(𝑥; 𝑡) = 0; 𝑢(𝑥; 0) = 0; 𝑢(0; 𝑡) = 𝑔(𝑡); lim

𝑥→∞
𝑢(𝑥; 𝑡) = 0. (33)

Здесь удобно применить теорему Дюамеля. Найдем вспомогательное ре-
шение 𝑈(𝑥; 𝑡), отвечающее начальному условию 𝑈(0; 𝑡) = 𝜗(𝑡). Соответству-
ющее операторное уравнение

𝑝𝑈 − 𝑎2
𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
= 0

при граничных условиях

𝑈(0; 𝑝) =
1

𝑝
, lim

𝑥→∞,Re 𝑝>0
𝑈(𝑥; 𝑝) → 0
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имеет решение

𝑈(𝑥; 𝑝) =
𝑒−

𝑥
𝑎

√
𝑝

𝑝
.

Используя известное соотношение преобразования Лапласа [3]

𝑒−𝛼
√
𝑝

𝑝
↔ Erf

(︁ 𝛼

2
√
𝑡

)︁
(𝛼 > 0),

получаем
𝑈(𝑥; 𝑡) = Erf

(︁ 𝑥

2𝑎
√
𝑡

)︁
= 1− erf

(︁ 𝑥

2𝑎
√
𝑡

)︁
,

где

erf(𝑧) =
2√
𝜋

∫︁ 𝑧

0
𝑒−𝜏

2
𝑑𝜏.

Выпишем решение задачи (33) для частных случаев:
а) если 𝑔(𝑡)— непрерывная функция, то, используя второе соотношение

формулы (29) или (31), будем иметь

𝑢(𝑥; 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑈𝑡(𝑥; 𝑡− 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 =

𝑥

2𝑎
√
𝜋

∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝜏)

(𝑡− 𝜏)3/2
𝑒
− 𝑥2

4𝑎2(𝑡−𝜏)𝑑𝜏 ;

б) если 𝑔(𝑡) = 𝜗(𝑡−1)−𝜗(𝑡−2), то, используя третье соотношение формулы
(29) или формулу (32), будем иметь

𝑢(𝑥; 𝑡) = 𝜗(𝑡− 1)Erf
(︁ 𝑥

2𝑎
√
𝑡− 1

)︁
− 𝜗(𝑡− 2)Erf

(︁ 𝑥

2𝑎
√
𝑡− 2

)︁
.

Выводы. Приведенная теория и практика применения операторного ис-
числения Микусинского на основе алгебры свертки обобщенных функций 𝐷′

+
и 𝐷′

− к решению линейных уравнений в частных производных с постоянными
коэффициентами показывает следующее:

1) возможно рассмотрение уравнений, заданных на всей оси;
2) использование формальных свойств алгебры свертки и правил диффе-

ренцирования обобщенных функций позволяет получить компактные
доказательства теорем, а также упростить нахождение и форму пред-
ставления решений, в том числе при задании разрывных начальных
условий;

3) применение рядов сверточных операторов обобщенных функций попол-
няет арсенал средств для нахождения решений — оригиналов по най-
денному выражению изображения.

К ограничению применения рассматриваемого операторного исчисления
следует отнести то, что он использует функции только одной переменной.
В то же время вместе с более общим преобразованием Фурье и другими инте-
гральными преобразованиями благодаря большой базе данных для преобра-
зования Лапласа предлагаемый подход может найти место в математической
физике. Это, прежде всего, традиционное для операционного исчисления на-
правление — решение нестационарных задач.
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Construction of Mikusinski operational calculus based
on the convolution algebra of distributions.
Methods for solving mathematical physics problems

I. L. Kogan
Russian State Agrarian University – Moscow Agricultural Academy after K. A. Timiryazev,
49, Timiryazevskaya st., Moscow, 127550, Russian Federation.

Abstract
A new justification is given for the Mikusinsky operator calculus entirely

based on the convolution algebra of generalized functions 𝐷′
+ and 𝐷′

−, as
applied to the solution of linear partial differential equations with constant
coefficients in the region (𝑥; 𝑡) ∈ R(R+)×R+. The mathematical apparatus
used is based on the current state of the theory of generalized functions and
its one of the main differences from the theory of Mikusinsky is that the
resulting images are analytical functions of a complex variable. This allows
us to legitimate the Laplace transform in the algebra 𝐷′

+ (𝑥 ∈ R+), and
apply the algebra to the region of negative values of the argument with the
use of algebra 𝐷′

−. On classical examples of second-order equations of hy-
perbolic and parabolic type, in the case 𝑥 ∈ R, questions of the definition
of fundamental solutions and the Cauchy problem are stated, and on the
segment and the half-line 𝑥 ∈ R+, non-stationary problems in the proper
sense are considered. We derive general formulas for the Cauchy problem,
as well as circuit of fundamental solutions definition by operator method.
When considering non-stationary problems we introduce the compact proof
of Duhamel theorem and derive the formulas which allow optimizing obtain-
ing of solutions, including problems with discontinuous initial conditions.
Examples of using series of convolution operators of generalized functions
are given to find the originals. The proposed approach is compared with clas-
sical operational calculus based on the Laplace transform, and the theory of
Mikusinsky, having the same ratios of the original image on the positive half-
axis for normal functions allows us to consider the equations posed on the
whole axis, to facilitate the obtaining and presentation of solutions. These
examples illustrate the possibilities and give an assessment of the efficiency
of the use of operator calculus.

Keywords: calculus of Mikusiński, space of distributions, convolution of
distributions, convolution algebra, Laplace transform, Duhamel integral.
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