
Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2018. Т. 22, № 2. С. 254–268
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) http://doi.org/10.14498/vsgtu1597

УДК 517.977.56

Необходимое условие оптимальности второго
порядка в задачах управления, описываемых
системой интегро-дифференциальных
уравнений с запаздыванием

М. Дж. Марданов1, К. Б. Мансимов2,3, Н. Г. Абдуллаева3

1 Институт математики и механики НАН Азербайджана,
Азербайджан, AZ1141, Баку, ул. Б. Вахабзаде, 9.
2 Бакинский государственный университет,
Азербайджан, AZ1148, Баку, ул. ак. З Халилова, 23.
3 Институт систем управления НАН Азербайджана,
Азербайджан, AZ1141, Баку, ул. Б. Вахабзаде 9.

Аннотация
Рассматривается задача оптимального управления, описываемая си-

стемой интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра с запаз-
дывающим аргументом и многоточечным критерием качества. При пред-
положении открытости области управления вычислены первая и вторая
вариации критерия качества. Из равенства нулю первой вариации функ-
ционала качества вдоль оптимального процесса выведено необходимое
условие оптимальности первого порядка в форме аналога уравнения Эй-
лера. Далее получено неявное необходимое условие оптимальности вто-
рого порядка, с помощью которого установлено довольно общее, но кон-
структивно проверяемое необходимое условие оптимальности второго
порядка. Полученные результаты могут быть использованы для постро-
ения легко проверяемых необходимых условий оптимальности особых
в классическом смысле управлений.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение типа Воль-
терра, оптимальное уравнение, необходимое условие оптимальности в ин-
тегральной форме, аналог уравнения Эйлера, классическая экстремаль,
необходимое условие оптимальности второго порядка.
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Введение. Многие процессы из механики, биофизики и других обла-
стей описываются интегро-дифференциальными уравнениями типа Вольтер-
ра (см., например, работы [1–10]).

В работах [5–8, 10–16 и др.] исследованы различные задачи оптимального
управления, описываемые интегро-дифференциальными уравнениями типа
Вольтерра. Найдены необходимые условия оптимальности первого порядка,
доказаны теоремы существования оптимальных управлений.

В предлагаемой работе рассматривается одна задача оптимального управ-
ления, описываемая системой интегро-дифференциальных уравнений типа
Вольтерра с запаздыванием. При предположении открытости области управ-
ления получены необходимые условия оптимальности первого и второго по-
рядков.

1. Постановка задачи. Рассмотрим управляемый процесс, описываемый
системой интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра с запазды-
ванием

�̇� = 𝑓
(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡)

)︀
+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐾
(︀
𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑥

(︀
ℎ(𝜏)

)︀
, 𝑢(𝜏)

)︀
𝑑𝜏, 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], (1)

с начальным условием

𝑥(𝑡) = 𝑎(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐸𝑡0 = [ℎ(𝑡0), 𝑡0]. (2)

Здесь 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢) (𝐾(𝑡, 𝜏, 𝑥, 𝑦, 𝑢)) — заданная 𝑛-мерная вектор-функция, непре-
рывная в 𝑇 × R𝑛 × R𝑛 × R𝑟 (𝑇 × 𝑇 × R𝑛 × R𝑛 × R𝑟) вместе с частными
производными по переменным 𝑥, 𝑦, 𝑢 до второго порядка включительно;
ℎ(𝑡) (ℎ(𝑡) < 𝑡)— заданная непрерывно дифференцируемая скалярная функ-
ция, причем ℎ̇(𝑡) > 0; 𝑎(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐸𝑡0 — заданная непрерывная начальная век-
тор-функция; 𝑢(𝑡)— 𝑟-мерная кусочно-непрерывная (с конечным числом то-
чек разрыва первого рода) вектор-функция управляющих воздействий со
значениями из заданного непустого, ограниченного и открытого множества
𝑈 ⊂ R𝑟:

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ R𝑟, 𝑡 ∈ 𝑇. (3)

Такие управляющие функции назовем допустимыми.
Предполагается, что каждому допустимому управлению 𝑢(𝑡) соответству-

ет единственное решение 𝑥(𝑡) (в смысле, например, [6,8,10]) начальной задачи
(1), (2).

На решениях системы (1), (2), порожденных всевозможными допустимы-
ми управлениями, определим многоточечный функционал

𝑆(𝑢) = 𝜙
(︀
𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘)

)︀
. (4)
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Здесь 𝑇𝑖 ∈ (𝑡0, 𝑡1]— заданные точки, причем 𝑡0 < 𝑇1 < 𝑇2 < . . . , < 𝑇𝑘 6 𝑡1, а
𝜙(𝑎1, 𝑎2, . . . , , 𝑎𝑘)— заданная дважды непрерывно дифференцируемая в R𝑛𝑘
скалярная функция.

Рассмотрим задачу оминимуме функционала (4) при ограничениях (1)–(3).
Допустимое управление 𝑢(𝑡), являющееся решением поставленной задачи,

назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс (𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡))—
оптимальным процессом.

Как видно, многоточечный функционал (4) является обобщением терми-
нального функционала.

Перейдем к выводу необходимых условий оптимальности.
2. Вариации функционалов и необходимые условия оптимально-

сти. Пусть 𝑢(𝑡) и 𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡) + Δ𝑢(𝑡)— два допустимых управления. Через
𝑥(𝑡) и 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡)+Δ𝑥(𝑡) обозначим соответствующие им решения задачи (1),
(2) и вычислим приращение функционала качества:

Δ𝑆(𝑢) = 𝑆(𝑢)− 𝑆(𝑢) =

= 𝜙
(︀
𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘)

)︀
− 𝜙

(︀
𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘)

)︀
. (5)

Введем функцию Гамильтона—Понтрягина

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜓(𝑡)) = 𝜓′(𝑡)𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢) +

∫︁ 𝑡1

𝑡
𝜓′(𝜏)𝐾(𝜏, 𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)𝑑𝜏,

где предполагается 𝑦(𝑡) ≡ 𝑥
(︀
ℎ(𝑡)

)︀
. Здесь 𝜓 = 𝜓(𝑡)— 𝑛-мерная вектор-функ-

ция сопряженных переменных, являющаяся решением задачи (сопряженная
система)

𝜓(𝑡) =

∫︁ 𝑡1

𝑡
𝐻𝑥

(︀
𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑦(𝜏), 𝑢(𝜏), 𝜓(𝜏)

)︀
𝑑𝜏−

−
𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑡)
𝜕

𝜕𝑎𝑖
𝜙
(︀
𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘)

)︀
+

+

∫︁ 𝑡1

𝑡
𝐻𝑦

(︀
𝑟(𝜏), 𝑥(𝑟(𝜏)), 𝑥(𝜏), 𝑢(𝑟(𝜏)), 𝜓

(︀
𝑟(𝜏)

)︀)︀
�̇�(𝜏)𝑑𝜏, (6)

где 𝜓(𝑡) ≡ 0 при 𝑡 > 𝑡1, 𝛼(𝑡)— характеристическая функция отрезка [𝑡0, 𝑇𝑖],
а 𝑟(𝑡)— функция обратная к ℎ(𝑡).

При некоторых предположениях (см., например, [8, 10]) можно доказать
существование кусочно-непрерывного решения задачи (6).

Приращение (5) функционала качества при помощи формулы Тейлора
представляется в виде

Δ𝑆(𝑢) =
𝑘∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑎𝑖
𝜙′(︀𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘))︀Δ𝑥(𝑇𝑖)+

+
1

2

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑘∑︁
𝑖=1

Δ𝑥′(𝑇𝑖)
𝜕2

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝜙
(︀
𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘)

)︀
Δ𝑥(𝑇𝑗)+
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+ 𝑜1

(︂(︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

Δ‖𝑥(𝑇𝑖)‖
)︂2)︂

+

+

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝜓′(𝑡)Δ�̇�(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝐻 ′
𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑥(𝑡)𝑑𝑡−

−
∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝐻 ′
𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑦(𝑡)𝑑𝑡−

−
∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝐻 ′
𝑢

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑢(𝑡)𝑑𝑡−

− 1

2

∫︁ 𝑡1

𝑡0

[︁
Δ𝑥′(𝑡)𝐻𝑥𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑥(𝑡)+

+Δ𝑥′(𝑡)𝐻𝑥𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑦(𝑡)+

+Δ𝑦′(𝑡)𝐻𝑦𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑥(𝑡)+

+Δ𝑦′(𝑡)𝐻𝑦𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑦(𝑡)+

+ 2Δ𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑥(𝑡) +

+ 2Δ𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑦(𝑡) +

+Δ𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑢

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑢(𝑡)

]︂
𝑑𝑡−

−
∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑜2

(︁[︀
‖Δ𝑥(𝑡)‖+ ‖Δ𝑦(𝑡)‖+ ‖Δ𝑢(𝑡)‖

]︀2)︁
𝑑𝑡. (7)

Выполним некоторые преобразования над слагаемыми формулы (7):∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝐻 ′
𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑥
(︀
ℎ(𝑡)

)︀
𝑑𝑡 =

=

∫︁ ℎ(𝑡1)

ℎ(𝑡0)
𝐻 ′
𝑦

(︀
𝑟(𝑡), 𝑥

(︀
𝑟(𝑡)

)︀
, 𝑥(𝑡), 𝑢

(︀
𝑟(𝑡)

)︀
, 𝜓
(︀
𝑟(𝑡)

)︀)︀
Δ𝑥(𝑡)�̇�(𝑡)𝑑𝑡 =

=

∫︁ ℎ(𝑡1)

𝑡0

𝐻 ′
𝑦

(︀
𝑟(𝑡), 𝑥

(︀
𝑟(𝑡)

)︀
, 𝑥(𝑡), 𝑢

(︀
𝑟(𝑡)

)︀
, 𝜓
(︀
𝑟(𝑡)

)︀)︀
�̇�(𝑡)Δ𝑥(𝑡)𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑡1

𝑡0

[︂∫︁ 𝑡1

𝑡
𝐻 ′
𝑦

(︀
𝑟(𝜏), 𝑥

(︀
𝑟(𝜏)

)︀
, 𝑥(𝜏), 𝑢

(︀
𝑟(𝜏)

)︀
, 𝜓
(︀
𝑟(𝜏)

)︀)︀
�̇�(𝜏)𝑑𝜏

]︂
Δ�̇�(𝑡)𝑑𝑡, (8)

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝐻 ′
𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑥(𝑡)𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑡1

𝑡0

[︂∫︁ 𝑡1

𝑡
𝐻 ′
𝑥

(︀
𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑥

(︀
ℎ(𝜏)

)︀
, 𝑢(𝜏), 𝜓(𝜏)

)︀
𝑑𝜏

]︂
Δ�̇�(𝑡)𝑑𝑡, (9)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑎𝑖
𝜙′(︀𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘))︀Δ𝑥(𝑇𝑖) =
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=

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑡)
𝜕

𝜕𝑎𝑖
𝜙
(︀
𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘)

)︀
Δ�̇�(𝑡)𝑑𝑡. (10)

С учетом тождеств (8)–(10) из (7) получаем, что если 𝜓(𝑡) является реше-
нием сопряженной системы (6), то приращение функционала качества может
быть представлено в виде

Δ𝑆(𝑢) = −
∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝐻 ′
𝑢

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑢(𝑡)𝑑𝑡+

+
1

2

𝑘∑︁
𝑖,𝑗=1

Δ𝑥′(𝑇𝑖)
𝜕2

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝜙
(︀
𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘)

)︀
Δ𝑥(𝑇𝑗)−

− 1

2

∫︁ 𝑡1

𝑡0

[︁
Δ𝑥′(𝑡)𝐻𝑥𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑥(𝑡)+

+Δ𝑦′(𝑡)𝐻𝑦𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑥(𝑡)+

+Δ𝑥′(𝑡)𝐻𝑥𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑦(𝑡)+

+Δ𝑦′(𝑡)𝐻𝑦𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑦(𝑡)

]︁
𝑑𝑡−

− 2

∫︁ 𝑡1

𝑡0

[︁
Δ𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑥(𝑡)+

+Δ𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑦(𝑡)

]︁
𝑑𝑡−

− 1

2

∫︁ 𝑡1

𝑡0

Δ𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑢

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
Δ𝑢(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜂1(𝑢; Δ𝑢), (11)

где обозначено

𝜂1(𝑢; Δ𝑢) = 𝑜1

(︂(︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

Δ‖𝑥(𝑇𝑖)‖
)︂2)︂

−
∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑜2

(︁[︀
‖Δ𝑥(𝑡)‖+‖Δ𝑦(𝑡)‖+‖Δ𝑢(𝑡)‖

]︀2)︁
𝑑𝑡.

Пусть 𝜀— произвольное достаточно малое по абсолютной величине чис-
ло, а 𝛿𝑢(𝑡)— произвольная кусочно-непрерывная 𝑟-мерная вектор-функция
со значениями из 𝑅𝑟 (допустимая вариация управления).

В силу открытости области управления специальное приращение допу-
стимого управления 𝑢(𝑡) можно определить по формуле

Δ𝑢𝜀(𝑡) = 𝜀𝛿𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇. (12)

Через Δ𝑥𝜀(𝑡) обозначим специальное приращение траектории 𝑥(𝑡), отве-
чающее специальному приращению (12) управления 𝑢(𝑡).

Пусть по определению 𝑢𝜀(𝑡) = 𝑢(𝑡) + Δ𝑢𝜀(𝑡), 𝑥𝜀(𝑡) = 𝑥(𝑡) + Δ𝑥𝜀(𝑡).
Из (1), (2) следует, что Δ𝑥𝜀(𝑡) является решением следующей линеаризо-

ванной задачи:

Δ�̇�𝜀(𝑡) = 𝑓𝑥
(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡)

)︀
Δ𝑥𝜀(𝑡)+
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+ 𝑓𝑦
(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡)

)︀
Δ𝑦𝜀(𝑡)+

+ 𝑓𝑢
(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡)

)︀
Δ𝑢𝜀(𝑡)+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

[︁
𝐾𝑥

(︀
𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑥

(︀
ℎ(𝜏)

)︀
, 𝑢(𝜏)

)︀
Δ𝑥𝜀(𝜏)+

+𝐾𝑦

(︀
𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑥

(︀
ℎ(𝜏)

)︀
, 𝑢(𝜏)

)︀
Δ𝑦𝜀(𝜏)+

+𝐾𝑢

(︀
𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑥

(︀
ℎ(𝜏)

)︀
, 𝑢(𝜏)

)︀
Δ𝑢𝜀(𝜏)

]︁
𝑑𝜏+

+ 𝑜3
(︀
‖Δ𝑥𝜀(𝜏)‖+ ‖Δ𝑦𝜀(𝜏)‖+ ‖Δ𝑢𝜀(𝜏)‖

)︀
+

+

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑜4
(︀
‖Δ𝑥𝜀(𝜏)‖+ ‖Δ𝑦𝜀(𝜏)‖+ ‖Δ𝑢𝜀(𝜏)‖

)︀
𝑑𝜏, (13)

где

Δ𝑥𝜀(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ∈ 𝐸𝑡0 . (14)

С применением (13), (14) доказывается
Лемма. Для Δ𝑥𝜀(𝑡) справедливо следующее разложение:

Δ𝑥𝜀(𝑡) = 𝜀𝛿𝑥(𝑡) + 𝑜(𝜀; 𝑡), (15)

где 𝛿𝑥(𝑡) (вариация траектории) является решением задачи

𝛿�̇�𝜀(𝑡) = 𝑓𝑥
(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(ℎ(𝑡)), 𝑢(𝑡)

)︀
𝛿𝑥(𝑡) + 𝑓𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(ℎ(𝑡)), 𝑢(𝑡)

)︀
𝛿𝑦(𝑡)+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

[︁
𝐾𝑥

(︀
𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑥

(︀
ℎ(𝜏)

)︀
, 𝑢(𝜏)

)︀
𝛿𝑥(𝜏)+𝐾𝑦

(︀
𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑥

(︀
ℎ(𝜏)

)︀
, 𝑢(𝜏))𝛿𝑦(𝜏)

]︁
𝑑𝜏+

+ 𝑓𝑢
(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡)

)︀
𝛿𝑢(𝑡) +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐾𝑢

(︀
𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑥(ℎ(𝜏)), 𝑢(𝜏)

)︀
𝛿𝑢(𝜏)𝑑𝜏, (16)

где

𝛿𝑥𝜀(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ∈ 𝐸𝑡0 . (17)

Уравнение (16) назовем уравнением в вариациях для рассматриваемой
задачи.

Учитывая (12), (15), из формулы приращения (11) получаем справедли-
вость разложения

Δ𝑆𝜀(𝑢) = 𝑆(𝑢+ 𝜀𝛿𝑢)− 𝑆(𝑢) =

= −𝜀
∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝐻 ′
𝑢

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(ℎ(𝑡)), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑢(𝑡)𝑑𝑡+

+
𝜀2

2

{︂ 𝑘∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛿𝑥′(𝑇𝑖)
𝜕2

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝜙
(︀
𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘)

)︀
𝛿𝑥(𝑇𝑗)−

−
∫︁ 𝑡1

𝑡0

[︁
𝛿𝑥′(𝑡)𝐻𝑥𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑥(𝑡)+
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+ 𝛿𝑥′(𝑡)𝐻𝑥𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑦(𝑡)+

+ 𝛿𝑦′(𝑡)𝐻𝑦𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑥(𝑡)+

+ 𝛿𝑦′(𝑡)𝐻𝑦𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑦(𝑡)+

+ 2𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑥(𝑡) +

+ 2𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑦(𝑡) +

+ 𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑢

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑢(𝑡)

]︁
𝑑𝑡

}︂
. (18)

Из разложения (18) в силу определения первой и второй вариаций произ-
водной (в классическом смысле) функционала (см., например, [7,12,13,18,19])
следует, что

𝛿1𝑆(𝑢; 𝛿𝑢) = −
∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝐻 ′
𝑢

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑢(𝑡)𝑑𝑡,

𝛿2𝑆(𝑢; 𝛿𝑢) =
𝑘∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛿𝑥′(𝑇𝑖)
𝜕2

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝜙
(︀
𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘)

)︀
𝛿𝑥(𝑇𝑗)−

−
∫︁ 𝑡1

𝑡0

[︁
𝛿𝑥′(𝑡)𝐻𝑥𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(ℎ(𝑡)), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑥(𝑡)+

+ 𝛿𝑥′(𝑡)𝐻𝑥𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑦(𝑡)+

+ 𝛿𝑦′(𝑡)𝐻𝑦𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑥(𝑡)+

+ 𝛿𝑦′(𝑡)𝐻𝑦𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑦(𝑡)+

+ 2𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑥(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(ℎ(𝑡)), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))𝛿𝑥(𝑡) +

+ 2𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑦(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(ℎ(𝑡)), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))𝛿𝑦(𝑡) +

+ 𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑢

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑢(𝑡)

]︁
𝑑𝑡.

Известно (см., например, [17,18]), что в случае открытости области управ-
ления вдоль оптимального процесса для всех допустимых вариаций управле-
ния первая вариация функционала качества равна нулю, а вторая — неотри-
цательна:

𝛿1𝑆(𝑢; 𝛿𝑢) = −
∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝐻 ′
𝑢

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 0, (19)

𝛿2𝑆(𝑢; 𝛿𝑢) =
𝑘∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛿𝑥′(𝑇𝑖)
𝜕2

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝜙
(︀
𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘)

)︀
𝛿𝑥(𝑇𝑗)−

−
∫︁ 𝑡1

𝑡0

[︁
𝛿𝑥′(𝑡)𝐻𝑥𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(ℎ(𝑡)), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑥(𝑡)+

+ 𝛿𝑥′(𝑡)𝐻𝑥𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑦(𝑡)+

260



Необходимое условие оптимальности второго порядка. . .

+ 𝛿𝑦′(𝑡)𝐻𝑦𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑥(𝑡)+

+ 𝛿𝑦′(𝑡)𝐻𝑦𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑦(𝑡)+

+ 2𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑥(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(ℎ(𝑡)), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))𝛿𝑥(𝑡) +

+ 2𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑦(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(ℎ(𝑡)), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))𝛿𝑦(𝑡) +

+ 𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑢

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
𝛿𝑢(𝑡)

]︁
𝑑𝑡 > 0 (20)

для всех 𝛿𝑢(𝑡) ∈ R𝑟, 𝑡 ∈ 𝑇 , где 𝛿𝑥(𝑡)— решение уравнения в вариациях (16), (17).
При помощи тождества (19) по схеме из [17] доказывается
Теорема (Аналог уравнения Эйлера). Для оптимальности допустимо-

го управления 𝑢(𝑡) в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы соотношение

𝐻 ′
𝑢

(︀
𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑥

(︀
ℎ(𝜃)

)︀
, 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃)

)︀
= 0, (21)

выполнялось для всех 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1).

Здесь и далее 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1), 𝜃 ̸= 𝑇𝑖 — произвольная точка непрерывности
управления 𝑢(𝑡).

Каждое допустимое управление, удовлетворяющее уравнению Эйлера (21),
назовем классической экстремалью в задаче (1)–(4). Ясно, что оптимальное
управление (если оно существует) находится среди классических экстрема-
лей. Поэтому возникает необходимость в сужении множества классических
экстремалей, а для этого надо иметь необходимые условия оптимальности
второго порядка.

Неравенство (20) является неявным необходимым условием оптимально-
сти второго порядка. Но, опираясь на него, можно получить необходимые
условия оптимальности, выраженные непосредственно через параметры за-
дачи (1)–(4).

В дальнейшем для простоты изложения будем использовать обозначения
следующего типа:

𝐻𝑥(𝑡) ≡ 𝐻𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
, 𝐻𝑦(𝑡) ≡ 𝐻𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
,

𝐻𝑥𝑦(𝑡) ≡ 𝐻𝑥𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
, 𝐻𝑥𝑥(𝑡) ≡ 𝐻𝑥𝑥

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
,

𝐻𝑢(𝑡) ≡ 𝐻𝑢

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
, 𝐻𝑢𝑢(𝑡) ≡ 𝐻𝑢𝑢

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
,

𝑓𝑥(𝑡) ≡ 𝑓𝑥
(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡)

)︀
, 𝑓𝑦(𝑡) ≡ 𝑓𝑦

(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡)

)︀
,

𝑓𝑢(𝑡) ≡ 𝑓𝑢
(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡)

)︀
, 𝐾𝑥(𝑡, 𝜏) ≡ 𝐾𝑥

(︀
𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑥

(︀
ℎ(𝜏)

)︀
, 𝑢(𝜏)

)︀
,

𝐾𝑢(𝑡, 𝜏) ≡ 𝐾𝑢

(︀
𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑥

(︀
ℎ(𝜏)

)︀
, 𝑢(𝜏)

)︀
, 𝐾𝑦(𝑡, 𝜏) ≡ 𝐾𝑦

(︀
𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑥

(︀
ℎ(𝜏)

)︀
, 𝑢(𝜏)

)︀
.

Уравнение (16) является линейным неоднородным интегро-дифференци-
альным уравнением типа Вольтерра. На основе формулы об интегральном
представлении решений линейных неоднородных интегро-дифференциаль-
ных уравнений типа Вольтерра (см., например, [9]) имеем

𝛿𝑥(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐹 (𝑡, 𝑠)

[︂
𝑓𝑢(𝑠)𝛿𝑢(𝑠) +

∫︁ 𝑠

𝑡0

𝐾𝑢(𝑠, 𝜏)𝛿𝑢(𝜏)𝑑𝜏

]︂
𝑑𝑠 =

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐹 (𝑡, 𝑠)𝑓𝑢(𝑠)𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

𝑡0

[︂∫︁ 𝑠

𝑡0

𝐹 (𝑡, 𝑠)𝐾𝑢(𝑠, 𝜏)𝛿𝑢(𝜏)𝑑𝜏

]︂
𝑑𝑠 =
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=

∫︁ 𝑡

𝑡0

[︂
𝐹 (𝑡, 𝑠)𝑓𝑢(𝑠) +

∫︁ 𝑡

𝑠
𝐹 (𝑡, 𝜏)𝐾𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏

]︂
𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠. (22)

Здесь 𝐹 (𝑡, 𝜏)— (𝑛×𝑛)-матричная функция, являющаяся решением следующе-
го интегро-дифференциального уравнения типа Вольтерра:

𝐹𝑡(𝑡, 𝜏) = 𝑓𝑥
(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥

(︀
ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑢(𝑡)

)︀
𝐹 (𝑡, 𝜏)+

+ 𝑓𝑦(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(ℎ(𝑡)), 𝑢(𝑡))𝐹 (ℎ(𝑡)), 𝜏)+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐾𝑥

(︀
𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑥

(︀
ℎ(𝜏)

)︀
, 𝑢(𝜏)

)︀
𝐹 (𝑡, 𝜏)𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐾𝑦

(︀
𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑥

(︀
ℎ(𝜏)

)︀
, 𝑢(𝜏)

)︀
𝐹 (ℎ(𝑡), 𝜏)𝑑𝜏,

где

𝐹 (𝜏, 𝜏) = 𝐸, 𝐹 (𝑡, 𝜏) = 0, 𝜏 > 𝑡. (23)

В предположении

𝑄(𝑡, 𝑠) = 𝐹 (𝑡, 𝑠)𝑓𝑢(𝑠) +

∫︁ 𝑡

𝑠
𝐹 (𝑡, 𝜏)𝐾𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏

представление (22) записывается в виде

𝛿𝑥(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑄(𝑡, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠. (24)

Отсюда в силу (23)

𝛿𝑥(ℎ(𝑡)) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑄(ℎ(𝑡), 𝑠)𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠, (25)

𝛿𝑥(𝑇𝑖) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝛼𝑖(𝑡)𝑄(𝑇𝑖, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠, (26)

где, как и выше, 𝛼𝑖(𝑡)— характеристическая функция отрезка [𝑡0, 𝑇1].
Используя формулы (24)–(26), преобразуем отдельные слагаемые в нера-

венстве (20):∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑥(𝑡)𝛿𝑥(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑡1

𝑡0

[︂∫︁ 𝑡

𝑡0

𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑥(𝑡)𝑄(𝑡, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠

]︂
𝑑𝑡, (27)∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑦(𝑡)𝛿𝑥(ℎ(𝑡))𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑡1

𝑡0

[︂∫︁ 𝑡

𝑡0

𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑦(𝑡)𝑄(ℎ(𝑡), 𝑠)𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠

]︂
𝑑𝑡,(28)

𝑘∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛿𝑥′(𝑇𝑖)
𝜕2

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝜙
(︀
𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘)

)︀
𝛿𝑥(𝑇𝑗) =
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=

∫︁ 𝑡1

𝑡0

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑘∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖(𝜏)𝛼𝑗(𝑠)𝛿𝑢
′(𝜏)𝑄′(𝑇𝑖, 𝜏)×

× 𝜕2

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝑄(𝑇𝑗 , 𝑠)𝜙

(︀
𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘)

)︀
𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏. (29)

Далее по схеме из [19–21] имеем∫︁ 𝑡1

𝑡0

[︁
𝛿𝑥′(𝑡)𝐻𝑥𝑥(𝑡)𝛿𝑥(𝑡) + 𝛿𝑥′(𝑡)𝐻𝑥𝑦(𝑡)𝛿𝑦(𝑡) + 𝛿𝑦′(𝑡)𝐻𝑦𝑦(𝑡)𝛿𝑦(𝑡)

]︁
𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑡1

𝑡0

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝛿𝑢′(𝜏)

{︂∫︁ 𝑡1

max(𝜏,𝑠)

[︁
𝑄′(𝑡, 𝜏)𝐻𝑥𝑥(𝑡)𝑄(𝑡, 𝑠) +𝑄′(︀ℎ(𝑡), 𝜏)︀𝐻𝑦𝑥(𝑡)𝑄(𝑡, 𝑠)+

+𝑄′(𝑡, 𝑠)𝐻𝑥𝑦(𝑡)𝑄
(︀
ℎ(𝑡), 𝑠

)︀
+𝑄′(︀ℎ(𝑡), 𝜏)︀𝐻𝑦𝑦(𝑡)𝑄

(︀
ℎ(𝑡), 𝑠

)︀]︁
𝑑𝑡

}︂
𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏. (30)

Положим

𝑀(𝜏, 𝑠) =

= −
𝑘∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖(𝜏)𝛼𝑗(𝑠)𝑄
′(𝑇𝑖, 𝑠)

𝜕2

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝜙
(︀
𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), . . . , 𝑥(𝑇𝑘)

)︀
𝑄(𝑇𝑗 , 𝑠)+

+

∫︁ 𝑡1

𝑚𝑎𝑥(𝜏,𝑠)

[︁
𝑄′(𝑡, 𝜏)𝐻𝑥𝑥(𝑡)𝑄(𝑡, 𝑠) +𝑄′(ℎ(𝑡), 𝜏)𝐻𝑦𝑥(𝑡)𝑄(𝑡, 𝑠)+

+𝑄′(𝑡, 𝑠)𝐻𝑥𝑦(𝑡)𝑄
(︀
ℎ(𝑡), 𝑠

)︀
+𝑄′(︀ℎ(𝑡), 𝜏)︀𝐻𝑦𝑦(𝑡)𝑄

(︀
ℎ(𝑡), 𝑠

)︀]︁
𝑑𝑡. (31)

С учетом тождеств (27)–(30) и обозначения (31) неравенство (20) записы-
вается в виде∫︁ 𝑡1

𝑡0

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝛿𝑢′(𝜏)𝑀(𝜏, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏+

+ 2

∫︁ 𝑡1

𝑡0

[︂∫︁ 𝑡

𝑡0

𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑥(𝑡)𝑄(𝑡, 𝜏)𝛿𝑢(𝜏)𝑑𝜏

]︂
𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑡1

𝑡0

[︂∫︁ 𝑡

𝑡0

𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑦(𝑡)𝑄(ℎ(𝑡), 𝑠)𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠

]︂
𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑢(𝑡)𝛿𝑢(𝑡)𝑑𝑡 6 0. (32)

Сформулируем полученный результат.
Теорема. Для оптимальности классической экстремали 𝑢(𝑡) в задаче

(1)–(4) необходимо, чтобы неравенство (32) выполнялось для всех 𝛿𝑢(𝑡) ∈ R𝑟,
𝑡 ∈ 𝑇.

Неравенство (32) является квадратичным интегральным необходимым ус-
ловием оптимальности второго порядка. Из него можно получить ряд отно-
сительно легко проверяемых необходимых условий оптимальности и в част-
ности — аналог условия Лежандра—Клебша и многоточечные необходимые
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условия оптимальности особых в классическом смысле [17, 19, 21] управле-
ний.

Замечание. Квазиособые управления в задачах оптимального управления
системами интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра исследо-
ваны в работе [13].

Заключение. При помощи модификации метода приращений вычислены
первая и вторая вариации функционала качества и с их помощью установле-
ны неявные необходимые условия оптимальности первого и второго порядков,
позволяющие получить необходимые условия оптимальности, выраженные
непосредственно через параметры рассматриваемой задачи.

Конкурирующие интересы. Мы не имеем конкурирующих интересов.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
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Библиографический список
1. Алексеев В. М., Тихомиров В. М., Фомин С. В. Оптимальное управление. М.: Наука,

1979. 432 с.
2. Appell J. M., Kalitvin A. S., Zabrejko P. P. Partial integral operators and integro-differential

equations / Pure and Applied Mathematics. New York: CRC Press, 2000. x+578 pp. doi: 10.
1201/9781482270402.

3. Volterra V. Theory of functionals and of integral and integro-differential equations. London:
Blackie & Son, 1930. xiv+226 pp.

4. Васильева А. Б., Тихонов А. Н. Интегральные уравнения. М.: Физматлит, 2002. 160 с.
5. Warga J. Optimal control of differential and functional equations. New York, London: Aca-

demic Press, 1972. xiii+531 pp. doi: 10.1016/c2013-0-11669-8.
6. Васильев Ф. П. Условия оптимальности для некоторых классов систем, не разрешен-

ных относительно производной // Докл. АН СССР, 1969. Т. 184, №6. С. 1267–1270.
7. Васильев Ф. П. Об условиях существования седловой точки в детерминированных иг-

рах для интегро-дифференциальных систем с запаздыванием нейтрального типа // Ав-
томат. и телемех., 1972. №2. С. 40–50.

8. Васильев Ф. П. Об условиях существования седловой точки в детерминированных
интегро-дифференциальных играх с запаздыванием при наличии параметров // Ж.
вычисл. матем. и матем. физ., 1970. Т. 10, №1. С. 15–25.

9. Ведь Ю. А., Пахыров З. Об ограниченности и устойчивости решений интегро-
дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом // Дифференц. уравне-
ния, 1969. Т. 5, №11. С. 2050–2061.

10. Габасов Р., Кириллова Ф. М. Принцип максимума в теории оптимального управления.
Минск: Наука и техника, 1974. 272 с.

11. Габасов Р., Кириллова Ф. М. Качественная теория оптимальных процессов. М.: На-
ука, 1971. 508 с.

12. Марданов М. Дж., Гасанов К. К. Условия оптимальности в системах интегро-
дифференциальных уравнений с запаздыванием // Изв. АН Азерб. ССР. Сер. физ.-
техн. и мат. наук, 1972. №3. С. 114–119.

13. Mardanov M. J., Mansimov K. B. Necessary optimality conditions of quasi-singular con-
trols in optimal control // Proc. Inst. Math. Mech. of Azerbaijan. Ser. Phys.-Tech. Math.
Sci., 2015. vol. 41, no. 1. pp. 113–122, Retrieved from http://proc.imm.az/volumes/41-1/
41-01-12.pdf (December 27, 2017).

264

http://dx.doi.org/10.1201/9781482270402
http://dx.doi.org/10.1201/9781482270402
http://dx.doi.org/10.1016/c2013-0-11669-8
http://proc.imm.az/volumes/41-1/41-01-12.pdf
http://proc.imm.az/volumes/41-1/41-01-12.pdf


Необходимое условие оптимальности второго порядка. . .

14. Меликов Т. К. Исследование особых процессов в некоторых оптимальных системах:
Автореф. дисс. . . . канд. физ.-мат. наук. Баку: Ин-т матем. и механ., 1976. 17 с.

15. Марданов М. Дж. Некоторые вопросы теории оптимального управления в системах
интегро-дифференциальных уравнений: Автореф. дисс. . . . канд. физ.-мат. наук. Баку:
Ин-т матем. и механ., 1976. 21 с.

16. Меликов Т. К., Аббасова С. С. Аналог условия Лежандра–Клебша в оптимальных
системах интегро-дифференциальных уравнений нейтрального типа: Деп. в Азер-
байджанском научно-исследовательском институте научно-технической информации,
№ 2222-Аз 94, 1994.

17. Габасов Р., Кириллова Ф. М. Особые оптимальные управления. М.: Наука, 1973. 256 с.
18. Демьянов В. Ф. Условия экстремума и вариационное исчисление. М.: Высш. шк., 2005.

335 с.
19. Мансимов К. Б. Особые управления в системах с запаздыванием. Баку: Елм, 1999.

174 с.
20. Мансимов К. Б., Марданов М. Дж. Качественная теория оптимального управления

системами Гурса–Дарбу. Баку: Элм, 2010. 360 с.
21. Мансимов К. Б. Многоточечные необходимые условия оптимальности особых в клас-

сическом смысле управлений в системах с запаздыванием // Дифференц. уравнения,
1985. Т. 21, № 3. С. 527–530.

265



Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki
[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2018, vol. 22, no. 2, pp. 254–268
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) http://doi.org/10.14498/vsgtu1597

MSC: 49K15, 49K21, 45J05, 45D99, 37N40

Integral necessary condition of optimality of the second
order for control problems described by system
of integro-differential equations with delay

M. J. Mardanov1, K. B. Mansimov2,3, N. H. Abdullayeva3

1 Institute of Mathematics and Mechanics, Azerbaijan National Academy of Sciences,
9, Bakhtiyar Vahabzade st., Baku, AZ1141, Azerbaijan.
2 Baku State University,
23, Acad. Zahid Khalilov st., Baku, AZ1148, Azerbaijan.
3 Institute of Control Systems, Azerbaijan National Academy of Sciences,
9, Bakhtiyar Vahabzade st., Baku, AZ1141, Azerbaijan.

Abstract
We consider the optimal control problem that is described by the system

of integro-differential equations of the Volterra type with delay and mul-
tipoint performance criterion. The first and the second variations of the
performance criterion are calculated under the hypothesis that the control
domain is open. The necessary condition of the first order optimality in
the form analogous to the Euler equations is deduced from the equality of
the first variation of performance criterion and zero along the optimal pro-
cess. Next, the implicit necessary condition of the second order optimality is
obtained, which helps to establish rather general but constructively verified
necessary condition for the second order optimality. The obtained results are
applicable for constructing easy-verifying necessary conditions of optimality
for the singular (in the usual sense) controls.
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