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Аннотация

Использование многочлена Тейлора второй степени при аппроксима-
ции производных конечными разностями приводит ко второму поряд-
ку аппроксимации традиционного метода сеток при численном интегри-
ровании обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка
с переменными коэффициентами. В работе при исследовании краевых
задач для обыкновенных дифференциальных уравнений третьего по-
рядка с переменными коэффициентами рассмотрен предложенный ранее
метод численного интегрирования, использующий средства матричного
исчисления, в котором аппроксимация производных конечными разно-
стями не использовалась. Согласно указанному методу, при составле-
нии системы разностных уравнений может быть выбрана произвольная
степень многочлена Тейлора в разложении искомого решения задачи
в ряд Тейлора. Вычислена невязка и дана оценка порядка аппроксима-
ции метода в зависимости от выбранной степени многочлена Тейлора
при использовании четырехточечного шаблона. Теоретически выявле-
ны закономерности между порядком аппроксимации матричного метода
и степенью используемого многочлена Тейлора. Установлено, что поря-
док аппроксимации пропорционален степени используемого многочлена
Тейлора и меньше нее на две единицы.

При использовании пятиточечного шаблона предложена процедура
построения фиктивного граничного условия, позволяющая построить
замкнутую систему разностных уравнений матричного метода числен-
ного интегрирования. Система разностных уравнений разбита на две
подсистемы: в первую подсистему вошли два уравнения, первое из ко-
торых содержит заданное значение производной в граничных условиях
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задачи, второе — вычисленное из фиктивного граничного условия зна-
чение; во вторую подсистему вошли оставшиеся разностные уравнения
построенной замкнутой системы. Вычислена невязка и дана оценка по-
рядка аппроксимации метода в зависимости от выбранной степени мно-
гочлена Тейлора при использовании пятиточечного шаблона. Теорети-
чески выявлены закономерности между порядком аппроксимации мат-
ричного метода и степенью используемого многочлена Тейлора. Уста-
новлено следующее:

а) порядок аппроксимации первой подсистемы, второй подсистемы
при четном значении степени используемого многочлена Тейлора
и всей задачи пропорционален этой степени и меньше нее на две
единицы;

б) порядок аппроксимации второй подсистемы при нечетном значе-
нии степени используемого многочлена Тейлора пропорционален
этой степени и меньше нее на единицу.

Ключевые слова: обыкновенные дифференциальные уравнения, кра-
евые задачи, порядок аппроксимации, численные методы, многочлены
Тейлора.

Получение: 16 октября 2017 г. / Исправление: 3 февраля 2018 г. /
Принятие: 12 марта 2018 г. / Публикация онлайн: 31 марта 2018 г.

Предложенный в работе [1] метод, использующий средства матричного
исчисления и численного интегрирования краевых задач для обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка (ОДУ2) с переменными ко-
эффициентами позволяет удерживать произвольное число членов в разло-
жении в ряд Тейлора искомого решения задачи, отказавшись при этом от
аппроксимации производных конечными разностями. Известно, что исполь-
зование конечных разностей приводит ко второму порядку аппроксимации
при численном интегрировании краевых задач как для ОДУ2 [2–7], так и для
ряда краевых задач для дифференциальных уравнений в частных производ-
ных [5–11]. Последнее обусловлено тем, что при аппроксимации производных
было удержано всего три члена в разложении в ряд Тейлора искомого ре-
шения задачи, или, что то же самое, был использован многочлен Тейлора
второй степени. Оценка порядка аппроксимации матричного метода при ин-
тегрировании краевых задач для ОДУ2 дана в [12], где показано, что для
граничных условий первого, второго и третьего рода порядок аппроксима-
ции пропорционален степени используемого многочлена Тейлора и меньше
него на единицу во всех случаях, кроме граничных условий первого рода при
четной степени используемого многочлена Тейлора — в этом случае порядок
аппроксимации совпадает со степенью многочлена Тейлора.

Поставим целью исследовать возможность использования матричного ме-
тода при численном интегрировании краевых задач в области интегрирова-
ния [a, b] для ОДУ3

s(t)x′′′ + r(t)x′′ + p(t)x′ + q(t)x = f(t) (1)

с граничными условиями

x(a) = x̃0, x′(a) = x̃′0, x(b) = x̃n, (2)
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где x(t)—искомое решение; s(t), r(t), p(t), q(t), f(t)— заданные функции,
дифференцируемые нужное число раз; x̃0, x̃′0, x̃n — заданные числа, с после-
дующим вычислением порядка аппроксимации разностной краевой задачи
в зависимости от используемой степени многочлена Тейлора и числа узлов
сетки в шаблоне.

Далее будем придерживаться принятых в [5] обозначений:
1) D— область интегрирования, ограниченная отрезком [a, b]; Dh — узлы

сетки, определяемые значениями ti = t0 + ih, i = 1, 2, . . . , n; t0 = a,
tn = b, h = (b− a)/n, n+ 1—число узлов сетки;

2) x(t)—функция, являющаяся точным решением краевой задачи (1), (2);
3) [x]h — сеточная функция, совпадающая с точным решением в узлах сет-

ки Dh;
4) x(h) —искомая сеточная функция.
Для краткости примем для любой функции обозначение ϕ(ti) = ϕi, где

ti — узел сетки Dh.
В дальнейшем опустим индекс h в наименованиях сеточных функций [x]h,

x(h) и будем особо оговаривать случаи, в которых используется функция x(t),
являющаяся точным решением задачи.

1. Выбор узлов сетки при использовании четырехточечного шаб-
лона. В матричном методе численного интегрирования краевых задач мини-
мальная степень используемого многочлена Тейлора, что соответствует про-
стейшему случаю, совпадает со старшей степенью производной в исследуе-
мом ОДУ [1]; поэтому в начале остановимся на использовании многочленов
Тейлора степени k = 3.

В соответствии с матричным методом [1] при исследовании краевых задач
для ОДУ2 в простейшем случае (при k = 2) необходимо составить систему
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), в которую следует внести:

а) два многочлена Тейлора степени k = 2, полученных из двух разло-
жений в ряд Тейлора искомого точного решения x(t) в окрестностях
слева и справа от некоторого внутреннего узла ti, i = 1, 2, . . . , n − 1,
сетки Dh —последнее приводит к появлению трехточечного шаблона
ti−1, ti, ti+1, где, как нетрудно заметить, узел ti является центральным
узлом шаблона;

б) исследуемое ОДУ2, записанное в центральном узле ti шаблона.
Преобразование полученной замкнутой СЛАУ, как показано в [13], при-

водит к разностному уравнению традиционного метода сеток [5]. Отметим,
что в простейшем случае число уравнений в замкнутой СЛАУ на единицу
превышает число k.

Наличие старшей производной третьей степени в левой части уравне-
ния (1) указывает на то, что в простейшем случае СЛАУ краевой задачи
(1), (2) при построении разностного уравнения должна содержать четыре
уравнения с четырьмя неизвестными значениями искомой сеточной функ-
ции x, записанными или в узлах ti−2, ti−1, ti, ti+1, i = 2, 3, . . . , n − 1, или в
узлах ti−1, ti, ti+1, ti+2, i = 1, 2, . . . , n − 2. В указанных двух шаблонах бу-
дем использовать три многочлена Тейлора, записанных в окрестностях слева
и справа от узла ti, который в дальнейшем будем называть ведущим узлом
шаблона. Первый из указанных выше четырехточечных шаблонов будем да-
лее называть правым (ведущий узел ti расположен ближе к правой границе
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шаблона) четырехточечным шаблоном или просто правым шаблоном, вто-
рой — левым шаблоном. Добавление ОДУ3 (1), записанного в ведущем узле
ti, к трем многочленам Тейлора замкнет СЛАУ, позволяющую построить раз-
ностное уравнение.

Выясним, следует ли отдавать предпочтение тому или иному из двух шаб-
лонов.

Для ведущих узлов ti, i = 1, 2, . . . , n−2, используем левые шаблоны. После
выписывания многочленов Тейлора добавим к ним ОДУ3 (1), записанное в
ведущем узле ti. В итоге получим следующую СЛАУ:

xi − hx′i +
h2

2!
x′′i −

h3

3!
x′′′i = xi−1,

xi + hx′i +
h2

2!
x′′i +

h3

3!
x′′′i = xi+1,

xi + 2hx′i + 22
h2

2!
x′′i + 23

h3

3!
x′′′i = xi+2,

qixi + pix
′
i + rix

′′
i + six

′′′
i = fi.

(3)

В матричной форме система уравнений (3) в обозначениях

A3i =


1 −h h2

2! −h3

3!

1 h h2

2!
h3

3!

1 2h 22 h
2

2! 23 h
3

3!

qi pi ri si

 , W 3i =

 xix′ix′′i
x′′′i

 , G3i =

xi−1xi+1

xi+2

fi


имеет вид

A3iW 3i = G3i.

Здесь и далее первый верхний индекс k (сейчас k = 3) означает степень
используемого многочлена Тейлора P k, если речь не идет о показателях ал-
гебраических степеней, порядках производных, символах обратных матриц
и транспонировании; второй из пары верхних индексов в наименованиях мат-
риц и их элементов означает номер ведущего узла сетки. Матрицы Aki, как
и ранее в [12, 13], будем называть локальными матрицами.

Предполагая существование обратной матрицы B3i = (A3i)−1 от локаль-
ной матрицы A3i, найдем W 3i = (A3i)−1G3i, или в координатной форме

xi = b3i11 xi−1 + b3i12 xi+1 + b3i13 xi+2 + b3i14 fi, (4)

x′i = b3i21 xi−1 + b3i22 xi+1 + b3i23 xi+2 + b3i24 fi, (5)

x′′i = b3i31 xi−1 + b3i32 xi+1 + b3i33 xi+2 + b3i34 fi, (6)

x′′′i = b3i41 xi−1 + b3i42 xi+1 + b3i43 xi+2 + b3i44 fi, (7)

где b3ilm — элементы матрицы B3i в ведущем узле ti.
Выполненные выше действия для узла ti назовем для краткости проце-

дурой построения (ПП) с использованием левого шаблона.
Из равенств (4) составим систему разностных уравнений

−b3i11xi−1 + xi − b3i12xi+1 − b3i13xi+2 = b3i14fi, i = 1, 2, . . . , n− 2, (8)
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для левого шаблона.
Отметим, что в системе (8) число неизвестных (совпадающее с числом

внутренних узлов сетки Dh и поэтому равное n − 1) на единицу превышает
число разностных уравнений (совпадающее с числом ведущих узлов сетки).
Однако пока не использовано второе граничное условие x′(a) = x̃′0 в (2).

Для замыкания системы (8) в ведущем узле t1 выполним ПП с использова-
нием левого шаблона, в которой вместо первого по счету многочлена Тейлора
для функции x, как это было сделано в (3), запишем многочлен Тейлора для
производной x′. Тогда полученная таким образом система

x′1 − hx′′1 +
h2

2!
x′′′1 = x′0,

x1 + hx′1 +
h2

2!
x′′1 +

h3

3!
x′′′1 = x2,

x1 + 2hx′1 + 22
h2

2!
x′′1 + 23

h3

3!
x′′′1 = x3,

q1x1 + p1x
′
1 + r1x

′′
1 + s1x

′′′
1 = f1

(9)

позволит построить, с учетом (2), недостающее в (8) разностное уравнение

−c3111x̃′0 + x1 − c3112x2 − c3113x3 = c3114f1,

где c31lm — элементы матрицы C31 = (A31)−1; A31 —локальная матрица, при
построении которой использована система (9).

В итоге получим следующую разностную краевую задачу, которую за-
пишем в компактной символической форме в обозначениях, заимствованных
из [5]:

L3
h,Lx = f3h,L, (10)

где принято

L3
h,Lx =



x1
c3114
− c3112
c3114

x2 −
c3113
c3114

x3,

x1
b3114
− b3112
b3114

x2 −
b3113
b3114

x3,

−b
3i
11

b3i14
xi−1 +

xi
b3i14
− b3i12
b3i14

xi+1 −
b3i13
b3i14

xi+2, i = 2, 3, . . . , n− 3,

−b
3(n−2)
11

b
3(n−2)
14

xn−3 +
xn−2

b
3(n−2)
14

− b
3(n−2)
12

b
3(n−2)
14

xn−1,

(11)

f3h,L =



f1 +
c3111
c3114

x̃′0,

f1 +
b3111
b3114

x̃0,

fi, i = 2, 3, . . . , n− 3,

fn−2 +
b
3(n−2)
13

b
3(n−2)
14

x̃n,

(12)
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а нижний индекс L означает, что были использованы только левые шаблоны.
Решение задачи (10) дает значения искомой сеточной функции xi во внут-

ренних узлах ti, i = 1, 2, . . . , n− 1, сетки Dh; значения в граничных узлах t0,
tn определены граничными условиями (2).

Отметим недостатки полученных расчетных формул для левых шаблонов.
Во-первых, после нахождения решения задачи (10) равенства (5)–(7) позво-
ляют вычислить производные вплоть до третьего порядка во всех внутренних
узлах сетки, кроме узла tn−1, который не являлся ведущим узлом ни разу.
Во-вторых, узел t1 был ведущим дважды, а именно при построении матриц
B31 и C31, что дублирует формулы для вычисления производных в этом узле.

При использовании в ПП правого шаблона вместо (10)–(12) будет полу-
чено

L3
h,Rx = f3h,R, (13)

где принято

L3
h,Rx =



−c
32
12

c3214
x1 +

x2
c3214
− c3213
c3214

x3,

−b
32
12

b3214
x1 +

x2
b3214
− b3213
b3214

x3,

−b
3i
11

b3i14
xi−2 −

b3i12
b3i14

xi−1 +
xi

b3i14
− b3i13
b3i14

xi+1, i = 3, 4, . . . , n− 2,

−b
3(n−1)
11

b
3(n−1)
14

xn−3 −
b
3(n−1)
12

b
3(n−1)
14

xn−2 +
xn−1

b
3(n−1)
14

,

f3h,R =



f2 +
c3211
c3214

x̃′0,

f2 +
b3211
b3214

x̃0,

fi, i = 3, 4, . . . , n− 2,

fn−1 +
b
3(n−1)
13

b
3(n−1)
14

x̃n,

а нижний индекс R означает, что были использованы только правые шабло-
ны.

Решение задачи (13) дает значения искомой сеточной функции xi во внут-
ренних узлах ti, i = 1, 2, . . . , n− 1, сетки Dh; значения в граничных узлах t0,
tn определены граничными условиями (2).

Полученные расчетные формулы для правых шаблонов обладают теми
же недостатками, что и для левых шаблонов. С одной стороны, после на-
хождения решения задачи (13) равенства (5)–(7) позволяют вычислить про-
изводные вплоть до третьего порядка во всех внутренних узлах сетки, кро-
ме узла t1, который не являлся ведущим узлом ни разу. С другой стороны,
узел t2 был ведущим дважды, а именно при построении матриц B32 и C32,
что дублирует формулы для вычисления производных в этом узле. Одна-
ко ситуацию довольно просто исправить — для этого достаточно вместо C32

вычислить матрицу C31 в узле t1 с помощью системы (9), при построении
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которой выполнена ПП с левым шаблоном, а затем использовать только пра-
вые шаблоны. В итоге получим следующую задачу, в которой использован
смешанный вариант ПП:

L3
hx = f3h , (14)

где принято

L3
hx =



x1
c3114
− c3112
c3114

x2 −
c3113
c3114

x3,

−b
32
12

b3214
x1 +

x2
b3214
− b3213
b3214

x3,

−b
3i
11

b3i14
xi−2 −

b3i12
b3i14

xi−1 +
xi
b3i14
− b3i13
b3i14

xi+1, i = 3, 4, . . . , n− 2,

−b
3(n−1)
11

b
3(n−1)
14

xn−3 −
b
3(n−1)
12

b
3(n−1)
14

xn−2 +
xn−1

b
3(n−1)
14

,

(15)

f3h =



f1 +
c3111
c3114

x̃′0,

f2 +
b3211
b3214

x̃0,

fi, i = 3, 4, . . . , n− 2,

fn−1 +
b
3(n−1)
13

b
3(n−1)
14

x̃n.

(16)

Очевидно, что для граничных условий вида

x(a) = x̃0, x(b) = x̃n, x′(b) = x̃′n

сначала следует (n − 2) раза использовать левый шаблон, а затем один раз
использовать правый шаблон.

Вопрос о влиянии вида шаблона на порядок аппроксимации разностной
краевой задачи обсуждается ниже.

2. Численное интегрирование краевых задач для ОДУ3 при ис-
пользовании четырехточечного шаблона. Исследуем разностную крае-
вую задачу при различных значениях k.

Для некоторого фиксированного k > 3, что приведет к увеличению чис-
ла слагаемых в многочленах Тейлора, в узле сетки t1 выполним ПП с ис-
пользованием левого шаблона лишь с тем отличием от приведенной выше
процедуры, что СЛАУ (9) дополним уравнениями(

q1x1 + p1x
′
1 + r1x

′′
1 + s1x

′′′
1

)(r)
= f

(r)
1 , r = 1, 2, . . . , k − 3, (17)

полученными дифференцированием обеих частей ОДУ3 (1) и записанными
в узле t1; в узлах сетки ti, i = 2, 3, . . . , n− 1 выполним ПП с использованием
правого шаблона, дополнив систему вида (3) уравнениями (17), записанными
в узлах ti. В итоге вместо (14)–(16) получим разностную краевую задачу

Lk
hx = fkh , (18)
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где принято

Lk
hx =



x1

ck114
− ck112
c3114

x2 −
ck113
ck114

x3,

−b
k2
12

bk214
x1 +

x2

bk214
− bk213
bk214

x3,

−b
ki
11

bki14
xi−2 −

bki12
bki14

xi−1 +
xi

bki14
− bki13
bki14

xi+1, i = 3, 4, . . . , n− 2,

−b
k(n−1)
11

b
k(n−1)
14

xn−3 −
b
k(n−1)
12

b
k(n−1)
14

xn−2 +
xn−1

b
k(n−1)
14

,

(19)

fkh =



f1 +
k+1∑
m=5

ck11m
ck114

f
(m−4)
1 +

ck111
ck114

x̃′0,

f2 +

k+1∑
m=5

bk21m
bk214

f
(m−4)
2 +

bk211
bk214

x̃0,

fi +
k+1∑
m=5

bki1m
bki14

f
(m−4)
i , i = 3, 4, . . . , n− 2,

fn−1 +
k+1∑
m=5

b
k(n−1)
1m

b
k(n−1)
14

f
(m−4)
n−1 +

b
k(n−1)
13

b
k(n−1)
14

x̃n,

(20)

решение которой дает значения искомой сеточной функции xi во внутренних
узлах ti, i = 1, 2, . . . , n − 1, сетки Dh; значения в граничных узлах t0, tn
определены граничными условиями (2); производные во внутренних узлах ti
могут быть вычислены по формулам

x
(l−1)
1 = ck1l1 x̃

′
0 + ck1l2 x2 + ck1l3 x3 + ck1l4 f1 +

k+1∑
m=5

ck1lmf
(m−4)
1 , (21)

x
(l−1)
i = bkil1xi−2 + bkil2xi−1 + bkil3xi+1 + bkil4fi +

k+1∑
m=5

bkilmf
(m−4)
i , (22)

где l = 2, 3, . . . , k + 1, i = 2, 3, . . . , n− 1.

3. Вычисление порядка аппроксимации разностной краевой за-
дачи при использовании четырехточечного шаблона. Сеточная функ-
ция xi, i = 0, 1, . . . , n, являющаяся решением некоторой разностной краевой
задачи, при подстановке в уравнения этой разностной краевой задачи обратит
их в верные равенства. В [5] показано, что подстановка в уравнения задачи
сеточной функции [xi], отличающейся от xi, приведет к некоторому отличию
от верных равенств. Эти отличия характеризуются невязкой δfkh [5]. Иными
словами, подстановка [x] в Lk

hx = fkh приведет к равенству

Lk
h[x] = fkh + δfkh . (23)
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В соответствии с [5] в качестве оценки величины невязки примем норму

‖δfkh‖ = max
(
|δfkh0|, |δfkh1|, |δfkh2|, . . . , |δfkh,n−1|, |δfkhn|

)
, (24)

где первые две и последняя компоненты характеризуют меры отличий, по-
явление которых обусловлено граничными условиями (2), остальные— остав-
шимися разностными уравнениями задачи (18). Отметим, что величины невя-
зок |δfkh0|, |δfkhn|, появление которых обусловлено первым и третьим гранич-
ными условиями в (2), как показано в [5], обращаются в нуль.

Согласно [5, 7], разностная краевая задача аппроксимирует дифференци-
альную краевую задачу на точном решении x(t), если ‖δfkh‖ → 0 при h→ 0.
Если при этом имеет место неравенство |δfkh‖ 6 Chk, где C > 0, k > 0—
некоторые постоянные, не зависящие от h, то говорят, что имеет место ап-
проксимация порядка k относительно величины h.

Вычислим порядок аппроксимации разностной краевой задачи (18).
Исследование рассматриваемой задачи, в которой используем смешанный

вариант ПП, начнем с ПП, использующей левый шаблон, т.е. исследуем ве-
дущий узел t1 для граничного условия x′(a) = x̃′0.

При фиксированном k > 3 вместо многочленов Тейлора используем точ-
ные равенства

[x′1]− h[x′′1] +
h2

2!
[x′′′1 ] + · · ·+ (−1)k−1

hk−1

(k − 1)!
[x

(k)
1 ] = [x′0]−R

k−1
0 ,

[x1] + h[x′1] +
h2

2!
[x′′1] +

h3

3!
[x′′′1 ] + · · ·+

hk

k!
[x

(k)
1 ] = [x2]−Rk

2 ,

[x1] + 2h[x′1] + 22
h2

2!
[x′′1] + 23

h3

3!
[x′′′1 ] + · · ·+ 2k

hk

k!
[x

(k)
1 ] = [x3]−Rk

3 ,

гдеRk−1
0 ,Rk

2 ,Rk
3 —дополнительные члены разложений в ряд Тейлора в форме

Лагранжа [14]:

Rk−1
i =

hk+1

(k + 1)!
x(k+1)(ξi) = O(hk+1), ξi ∈ (t1, t3), i = 0, 2, 3.

Тогда получим

[x′1]− h[x′′1] +
h2

2!
[x′′′1 ] + · · ·+ (−1)k−1

hk−1

(k − 1)!
[x

(k)
1 ] = [x′0]−R

k−1
0 ,

[x1] + h[x′1] +
h2

2!
[x′′1] +

h3

3!
[x′′′1 ] + · · ·+

hk

k!
[x

(k)
1 ] = [x2]−Rk

2 ,

[x1] + 2h[x′1] + 22
h2

2!
[x′′1] + 23

h3

3!
[x′′′1 ] + · · ·+ 2k

hk

k!
[x

(k)
1 ] = [x3]−Rk

3 ,

q1[x1] + p1[x
′
1] + r1[x

′′
1] + s1[x

′′′
1 ] = f1,

q′1 [x1] + (q1 + p′1) [x
′
1] + (p1 + r′1) [x

′′
1] + (r1 + s′1) [x

′′′
1 ] + s1 [x

(4)
1 ] = f ′1,

· · ·
q
(k−3)
1 [x1] + · · ·+ s1[x

(k)
1 ] = f

(k−3)
1 .

(25)

161



Макл а к о в В. Н., С т е л ьм а х Я. Г.

В матричной форме система (25) в обозначениях

Ak1 =



0 1 −h h2

2! . . . (−1)k−1 hk−1

(k−1)!
1 h h2

2!
h3

3! . . . hk

k!

1 2h 22 h
2

2! 23 h
3

3! . . . 2k hk

k!
q1 p1 r1 s1 . . . 0
q′1 q1 + p′1 p1 + r′1 r1 + s′1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

q
(k−3)
1 . . . . . . . . . . . . s1


,

[W k1] =
[
[x1] [x

′
1] [x

′′
1] [x

′′′
1 ] [x

(4)
1 ] . . . [x

(k)
1 ]
]>
,

[Gk1] =
[
[x′0]−Rk−1

0 [x2]−Rk
2 [x3]−Rk

3 f1 f ′1 . . . f
(k−3)
1

]>
имеет вид

Ak1[W k1] = [Gk1].

В предположении существования обратной матрицы Ck1 = (Ak1)−1 от ло-
кальной матрицы Ak1 найдем Ck1[Gk1] = [W k1]. Выпишем первое уравнение
последнего матричного равенства:

ck111
(
[x′0]−Rk−1

0

)
+ ck112

(
[x2]−Rk

2

)
+ ck113

(
[x3]−Rk

3

)
+

+ ck114f1 +
k+1∑
m=5

ck11mf
(m−4)
1 = [x1], (26)

где ck11m — элементы матрицы Ck1 в узле t1.
Преобразуем равенство (26) к виду

− ck111
ck114

[x′0] +
[x1]

ck114
− ck112
ck114

[x2]−
ck113
ck114

[x3] =

= f1 +

k+1∑
m=5

ck11m
ck114

f
(m−4)
1 − ck111 R

k−1
0 + ck112 R

k
2 + ck113 R

k
3

ck114
. (27)

Выполняя ПП с использованием правых шаблонов в оставшихся ведущих
узлах сетки, получим

− bki11
bki14

[xi−2]−
bki12
bki14

[xi−1] +
[xi]

bki14
− bki13
bki14

[xi+1] = fi +

k+1∑
m=5

bki1m
bki14

f
(m−4)
i −

−
bki11R

k
i−2 + bki12R

k
i−1 + bki13R

k
i+1

bki14
, i = 2, 3, . . . , n− 1. (28)

Равенства (27), (28) с учетом граничных условий (2) преобразуем к виду
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[x1]

ck114
− ck112
ck114

[x2]−
ck113
ck114

[x3] =

= f1 +
k+1∑
m=5

ck11m
ck114

f
(m−4)
1 +

ck111
ck114

x̃′0 −
ck111R

k−1
0 + ck112R

k
2 + ck113R

k
3

ck114
, (29)

− bk212
bk214

[x1] +
[x2]

bk214
− bk213
bk214

[x3] =

= f2 +
k+1∑
m=5

bk21m
bk214

f
(m−4)
2 +

bk211
bk214

x̃0 −
bk211R

k
0 + bk212R

k
1 + bk213R

k
3

bk214
, (30)

− bki11
bki14

[xi−2]−
bki12
bki14

[xi−1] +
[xi]

bki14
− bki13
bki14

[xi+1] = fi +
k+1∑
m=5

bki1m
bki14

f
(m−4)
i −

−
bki11R

k
i−2 + bki12R

k
i−1 + bki13R

k
i+1

bki14
, i = 3, 4, . . . , n− 2, (31)

− b
k(n−1)
11

b
k(n−1)
14

[xn−3]−
b
k(n−1)
12

b
k(n−1)
14

[xn−2] +
[xn−1]

b
k(n−1)
14

= fn−1 +

k+1∑
m=5

b
k(n−1)
1m

b
k(n−1)
14

f
(m−4)
n−1 +

+
b
k(n−1)
13

b
k(n−1)
14

x̃n −
b
k(n−1)
11 Rk

n−3 + b
k(n−1)
12 Rk

n−2 + b
k(n−1)
13 Rk

n

b
k(n−1)
14

. (32)

Отбрасывание последних дробей в равенствах (29)–(32), что равносильно
переходу от точного решения [xi] к искомому приближенному xi, приведет
эти равенства к уравнениям разностной краевой задачи (18)–(20). Следова-
тельно, в соответствии с (23), последние дроби в равенствах (29)–(32) харак-
теризуют величину невязки в уравнениях задачи, при построении которых
были использованы ведущие узлы ti, i = 1, 2, . . . , n− 1. В итоге для рассмат-
риваемой задачи имеем

δfkh =



−
ck111R

k−1
0 + ck112R

k
2 + ck113R

k
3

ck114
,

−
bk211R

k
0 + bk212R

k
1 + bk213R

k
3

bk214
,

−
bki11R

k
i−2 + bki12R

k
i−1 + bki13R

k
i+1

bki14
, i = 3, 4, . . . , n− 2,

−
b
k(n−1)
11 Rk

n−3 + b
k(n−1)
12 Rk

n−2 + b
k(n−1)
13 Rk

n

b
k(n−1)
14

,
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или

δfkh =


−
ck111R

k−1
0 + ck112R

k
2 + ck113R

k
3

ck114
,

−
bki11R

k
i−2 + bki12R

k
i−1 + bki13R

k
i+1

bki14
, i = 2, 3, . . . , n− 1,

(33)

где, напомним, первая компонента характеризует величину невязки, появле-
ние которой обусловлено вторым граничным условием в (2).

Непосредственными вычислениями можно для любого k > 3 убедиться
в справедливости оценок

Mki
1j ≈ (si)

k−1M3i
1j , i = 2, 3, . . . , n− 1, j = 1, 2, 3, 4, (34)

гдеMki
1j — алгебраическое дополнение элемента aki1j матрицы (Aki)>, получен-

ной ПП, использующей правый шаблон. Воспользуемся в дальнейшем извест-
ными свойствами определителя [15]. Действительно, пренебрегая старшими
степенями, например при j = 1, имеем

Mki
11 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−h h pi qi + p′i . . . ui
h2

2!
h2

2! ri pi + r′i . . . vi
−h3

3!
h3

3! si ri + s′i . . . wi

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(−1)k−1 hk−1

(k−1)!
hk−1

(k−1)! 0 0 . . . zi

(−1)k hk

k!
hk

k! 0 0 . . . si

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
hk

k!

( k−1∑
m=1

bmh
m + (−1)k+1

k−1∑
m=1

cmh
m

)
+ siM

(k−1)i
11 ≈ siM (k−1)i

11 ,

где bm, cm —коэффициенты, не зависящие от h; ui, vi, wi, zi —некоторые
функции от qi, pi, ri, si и их производных. Повторное неоднократное исполь-
зование последней формулы приводит к (34) при j = 1.

Аналогично доказывается справедливость оценок (34) при j = 2, 3.
Рассмотрим Mki

14:

Mki
14 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2h −h h qi + p′i . . . ui
22 h

2

2!
h2

2!
h2

2! pi + r′i . . . vi
−23 h3

3! −h3

3!
h3

3! ri + s′i . . . wi

. . . . . . . . . . . . . . .

(−2)k−1 hk−1

(k−1)! (−1)k−1 hk−1

(k−1)!
hk−1

(k−1)! 0 . . . zi

(−2)k hk

k! (−1)k hk

k!
hk

k! 0 . . . si

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
hk

k!

(
−2k

2k−3∑
m=3

bmh
m+

2k−3∑
m=3

cmh
m−(−1)k

2k−3∑
m=3

dmh
m

)
+siM

(k−1)i
14 ≈ siM (k−1)i

14 ,
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где bm, cm, dm —коэффициенты, не зависящие от h. Повторное неоднократное
использование последней формулы приводит к (34) при j = 4.

На основании оценок (34) и очевидных равенств

bki1j

bki14
=
Mki

1j

Mki
14

, j = 1, 2, 3

имеем
bki1j

bki14
≈
M3i

1j

M3i
14

, i = 2, 3, . . . , n− 1, j = 1, 2, 3. (35)

Вывод оценок
ck11j

ck114
≈
M31

1j

M31
14

, j = 1, 2, 3, (36)

где M31
1j , j = 1, 2, 3, 4— алгебраическое дополнение элемента a311j матрицы

(A31)>, полученной ПП, использующей левый шаблон, для ведущего узла
t1 оказался аналогичным выводу формул (35).

Невязка (33), с учетом оценок (35), (36) примет вид

δfkh=

δf
k
h1,

δfkhi, i = 2, 3, . . . , n− 1
=


−
M31

11 R
k−1
0 +M31

12R
k
2 +M31

13R
k
3

M31
14

,

−
M3i

11R
k
i−2+M

3i
12R

k
i−1+M

3i
13R

k
i+1

M3i
14

.

(37)

Вычислим оценки M3i
1j , i = 1, 2, . . . , n− 1, j = 1, 2, 3, 4. Пренебрегая стар-

шими степенями, для i = 1 имеем

M31
11 =

∣∣∣∣∣∣
h 2h p1
h2

2!
22h2

2! r1
h3

3!
23h3

3! s1

∣∣∣∣∣∣ = s1h
3 − r1h4 + p1

h5

3!
≈ s1h3, (38)

M31
12 = −4s1h2 + r1

h3

3
+

7

3
p1h

4 ≈ −4s1h2, (39)

M31
13 =

3

2
s1h

2 + r1
h3

3
− 5

12
p1h

4 ≈ 3

2
s1h

2, M31
14 =

11

6
h5; (40)

и для i = 2, 3, . . . , n− 1:

M3i
11 =

∣∣∣∣∣∣
−h h pi
h2

2!
h2

2! ri
−h3

3!
h3

3! si

∣∣∣∣∣∣ = −sih3 + pi
h5

3!
≈ −sih3, (41)

M3i
12 = 3sih

3 + rih
4 + pih

5 ≈ 3sih
3, (42)

M3i
13 = sih

3 + rih
4 + pi

h5

3
≈ sih3, M3i

14 = −h6. (43)

Вычислим невязки (37). Используя оценки (38)–(40), для ведущего узла
t1 найдем
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δfkh1 = −
M31

11R
k−1
0 +M31

12R
k
2 +M31

13R
k
3

M31
14

≈

≈ −
3
(
2s1h

3Rk−1
0 − 8s1h

2Rk
2 + 3s1h

2Rk
3

)
11h5

=

= −6s1O(hk)

11h2
− −24s1O(hk+1) + 9s1O(hk+1)

11h3
=

= O(hk−2) +O(hk−2) +O(hk−2) = O(hk−2) (44)

и, используя оценки (41)–(43), для ведущих узлов ti, i = 2, 3, . . . , n−1 найдем

δfkhi = −
M3i

11R
k
i−2 +M3i

12R
k
i−1 +M3i

13R
k
i+1

M3i
14

≈

≈ −
−sih3Rk

i−2 + 3sih
3Rk

i−1 + sih
3Rk

i+1

−h6
=

=
−siO(hk+1) + 3siO(hk+1) + siO(hk+1)

h3
=

= O(hk−2) + (hk−2) +O(hk−2) = O(hk−2). (45)

В итоге в соответствии с (24) из оценок (44), (45) для рассматриваемой
задачи имеем

‖δfkh‖ = O(hk−2),

откуда следует, что порядок аппроксимации пропорционален степени исполь-
зуемого многочлена Тейлора и меньше нее на две единицы независимо от
четности k, в отличие от ОДУ2 с граничными условиями первого рода [12],
где порядок аппроксимации задачи оказался зависимым от четности k.

При исследовании в [12] краевых задач для ОДУ2 с граничными усло-
виями второго и третьего рода оказалось, что именно наличие производной
в граничных условиях понизило на единицу порядок аппроксимации всей за-
дачи, чего не оказалось в рассмотренном выше случае, как это следует из
оценок (44), (45).

Путем непосредственных вычислений можно убедиться в справедливости
а) оценок (35) для левого шаблона и оценок (36) для правого шаблона;
б) оценок (38)–(43) с точностью до постоянного сомножителя для указан-

ных выше шаблонов.
Следствием этого является независимость порядка аппроксимации раз-

ностной краевой задачи (1), (2) от выбора формы четырехточечного шабло-
на.

4. Численное интегрирование краевых задач для ОДУ3 при ис-
пользовании пятиточечного шаблона. Выше исследована возможность
численного интегрирования матричным методом [1] краевых задач для ли-
нейных неоднородных обыкновенных дифференциальных уравнений третье-
го порядка с переменными коэффициентами (1) с граничными условиями (2).
Установлен порядок аппроксимации метода при использовании в нем четы-
рехточечного шаблона.
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Поставим целью исследование возможности численного интегрирования
матричным методом краевых задач для ОДУ3 при использовании пятито-
чечного шаблона с последующим вычислением порядка аппроксимации в за-
висимости от степени k многочлена Тейлора.

Решение остановиться на пятиточечном шаблоне связано лишь с тем,
что производные третьего порядка, вычисленные с помощью отношения цен-
тральных разностей (что соответствует пятиточечному шаблону), имеют вто-
рой порядок аппроксимации относительно шага h, тогда как вычисленные
с помощью отношения конечных разностей слева и справа (что соответству-
ет четырехточечному шаблону) — первый порядок [6].

В соответствии с матричным методом составим СЛАУ для пятиточечного
шаблона ti−2, ti−1, ti, ti+1, ti+2, i = 2, 3, . . . , n−2, в которую при фиксирован-
ном k > 4 внесем:

а) четыре многочлена Тейлора степени k, полученных из четырех разло-
жений в ряд Тейлора искомого точного решения x(t) в окрестностях
слева и справа от некоторого внутреннего узла ti (центрального узла
шаблона), i = 2, 3, . . . , n− 2, сетки Dh;

б) уравнения

(
qixi + pix

′
i + rix

′′
i + six

′′′
i

)(r)
= f

(r)
i , r = 0, 1, . . . , k − 4,

полученные дифференцированием обеих частей ОДУ3 (1) и записанные
в узле ti.

В итоге получим СЛАУ



xi − 2hx′i + 22
h2

2!
x′′i − 23

h3

3!
x′′′i + · · ·+ (−2)k

hk

k!
x
(k)
i = xi−2,

xi − hx′i +
h2

2!
x′′i −

h3

3!
x′′′i + · · ·+ (−1)k

hk

k!
x
(k)
i = xi−1,

xi + hx′i +
h2

2!
x′′i +

h3

3!
x′′′i + · · ·+

hk

k!
x
(k)
i = xi+1,

xi + 2hx′i + 22
h2

2!
x′′i + 23

h3

3!
x′′′i + · · ·+ 2k

hk

k!
x
(k)
i = xi+2,

qixi + pix
′
i + rix

′′
i + six

′′′
i = fi,

q′ixi + (p′i + qi)x
′
i + (r′i + pi)x

′′
i + (s′i + r)x′′′i + six

(IV )
i = f ′i ,

. . .

q
(k−4)
i xi + · · ·+ six

(k−1)
i = f

(k−4)
i .

(46)

В матричной форме система уравнений (46) в обозначениях
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Aki =



1 −2h 22 h
2

2! (−2)3 h3

3! . . . (−2)k
hk

k!

1 −h h2

2! −h3

3! . . . (−1)k
hk

k!

1 h h2

2!
h3

3! . . .
hk

k!

1 2h 22 h
2

2! 23 h
3

3! . . . 2k
hk

k!
qi pi ri si . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

q
(k−3)
i . . . . . . . . . . . . si


, (47)

W ki =
[
xi x

′
i x
′′
i x
′′′
i . . . x

(k)
i

]>
,

Gki =
[
xi−2 xi−1 xi+1 xi+2 fi f

′
i f
′′
i . . . f

(k−4)
i

]>
.

имеет вид
AkiW ki = Gki.

Здесь и далее второй из пары верхних индексов в наименованиях матриц и их
элементов означает номер центрального узла пятиточечного шаблона.

Предполагая существование обратной матрицы Bki = (Aki)−1 от локаль-
ной матрицы Aki, найдем W ki = (Aki)−1Gki, или в координатной форме
(i = 2, 3, . . . , n− 2)

xi = bki11xi−2 + bki12xi−1 + bki13xi+1 + bki14xi+2 + bki15fi +
k+1∑
m=6

bki1mf
(m−5)
i , (48)

x′i = bki21xi−2 + bki22xi−1 + bki23xi+1 + bki24xi+2 + bki25fi +

k+1∑
m=6

bki2mf
(m−5)
i , (49)

x′′i = bki31xi−2 + bki32xi−1 + bki33xi+1 + bki34xi+2 + bki35fi +
k+1∑
m=6

bki3mf
(m−5)
i , (50)

. . .

x
(k)
i = bki(k+1)1xi−2 + bki(k+1)2xi−1 + bki(k+1)3xi+1+

+ bki(k+1)4xi+2 + bki(k+1)5fi +
k+1∑
m=6

bki(k+1)mf
(m−5)
i , (51)

где bkilm — элементы матрицы Bki в узле ti.
Из равенств (48), которые являются разностными уравнениями для пя-

титочечного шаблона ti−2, ti−1, ti, ti+1, ti+2, составим СЛАУ и запишем ее
в компактной символической форме:

Lk
hx = fkh , (52)

168



Численное интегрирование матричным методом краевых задач. . .

где

Lk
hx =



−
bk212
bk215
x1 +

x2

bk215
−
bk213
bk215
x3 −

bk214
bk215
x4,

−
bki11
bki15
xi−2 −

bki12
bki15
xi−1 +

xi

bki15
−
bki13
bki15
xi+1 −

bki14
bki15
xi+2, i = 3, 4, . . . , n− 3,

−
b
k(n−2)
11

b
k(n−2)
15

xn−4 −
b
k(n−2)
12

b
k(n−2)
15

xn−3 +
xn−2

b
k(n−2)
15

−
b
k(n−2)
13

b
k(n−2)
15

xn−1,

(53)

fkh =



f2 +
k+1∑
m=6

bk21m
bk215

f
(m−5)
2 +

bk211
bk215
x̃0,

fi +

k+1∑
m=6

bki1m
bki15

f
(m−5)
i , i = 3, 4, . . . , n− 3,

fn−2 +
k+1∑
m=6

b
k(n−2)
1m

b
k(n−2)
15

f
(m−5)
n−2 +

b
k(n−2)
14

b
k(n−2)
15

x̃n.

(54)

Задачу (52) для краткости будем далее обозначать как Lk
h.

Отметим, что разностная краевая задача (52) содержит (n−3) уравнения
с (n−1) неизвестными, т.е. для замыкания системы необходимо составить еще
два уравнения. В [5] для оценки порядка аппроксимации обоснована целесо-
образность разбиения разностной краевой задачи на подзадачи (подсистемы);
поэтому в отдельные подзадачи выделим систему (52) и систему, содержащую
недостающие два уравнения, а затем отдельно вычислим порядки аппрокси-
мации каждой из этих двух подзадач.

Для учета граничного условия x′(a) = x̃′0 сохраним все приведенные вы-
ше выкладки для задачи (52) с тем лишь отличием, что при составлении
СЛАУ вместо первого приближенного равенства в (46) при i = 2 используем
следующий многочлен:

x′2 − 2hx′′2 + 22
h2

2!
x′′′2 + · · ·+ (−2)k−1

hk−1

(k − 1)!
x
(k)
2 = x′0. (55)

Для составления второго недостающего уравнения задачи Lk
h сформиру-

ем фиктивное граничное условие в узле t0 следующим образом. Из точного
равенства

s0x
′′′
0 + r0x

′′
0 + p0x

′
0 + q0x0 = f0

найдем
s0x
′′′
0 + r0x

′′
0 = f0 − p0x′0 − q0x0 = X0, (56)

где число X0 может быть вычислено с использованием первых двух равенств
граничных условий (2). Равенство (56) будем трактовать как фиктивное гра-
ничное условие в узле t0.
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Имеем следующие многочлены Тейлора:

x′′2 − 2hx′′′2 + 22
h2

2!
x
(IV )
2 + · · ·+ (−2)k−2

hk−2

(k − 2)!
x
(k)
2 = x′′0, (57)

x′′′2 − 2hx
(IV )
2 + 22

h2

2!
x
(V )
2 + · · ·+ (−2)k−3

hk−3

(k − 3)!
x
(k)
2 = x′′′0 . (58)

Умножая обе части многочлена (57) на r0, многочлена (58) — на s0 и склады-
вая полученное, с учетом (56) получим фиктивное граничное условие:

r0x
′′
2 + (s0 − 2hr0)x

′′′
2 + · · ·+ (−1)k−1

(
s0

(2h)k−3

(k − 3)!
− r0

(2h)k−2

(k − 2)!

)
x
(k)
2 = X0. (59)

Для учета фиктивного граничного условия (56) сохраним все приведенные
выше выкладки для задачи (52) с тем лишь отличием, что в СЛАУ (46)
при i = 2 вместо первого приближенного равенства используем соотношение
(59). Указанные действия позволяют сформировать последнее недостающее
разностное уравнение.

В итоге вторую подзадачу в компактной символической форме запишем
как

lkhx = gkh, (60)

где

lkhx =


−
ck212
ck215
x1 +

x2

ck215
−
ck213
ck215
x3 −

ck214
ck215
x4,

−
dk212
dk215

x1 +
x2

dk215
−
dk213
dk215

x3 −
dk214
dk215

x4,

(61)

gkh =


f2 +

k+1∑
m=6

ck21m
ck215

f
(m−5)
2 +

ck211
ck215
x̃′0,

f2 +
k+1∑
m=6

dk21m
dk215

f
(m−5)
2 +

dk211
dk215

X0.

(62)

Здесь ck21m — элементы обратной матрицы от матрицы СЛАУ (46) при i = 2,
которая вычислена для граничного условия x′(a) = x̃′0; dk21m — элементы об-
ратной матрицы от матрицы СЛАУ (46) при i = 2, которая вычислена для
фиктивного граничного условия (59).

Решение разностной краевой задачи (52), (60) дает значения искомой се-
точной функции xi во внутренних узлах ti, i = 1, 2, . . . , n− 1, сетки Dh; зна-
чения в граничных узлах t0, tn определены граничными условиями (2); ра-
венства (49)–(51) позволят при найденных xi вычислить производные вплоть
до порядка k в узлах ti, i = 2, 3, . . . , n− 2.

5. Вычисление порядка аппроксимации разностной краевой за-
дачи при использовании пятиточечного шаблона. Вычислим порядок
аппроксимации разностной краевой задачи (52), (60).
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Для оценки величины невязки задачи (52) в соответствии с [5] примем
норму

‖δfkh‖ = max
(
|δfkh2|, |δfkh3|, . . . , |δfkh,n−2|

)
,

где компонента, второй нижний индекс которой, совпадающий с номером
центрального узла шаблона, характеризует меру отличий, появление кото-
рой обусловлено уравнением задачи (52) c номером на единицу меньше этого
второго нижнего индекса. Для задачи (60) — норму

‖δgkh‖ = max
(
|δgkhc|, |δgkhd|

)
, (63)

где нижний индекс c означает принадлежность компоненты к первому урав-
нению задачи (60), нижний индекс d—ко второму уравнению. Первая компо-
нента характеризует меру отличий, появление которой обусловлено вторым
граничным условием в (2), вторая—фиктивным граничным условием (59).

Норму всей разностной краевой задачи (52), (60) в соответствии с [5] за-
пишем как

‖δf‖ = max
(
‖δfkh‖, ‖δgkh‖

)
. (64)

Исследуем задачу (52). При фиксированном k > 4 сохраним все приве-
денные выше выкладки для задачи (52) с тем лишь отличием, что в СЛАУ
(46) вместо четырех первых приближенных равенств используем точные ра-
венства

[xi]− 2h[x′i] + 22
h2

2!
[x′′i ]− 23

h3

3!
[x′′′i ] + · · ·+ (−2)k

hk

k!
[x

(k)
i ] = [xi−2]−Rk

i−2,

[xi]− h[xi] +
h2

2!
[xi]−

h3

3!
[x′′′i ] + · · ·+ (−1)k

hk

k!
[x

(k)
i ] = [xi−1]−Rk

i−1,

[xi] + h[x′i] +
h2

2!
[x′′i ] +

h3

3!
[x′′′i ] + · · ·+

hk

k!
[x

(k)
i ] = [xi+1]−Rk

i+1,

[xi] + 2h[x′i] + 22
h2

2!
[x′′i ] + 23

h3

3!
[x′′′i ] + · · ·+ 2k

hk

k!
[x

(k)
i ] = [xi+2]−Rk

i+2,

(65)

где Rk
i−2, R

k
i−1, R

k
i+1, R

k
i+2 —дополнительные члены разложений в ряд Тейло-

ра в форме Лагранжа [14]:

Rk
j =

hk+1

(k + 1)!
x(k+1)(ξj) = O(hk+1), ξj ∈ (ti, ti+2), j = i− 2, i− 1, i+ 1, i+ 2.

В итоге вместо (52) получим задачу (23), в которой левая часть сохранит вид
(53) с заменой искомой сеточной функции xi на [xi], а вместо (54) получим

fkh + δfkh =



f2 +
k+1∑
m=6

bk21m
bk215

f
(m−5)
2 +

bk211
bk215

x̃0 + δfkh2,

fi +
k+1∑
m=6

bki1m
bki15

f
(m−5)
i + δfkhi, i = 3, 4, . . . , n− 3,

fn−2 +

k+1∑
m=6

b
k(n−2)
1m

b
k(n−2)
15

f
(m−5)
n−2 +

b
k(n−2)
14

b
k(n−2)
15

x̃n + δfkh(n−2),
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где

δfkh =



−
bk211R

k
0 + bk212R

k
1 + bk213R

k
3 + bk214R

k
4

bk215
,

−
bki11R

k
i−2 + bki12R

k
i−1 + bki13R

k
i+1 + bki14R

k
i+2

bki15
, i = 3, 4, . . . , n− 3,

−
b
k(n−2)
11 Rk

n−4 + b
k(n−2)
12 Rk

n−3 + b
k(n−2)
13 Rk

n−1 + b
k(n−2)
14 Rk

n

b
k(n−2)
15

,

или

δfkh = −
bki11R

k
i−2 + bki12R

k
i−1 + bki13R

k
i+1 + bki14R

k
i+2

bki15
, i = 2, 3, . . . , n− 2. (66)

Исследуем задачу (60). При фиксированном k > 4 сохраним все приве-
денные выше выкладки для задачи (60) с тем лишь отличием, что в СЛАУ
(46) вместо второго, третьего, четвертого приближенных равенств исполь-
зуем второе, третье, четвертое точные равенства (65), а вместо первого и
второго приближенных равенств используем следующее:

а) при построении первого уравнения задачи (60) — точное равенство с уче-
том второго граничного условия в (2) вида

[x′2]− h[x′′2] +
h2

2!
[x′′′2 ] + · · ·+ (−1)k−1

hk−1

(k − 1)!
[x

(k)
2 ] = [x̃′0]−Rk−1

0 ;

б) при построении второго уравнения задачи (60) — точное равенство с уче-
том фиктивного граничного условия (59) вида

r0[x
′′
2] + (s0 − 2hr0)[x

′′′
2 ] + · · ·+

+ (−1)k−1
(
s0

(2h)k−3

(k − 3)!
− r0

(2h)k−2

(k − 2)!

)
[x

(k)
2 ] = X0 − s0Rk−3

0 − r0Rk−2
0 ,

при составлении которого вместо (57), (58) используем точные равен-
ства

[x′′2]− 2h[x′′′2 ] + 22
h2

2!
[x

(IV )
2 ] + · · ·+ (−2)k−2

hk−2

(k − 2)!
[x

(k)
2 ] = [x′′0]−Rk−2

0 ,

[x′′′2 ]− 2h[x
(IV )
2 ] + 22

h2

2!
[x

(V )
2 ] + · · ·+ (−2)k−3

hk−3

(k − 3)!
[x

(k)
2 ] = [x′′′0 ]−Rk−3

0 .

В итоге вместо (60) получим задачу

lkh[x] = gkh + δgkh,
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в которой левая часть сохранит вид (61) с заменой искомой сеточной функции
xi на [xi], а вместо (62) получим

gkh + δgkh =


f2 +

k+1∑
m=6

ck21m
ck215

f
(m−5)
2 +

ck211
ck215
x̃′0 + δgkhc,

f2 +

k+1∑
m=6

dk21m
dk215

f
(m−5)
2 +

dk211
dk215

X0 + δgkhd,

где

δgkh =

δg
k2
hc ,

δgk2hd

=


−
ck211R

k−1
0 +ck212R

k
1 + ck213R

k
3 + ck214R

k
4

ck215
,

−
dk211(s0R

k−3
0 − r0Rk−2

0 ) + dk212R
k
1 + dk213R

k
3 + dk214R

k
4

dk215
.

(67)

Вычислим оценки невязок (66), (67) задач (52), (60) соответственно. Оцен-
ки

Mki
1j ≈ (si)

k−1M4i
1j , i = 1, 2, . . . , n− 1, j = 1, 2, . . . , 5, (68)

аналогичные оценкам (34), полученным при использовании четырехточечно-
го шаблона, имеют место и для матриц (Aki)>, где Aki —локальная матрица
(47), и для двух транспонированных матриц (47) при i = 2, в которых первые
строки заменены коэффициентами разложений (55), (59) соответственно, что
выше было выполнено при построении матриц Ck2, Dk2. Отсутствие в насто-
ящей работе полного вывода формулы (68) обусловлено лишь громоздкостью
выкладок. При исследовании краевых задач для ОДУ2 вывод формул, ана-
логичных (68), дан в [12].

На основании оценок (68) и очевидных равенств

bki1j

bki15
=
Mki

1j

Mki
15

, j = 1, 2, 3, 4

имеем
bki1j

bki15
≈
M4i

1j

M4i
15

, i = 1, 2, . . . , n− 1, j = 1, 2, 3, 4. (69)

Вычислим оценкиM4i
1j , i = 1, 2, . . . , n−1, j = 1, 2, . . . , 5. Используя извест-

ные свойства определителя [15] и пренебрегая старшими степенями, имеем

M4i
11 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−h h 2h p1
h2

2!
h2

2!
22h2

2! ri
−h3

3!
h3

3!
23h3

3! si
h4

4!
h4

4!
24h4

4! 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (6si + rih− pih2)
h7

12
≈ (6si + rih)

h7

12
, (70)

M4i
12 = (−3si − 4rih+ 2pih

2)
h7

3
≈ (−3si − 4rih)

h7

3
, (71)

M4i
13 = (3si − 4rih− 2pih

2)
h7

3
≈ (3si − 4rih)

h7

3
, (72)
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M4i
14 = (−6si + rih+ pih

2)
h7

12
≈ (−6si + rih)

h7

12
, M4i

15 = qih
10. (73)

Вычислим оценки невязок (66) задачи (52). Для рядов Тейлора

xi−1 = xi − hx′i +
h2

2!
x′′i −

h3

3!
x′′′i + · · · =

=

k∑
m=0

(−1)mh
m

m!
x
(m)
i +

∞∑
m=k+1

(−1)mh
m

m!
x
(m)
i = P k

i−1 +Rk
i−1,

xi+1 = xi + hx′i +
h2

2!
x′′i +

h3

3!
x′′′i + · · · =

=

k∑
m=0

hm

m!
x
(m)
i +

∞∑
m=k+1

hm

m!
x
(m)
i = P k

i+1 +Rk
i+1,

где Rk
i−1, R

k
i+1 —дополнительные члены:

Rk
j =

hk+1

(k + 1)!
x(k+1)(ξj) = O(hk+1), ξj ∈ (ti, ti+1), j = i− 1, i+ 1,

в [12] показана справедливость следующих формул:

Rk
i+1 −Rk

i−1 = O(hk+2), Rk
i+1 +Rk

i−1 = O(hk+1) (74)

для нечетного k и

Rk
i+1 −Rk

i−1 = O(hk+1), Rk
i+1 +Rk

i−1 = O(hk+2) (75)

для четного k.
С учетом (69)–(73) из (66) для i = 2, 3, . . . , n− 2 имеем

δfkih = −
bki11R

k
i−2 + bki12R

k
i−1 + bki13R

k
i+1 + bki14R

k
i+2

bki15
≈

≈ −
h7
(
(6si + rih)R

k
i−2 + (−6si + rih)R

k
i+2

)
12qih10

−

−
h7
(
(−3si − 4rih)R

k
i−2 + (3si − 4rih)R

k
i+2

)
3qih10

=

= −
−6si(Rk

i+2 −Rk
i−2) + rih(R

k
i+2 +Rk

i−2)

12qih3
−

−
3si(R

k
i+1 −Rk

i−1)− 4rih(R
k
i+1 +Rk

i−1)

3qih3
. (76)

Подстановка оценок (74) в (76) дает
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δfkih ≈ −
−6siO(hk+2) + rihO(hk+1)

12qih3
− 3siO(hk+2)− 4rihO(hk+1)

3qih3
=

= O(hk−1) +O(hk−1) +O(hk−1) +O(hk−1) = O(hk−1),

откуда
‖δfkh‖ = O(hk−1) (77)

для нечетного k.
Подстановка оценок (75) в (76) дает

δfkih ≈ −
−6siO(hk+1) + rihO(hk+2)

12qih3
− 3siO(hk+1)− 4rihO(hk+2)

3qih3
=

= O(hk−2) +O(hk) +O(hk−2) +O(hk) = O(hk−2),

откуда
‖δfkh‖ = O(hk−2) (78)

для четного k.
Из (77), (78) следует, что при m > 3 задачи L2m−1

h и L2m
h имеют одина-

ковый порядок аппроксимации. Отметим, что, как показано в [12, 18], для
ОДУ2 и систем ОДУ2 с граничными условиями первого рода ситуация ока-
залась противоположной— задачи L2m

h и L2m+1
h имели одинаковый порядок

аппроксимации при m > 1.
Вычислим оценки невязок (67) задачи (60). Для матрицы Ck2 на основа-

нии оценок (68) и очевидных равенств

ck21j

ck215
=
Mk2

1j

Mk2
15

, j = 1, 2, 3, 4

имеем
ck21j

ck215
≈
M42

1j

M42
15

, j = 1, 2, 3, 4. (79)

Вычислим оценки M42
1j , j = 1, 2, . . . , 5. Пренебрегая старшими степенями,

найдем

M42
11 = (6s2 + r2h− p2h2)

h7

12
≈ (6s2 + r2h)

h7

12
≈ s2

h7

2
, (80)

M42
12 ≈ −(−3s2 − 88r2h)

h6

9
≈ s2

h6

3
, (81)

M42
13 ≈ (−11s2 − 12r2h)

h6

4
≈ −s2

11h6

4
, (82)

M42
14 ≈ −(−7s2 + r2h)

h6

6
≈ s2

7h6

6
, M42

15 = q2
340h10

3
. (83)

С учетом (79)–(83) вычислим оценку первой компоненты в (67):

δgk2hc = −c
k2
11R

k−1
0 + ck212R

k
1 + ck213R

k
3 + ck214R

k
4

ck215
≈
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≈ −s2h
6(6hRk−1

0 + 4Rk
1 − 33Rk

3 + 14Rk
4)

1360q2h9
=

= O(hk−2) +O(hk−2) +O(hk−2) +O(hk−2) = O(hk−2). (84)

Для матрицы Dk2 на основании оценок (68) и очевидных равенств

dk21j

dk215
=
Mk2

1j

Mk2
15

, j = 1, 2, 3, 4

имеем
dk21j

dk215
≈
M42

1j

M42
15

, j = 1, 2, 3, 4. (85)

Вычислим оценки M42
1j , j = 1, 2, . . . , 5. Пренебрегая старшими степенями,

найдем

M42
11 = (6s2 + r2h− p2h2)

h7

12
≈ (6s2 + r2h)

h7

12
≈ s2

h7

2
, (86)

M42
12 ≈ (s0 + 3r0h)3s2h

4 ≈ 3s0s2h
4, (87)

M42
13 ≈ (3s0 + 4r0h)2s2h

4 ≈ 6s0s2h
4, (88)

M42
14 ≈ −(s0 − r0h)2s2h4 ≈ −2s0s2h4, M42

15 = s0q2
h7

3
. (89)

С учетом (85)–(89) вычислим оценку второй компоненты в (67):

δgk2hd = −d
k2
11(s0R

k−3
0 − r0Rk−2

0 ) + dk212R
k
1 + dk213R

k
3 + dk214R

k
4

dk215
≈

≈ −3s2(s0h
3Rk−3

0 − r0h3Rk−2
0 + 6s0R

k
1 + 12s0R

k
3 − 4s0R

k
4)

2s0q2h3
=

= O(hk−2) +O(hk−1) +O(hk−2) +O(hk−2) +O(hk−2) = O(hk−2). (90)

Из (63), (67), (84), (90) следует оценка

‖δgkh‖ = O(hk−2) (91)

для задачи (60).
Подстановка (77) или (78), (91) в (64) дает порядок аппроксимации за-

дачи (52), (60) меньшим на две единицы степени используемого многочлена
Тейлора k независимо от ее четности. Объяснением этого является то, что
для пар индексов (1, 1), (1, 4) и (1, 2), (1, 3) в оценках (80)–(84) соответствен-
но и в оценках (86)–(89) отсутствуют какие-либо закономерности на моду-
ли слагаемых, тогда как имеющаяся закономерность для перечисленных пар
индексов (первые слагаемые различаются лишь знаками, вторые совпадают)
в оценках (70)–(73) привела к зависимости порядка аппроксимации от четно-
сти используемого многочлена Тейлора k при исследовании задачи (52). От-
метим, что при использовании четырехточечного шаблона отсутствие каких-
либо закономерностей в оценках (38)–(40) и в оценках (41)–(43) для перечис-
ленных пар индексов привело к порядку аппроксимации задачи, меньшему
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на две единицы степени используемого многочлена Тейлора k независимо от
ее четности.

6. Оценка погрешностей. При выполнении численного эксперимента
использованы следующие нормы:

– в качестве суммарной оценки относительной погрешности

Dk
x =

√∑n−1
i=1 (xi − [xi])

2∑n−1
i=1

∣∣[xi] ∣∣ · 100%. (92)

Оценку можно трактовать как некий аналог коэффициента вариации в
статистике, который характеризует меру разброса в процентах [16];

– в качестве оценки абсолютной погрешности [5, 6]

Ek
x = max

∣∣xi − [xi]
∣∣, i = 1, 2, . . . , n− 1. (93)

В качестве примера рассматривалось ОДУ3

(sin t+ x)x′′′ + 3(cos t+ 1)x′′ − 3 sin t · x′ − cos t · x = sin t, t ∈ [7, 11] (94)

с граничными условиями

x(7) = 8.5211, x′(7) = 0.2236, x(11) = 14.5995. (95)

Общее решение ОДУ3 (94) заимствовано из [17].
В расчетах принято, что n = 20, h = 0.20. Результаты численного экспе-

римента для краевой задачи (94), (95) приведены в табл. 1–3.
В табл. 1 приведены результаты, когда при построении СЛАУ был ис-

пользован смешанный вариант ПП; в табл. 2 — результаты, когда были ис-
пользованы только левые шаблоны. Как видно, результаты, представленные
в табл. 1, 2, сравнимы между собой, что подтверждает теоретический вывод
о том, что выбор того или иного четырехточечного шаблона не оказывает
влияния на порядок аппроксимации.

В табл. 1 нормы Dk
x′ , E

k
x′ для производных x′(t) характеризуют оценки

относительной и абсолютной погрешностей, вычисленных по формулам (92),
(93), в которых значения функций заменены на значения своих первых про-
изводных, найденных по формулам (21), (22) при l = 2 во внутренних узлах
области интегрирования.

Результаты численного эксперимента при использовании пятиточечного
шаблона для краевой задачи (94), (95) приведены в табл. 3.

В табл. 3 нормы Dk
x′ , E

k
x′ для производных x′(t) характеризуют оценки от-

носительной и абсолютной погрешностей, вычислены по формулам (92), (93).
В них значения функций заменены на значения своих первых производных,
найденных по формулам (49), в которых i = 2, 3, . . . , n− 2.

Анализ таблиц свидетельствует, что для рассматриваемой задачи для
четырехточечного и пятиточечного шаблонов с увеличением степени k ис-
пользуемого многочлена Тейлора относительная и абсолютная погрешности
уменьшаются, как это имело место при исследовании краевых задач для
ОДУ2 [1, 12, 13] и систем ОДУ2 [18].
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Т
аблица

1
Значения

погреш
ностей

для
реш

ения
краевой

задачи
(94),

(95)
при

использовании
см

еш
анного

варианта
процедур

построения
С
Л
А
У

[E
rror

estim
ation

in
the

num
erical

solution
of

the
boundary

value
problem

(94),
(95)

w
hen

a
m
ixed

version
of

the
tem

plate
for

the
four-point

difference
schem

e
w
as

used]
k

3
4

5
6

7
8

9
10

для
реш

ения
(for

the
solution)

D
kx ,%

1
.0
2
·
1
0
−
1

5
.6
3
·
1
0
−
3

1
.3
0
·
1
0
−
3

8
.9
2
·
1
0
−
5

1
.0
6
·
1
0
−
5

6
.2
9
·
1
0
−
7

6
.3
6
·
1
0
−
8

4
.3
5
·
1
0
−
9

E
kx

7
.8
8
·
1
0
−
2

5
.5
5
·
1
0
−
3

1
.0
8
·
1
0
−
3

7
.4
9
·
1
0
−
5

9
.9
6
·
1
0
−
6

6
.0
5
·
1
0
−
7

6
.9
6
·
1
0
−
8

4
.7
5
·
1
0
−
9

для
первой

производной
реш

ения
(for

the
first

derivative
of

the
solution)

D
kx
′ ,%

6
.5
1
·
1
0
−
1

6
.0
5
·
1
0
−
2

9
.4
1
·
1
0
−
3

7
.4
0
·
1
0
−
4

9
.5
3
·
1
0
−
5

7
.0
7
·
1
0
−
6

8
.5
1
·
1
0
−
7

7
.5
1
·
1
0
−
8

E
kx
′

7
.8
9
·
1
0
−
2

1
.1
7
·
1
0
−
2

1
.3
3
·
1
0
−
3

9
.7
2
·
1
0
−
5

1
.4
3
·
1
0
−
5

1
.0
7
·
1
0
−
6

1
.1
2
·
1
0
−
7

1
.1
7
·
1
0
−
8

Т
аблица

2
Значения

погреш
ностей

для
реш

ения
краевой

задачи
(94),

(95)
при

использовании
левы

х
ш
аблонов

в
процедурах

построения
С
Л
А
У

[E
rror

estim
ation

in
the

num
erical

solution
of

the
boundary

value
problem

(94),
(95)

w
hen

a
left

version
of

the
tem

plate
for

the
four-point

difference
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Выводы. Сформулируем основные выводы по работе.
1. При использовании четырехточечного шаблона теоретически выявлены

закономерности между порядком аппроксимации матричного метода и
степенью используемого многочлена Тейлора при численном интегриро-
вании краевых задач для линейных неоднородных ОДУ третьего поряд-
ка. Установлено, что порядок аппроксимации пропорционален степени
используемого многочлена Тейлора и меньше нее на две единицы.

2. Теоретический вывод о том, что выбор того или иного четырехточечно-
го шаблона не оказывает влияния на порядок аппроксимации, подтвер-
жден численным экспериментом.

3. При использовании пятиточечного шаблона предложена процедура по-
строения фиктивного граничного условия, позволяющая построить за-
мкнутую систему разностных уравнений матричного метода численного
интегрирования.

4. При использовании пятиточечного шаблона система разностных урав-
нений разбита на две подсистемы (подзадачи): в первую подсистему
вошли два уравнения, первое из которых содержит заданное значение
производной в граничных условиях задачи, второе — вычисленное из
фиктивного граничного условия значение; во вторую подсистему во-
шли оставшиеся разностные уравнения построенной замкнутой систе-
мы. Вычислена невязка и дана оценка порядка аппроксимации метода
в зависимости от выбранной степени многочлена Тейлора. Теоретически
выявлены закономерности между порядком аппроксимации матрично-
го метода и степенью используемого многочлена Тейлора. Установлено
следующее:

а) порядок аппроксимации первой подсистемы, второй подсистемы
при четном значении степени используемого многочлена Тейлора
и всей задачи пропорционален этой степени и меньше нее на две
единицы;

б) порядок аппроксимации второй подсистемы при нечетном значе-
нии степени используемого многочлена Тейлора пропорционален
этой степени и меньше нее на единицу.
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Abstract
The use of the Taylor polynomial of the second degree when approx-

imating the derivatives by finite differences leads to the second order of
approximation of the traditional method of nets in the numerical integra-
tion of second-order ordinary differential equations with variable coefficients.
In the study of boundary-value problems for the third-order ordinary differ-
ential equations with variable coefficients, we offer the previously proposed
method of numerical integration, using the means of the matrix calculus, in
which approximation of the derivatives by finite differences was not used.
According to this method, in the construction of a system of difference equa-
tions, an arbitrary power of the Taylor polynomial in the expansion of the
desired solution of the problem in a Taylor series can be chosen. The dis-
parity is calculated and an estimate of the order of approximation of the
method is given depending on the chosen degree of the Taylor polynomial
using the four-point pattern. The regularities between the order of approxi-
mation of the matrix method and the degree of the used Taylor polynomial
are theoretically revealed. We found out that the order of approximation is
proportional to the degree of the used Taylor polynomial and less by two
than it.

We propose a procedure for constructing a fictitious boundary condition
that allows us to construct a closed system of difference equations for the
matrix method of numerical integration. The system of difference equations
is divided into two subsystems: the first subsystem consists of two equations,
the first of which contains the given value of the derivative in the bound-
ary conditions of the problem, the second one contains the value calculated
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from the fictitious boundary condition; the second subsystem consists of the
remaining difference equations of the constructed closed system.

The disparity is calculated and an estimate of the order of approxima-
tion of the method is given depending on the chosen degree of the Taylor
polynomial using the five-point pattern. The regularities between the order
of approximation of the matrix method and the degree of the used Taylor
polynomial are theoretically revealed. The following is revealed:

a) the order of approximation of the first subsystem, the second subsys-
tem with an even value of the degree of the Taylor polynomial and
the whole problem is proportional to this degree and less than it by
two;

b) the order of approximation of the second subsystem with an odd value
of the degree of the Taylor polynomial is proportional to this degree
and less than it by one.

Keywords: ordinary differential equations, boundary value problems, ap-
proximation order, numerical methods, Taylor polynomials.
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