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Аннотация
Для уравнения Гельмгольца в прямоугольной области изучены на-

чально-граничная задача и ее нелокальные модификации, и обратные
задачи по его отысканию правой части. Решения прямых задач с нело-
кальными граничными условиями и обратных задач построены в явном
виде как суммы ортогональных рядов по системе собственных функций
одномерной спектральной задачи Штурма–Лиувилля. Доказаны соот-
ветствующие теоремы единственности решения всех поставленных за-
дач. Установлены достаточные условия на граничные функции, которые
гарантируют теоремы существования и устойчивости решения предло-
женных новых постановок задач.

Ключевые слова: уравнение Гельмгольца, начально-граничная зада-
ча, нелокальные задачи, обратные задачи, единственность, существова-
ние, ряд, устойчивость, интегральные уравнения.

Получение: 10 января 2018 г. / Исправление: 21 апреля 2018 г. /
Принятие: 11 июня 2018 г. / Публикация онлайн: 27 июня 2018 г.

Введение. В связи с изучением обратной задачи по определению правой
части уравнения смешанного эллиптико-гиперболического типа, например,
известного уравнения Лаврентьева—Бицадзе

𝑢𝑥𝑥 + (sgn 𝑦)𝑢𝑦𝑦 = Φ(𝑥, 𝑦) (*)
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Саби т о в К. Б., Мар т ем ь я н о в а Н. В.

в прямоугольной области 𝐺 = {(𝑥, 𝑦) | 0 < 𝑥 < 𝑙, −𝛼 < 𝑦 < 𝛽}, где

Φ(𝑥, 𝑦) =

{︃
Φ1(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥)𝑔1(𝑦), 𝑦 > 0,

Φ2(𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑥)𝑔2(𝑦), 𝑦 < 0,

возникает необходимость исследования обратных задач по отысканию правых
частей уравнений 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = Φ1(𝑥, 𝑦) в 𝐺+ = 𝐺 ∩ {𝑦 > 0} и 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 =
= Φ2(𝑥, 𝑦) в 𝐺− = 𝐺 ∩ {𝑦 < 0}. Ранее в наших работах [1–6] были изучены
обратные задачи по определению функций 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥) = 𝑓(𝑥)
и 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥), 𝑓1(𝑥) ̸= 𝑓2(𝑥) для уравнения (*) в области 𝐺 при
𝑔1(𝑦) = 𝑔2(𝑦) ≡ 1 с локальными и нелокальными граничными условиями.
Эти исследования не позволяют пока построить теорию обратных задача для
уравнения (*). В связи с этим важно предварительно исследовать обратные
задачи для уравнения (*) в областях эллиптичности и гиперболичности.

Отметим, что задачи оптимизации и связанные с ними обратные задачи,
например, задача оптимизации сопла Лаваля, являются предметом исследо-
ваний работ [7, 8].

Обратные задачи разного плана для классических уравнений математи-
ческой физики и для более общих дифференциальных уравнений в частных
производных различных типов изучены достаточно полно; усилиями многих
математиков создана теория обратных задач (см. [9–16] и приведенную там
обширную библиографию).

В данной работе мы исследуем прямые и обратные задачи для уравнений
Лапласа и Гельмгольца. К нашим исследованиям близки работы [17–20], где
для уравнения Пуассона и более общего уравнения эллиптического типа изу-
чены обратные задачи по отысканию функций 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑓1(𝑥) в прямоуголь-
ной области и областях более общего вида с заданием граничного условия на
всей границе области и дополнительной информации о функции 𝑢(𝑥, 𝑦) внут-
ри области и доказаны теоремы единственности и существования в классах
гладких функций.

Отметим также работы [21–23], в которых изучена задача по определению
сомножителя правой части операторного уравнения эллиптического типа, где
установлен критерий единственности и найдено необходимое и достаточное
условие разрешимости поставленной задачи.

В отличие от этих работ, в данной статье решения поставленных обратных
задач построены в явном виде как суммы рядов, доказаны соответствующие
теоремы единственности, существования и устойчивости.

В связи с этим п. 1 данной работы посвящен изучению начально-гранич-
ной задачи, имеющей важное значение в геофизике [13, с. 131], [16, с. 254],
и двух ее нелокальных модификаций для уравнения Гельмгольца

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑐𝑢 = 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) (**)

в прямоугольной области 𝐺+, которые являются корректными по Адамару
и будут использованы в последующем при постановке обратных задач.

В п. 2 изучены обратные задачи по отысканию правой части уравне-
ния (**).

В пп. 2.1 рассмотрен случай, когда 𝑔(𝑦) ≡ 1 и неизвестными являют-
ся функции 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑓(𝑥). Решение построено в виде сумм ортогональных
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рядов и доказаны теоремы единственности, существования и устойчивости
решения.

В пп. 2.2 изучен случай, когда 𝑔(𝑦) ̸≡ 1 и неизвестными также являются
функции 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑓(𝑥). Установлен критерий единственности решения по-
ставленной обратной задачи. Аналогично пп. 2.1, решение построено в виде
сумм ортогональных рядов и доказаны теоремы существования и устойчиво-
сти решения поставленной обратной задачи.

В пп. 2.3 изучается обратная задача, в которой неизвестными являются
функции 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑔(𝑦). На основании результатов п. 1 относительно функции
𝑔(𝑦) получено интегральное уравнение Фредгольма второго рода, из которого
при определенных условиях на данные следует однозначная разрешимость
обратной задачи.

1. Начально-граничная задача и ее нелокальные модификации.
Рассмотрим неоднородное уравнение Гельмгольца

𝐿𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑐𝑢 = 𝐹 (𝑥, 𝑦), (1)

где 𝑐 = const < (𝜋/𝑙)2, в прямоугольной области 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 0 < 𝑥 < 𝑙,
0 < 𝑦 < 𝛽} и следующую начально-граничную задачу.

Задача 1. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющую условиям

𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(𝐷) ∩ 𝐶1(𝐷 ∪ {0 6 𝑥 6 𝑙, 𝑦 = 0}) ∩ 𝐶(𝐷), (2)
𝐿𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 𝐹 (𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, (3)
𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑙, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝛽, (4)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (5)
𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (6)

где 𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥)— заданные достаточно гладкие функции.
Отметим, что к этой задаче сводятся двумерные задачи Коши для уравне-

ния Лапласа, связанные с изучением стационарных электростатических или
магнитных полей с целью поиска полезных ископаемых [13, с. 131], [16, с. 254].

Рассматриваемая задача (2)–(6) некорректна по Адамару. Пусть 𝐹 (𝑥, 𝑦)≡0.
Тогда решением задачи 1 является функция

𝑢𝑘(𝑥, 𝑦) =
1

𝑘
sin𝜇𝑘𝑥

(︁
𝑎 ch𝜆𝑘𝑦 +

𝑏

𝜆𝑘
sh𝜆𝑘𝑦

)︁
(7)

с начальными функциями

𝜙𝑘(𝑥) =
𝑎

𝑘
sin𝜇𝑘𝑥, 𝜓𝑘(𝑥) =

𝑏

𝑘
sin𝜇𝑘𝑥, (8)

𝑎, 𝑏— вещественные постоянные, 𝑘 ∈ N.
Из (7) и (8) следует, что с ростом 𝑘 начальные функции 𝜙𝑘(𝑥) и 𝜓𝑘(𝑥)

стремятся к нулю, а 𝑢𝑘(𝑥, 𝑦) неограниченно растет, т. е. решение задачи 1
неустойчиво.

Теорема 1. Если существует решение задачи (2)–(6), удовлетворяющее
условиям

lim
𝑥→0+0

𝑢𝑥 sin𝑥 = lim
𝑥→𝑙−0

𝑢𝑥 sin
𝜋𝑥

𝑙
= 0, (9)

271



Саби т о в К. Б., Мар т ем ь я н о в а Н. В.

то оно единственно.
До к а з ат е л ь ств о. Пусть существует решение задачи (2)–(6), удовле-

творяющее условиям (9). Следуя [3], введем функции

𝑢𝑘(𝑦) =
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑥, 𝑦)𝑋𝑘(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑘 ∈ N, (10)

где 𝑋𝑘(𝑥) = sin𝜇𝑘𝑥, 𝜇𝑘 = 𝜋𝑘/𝑙— собственные функции спектральной задачи

𝑋 ′′(𝑥) + 𝜇2𝑋(𝑥) = 0, 𝑋(0) = 𝑋(𝑙) = 0,

которые образуют ортогональную и полную систему в пространстве 𝐿2[0, 𝑙].
Рассмотрим

𝑢𝑘,𝜀(𝑦) =
2

𝑙

∫︁ 𝑙−𝜀

𝜀
𝑢(𝑥, 𝑦)𝑋𝑘(𝑥) 𝑑𝑥, (11)

где 𝜀 > 0— достаточно малое число. Дифференцируя равенство (11) дважды
и используя уравнение (1), имеем

𝑢′′𝑘,𝜀(𝑦) =
2

𝑙

∫︁ 𝑙−𝜀

𝜀
𝑢𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)𝑋𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 =

2

𝑙

∫︁ 𝑙−𝜀

𝜀

[︀
𝐹 (𝑥, 𝑦)− 𝑢𝑥𝑥 − 𝑐𝑢

]︀
𝑋𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 =

=
2

𝑙

∫︁ 𝑙−𝜀

𝜀
𝐹 (𝑥, 𝑦)𝑋𝑘(𝑥) 𝑑𝑥− 𝑐𝑢𝑘,𝜀 −

2

𝑙

∫︁ 𝑙−𝜀

𝜀
𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)𝑋𝑘(𝑥) 𝑑𝑥. (12)

В последнем интеграле правой части (12) после интегрирования по частям
два раза и перехода к пределу при 𝜀 → 0 с учетом условий (4)–(9) получим,
что функции (10) удовлетворяют дифференциальному уравнению

𝑢′′𝑘(𝑦)− 𝜆2𝑘𝑢𝑘(𝑦) = 𝐹𝑘(𝑦). (13)

Здесь 𝜆2𝑘 = 𝜇2𝑘 − 𝑐 > 0,

𝐹𝑘(𝑦) =
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝐹 (𝑥, 𝑦)𝑋𝑘(𝑥) 𝑑𝑥.

Общее решение уравнения (13) определим в виде

𝑢𝑘(𝑦) = 𝑎𝑘𝑒
𝜆𝑘𝑦 + 𝑏𝑘𝑒

−𝜆𝑘𝑦 − 1

2𝜆𝑘
𝐹1𝑘(𝑦)−

1

2𝜆𝑘
𝐹2𝑘(𝑦), (14)

удобном для дальнейших исследований. Здесь 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘 — произвольные посто-
янные,

𝐹1𝑘(𝑦) =

∫︁ 𝛽

𝑦
𝐹𝑘(𝑡)𝑒

−𝜆𝑘(𝑡−𝑦) 𝑑𝑡, 𝐹2𝑘(𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
𝐹𝑘(𝑡)𝑒

−𝜆𝑘(𝑦−𝑡) 𝑑𝑡.

Для нахождения 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘 воспользуемся граничными условиями (5) и (6):

𝑢𝑘(0) =
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑥, 0) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥 =

2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝜙(𝑥) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥 = 𝜙𝑘, (15)
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𝑢′𝑘(0) =
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑢𝑦(𝑥, 0) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥 =

2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝜓(𝑥) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥 = 𝜓𝑘. (16)

Теперь, удовлетворяя функции (14) условиям (15) и (16), получим систему⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎𝑘 + 𝑏𝑘 = 𝜙𝑘 +

1

2𝜆𝑘
𝐹1𝑘(0),

𝑎𝑘 − 𝑏𝑘 =
𝜓𝑘
𝜆𝑘

+
1

2𝜆𝑘
𝐹1𝑘(0),

из которой определяются 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘:

𝑎𝑘 =
𝜙𝑘 + 𝜓𝑘/𝜆𝑘

2
+

1

2𝜆𝑘
𝐹1𝑘(0), 𝑏𝑘 =

𝜙𝑘 − 𝜓𝑘/𝜆𝑘
2

.

Подставляя найденные значения 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘 в (14), получим явный вид функ-
ций 𝑢𝑘(𝑦):

𝑢𝑘(𝑦) = 𝜙𝑘 ch𝜆𝑘𝑦+
𝜓𝑘
𝜆𝑘

sh𝜆𝑘𝑦+
1

2𝜆𝑘
𝑒𝜆𝑘𝑦𝐹1𝑘(0)−

1

2𝜆𝑘
𝐹1𝑘(𝑦)−

1

2𝜆𝑘
𝐹2𝑘(𝑦). (17)

Пусть теперь 𝜙(𝑥) ≡ 0, 𝜓(𝑥) ≡ 0, 𝐹 (𝑥, 𝑦) ≡ 0. Тогда все 𝜙𝑘 = 𝜓𝑘 ≡ 0,
𝐹𝑘(𝑡) ≡ 0 и из (17) и (10) следует, что при всех 𝑘 ∈ N∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑥, 𝑦) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥 = 0. (18)

Из (18) в силу полноты системы
{︀
sin𝜇𝑘𝑥

}︀
𝑘>1 в 𝐿2[0, 𝑙] следует, что 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0

почти всюду на [0, 𝑙] при любом 𝑦 ∈ [0, 𝛽]. Поскольку в силу условия (2)
функция 𝑢(𝑥, 𝑦) непрерывна на 𝐷, она тождественно равна нулю на 𝐷. �

Замечание 1. Отметим, что в работе [16, с. 254–256] приведено доказа-
тельство теоремы единственности решения задачи 1 в классе функций из
𝐶4(𝐷), представимых в виде ряда

𝑢(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑦) sin𝜋𝑘𝑥,

где 𝑢𝑘(𝑦) ∈ 𝐶4[0, 1], 𝑙 = 𝛽 = 1. В теореме 1 условия (9) означают, что произ-
водная 𝑢𝑥 вблизи отрезков 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑙 может иметь особенности порядка
меньше единицы.

Формально решение задачи 1 можно построить в виде суммы ряда

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑦) sin𝜇𝑘𝑥, (19)

где коэффициенты 𝑢𝑘(𝑦) однозначно определены по формуле (17).
Поскольку система

{︀
sin𝜇𝑘𝑥

}︀
𝑘>1 образует ортогональный базис в 𝐿2[0, 𝑙],

ряд (19) сходится в 𝐿2[0, 𝑙] при любом фиксированном 𝑦 ∈ [0, 𝛽]. Доказать
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равномерную сходимость этого ряда на 𝐷 не удастся, так как коэффициенты
𝑢𝑘(𝑦) при больших 𝑘 растут по закону экспоненты 𝑒𝜆𝑘𝑦. Поэтому доказатель-
ство существования решения задачи 1 в указанном классе функций (2) и (9)
остается под большим вопросом.

Возникает вопрос: можно ли, не меняя структуру решения, поправить
постановку задачи (2)–(6) так, чтобы измененная задача стала корректной?

Здесь рассмотрим два варианта. В первом варианте предлагается оставить
граничные условия (4) и (5) без изменения, а условие (6) заменить нелокаль-
ным граничным условием

𝑢𝑦(𝑥, 0)− 𝑢𝑦(𝑥, 𝛽) = ̃︀𝜓(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙. (20)

Эту задачу назовем Задачей 2. В этом случае решение задачи 2 ищется
в классе функций

𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(𝐷)∩𝐶1(𝐷∪{𝑦 = 0, 0 6 𝑥 6 𝑙}∪{𝑦 = 𝛽, 0 6 𝑥 6 𝑙})∩𝐶(𝐷). (2′)

Во втором варианте предлагается в задаче 1 заменить условие (5) на нело-
кальное условие

𝑢(𝑥, 0)− 𝑢(𝑥, 𝛽) = ̃︀𝜙(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙. (21)

Эту задачу назовем Задачей 3. В условиях (20) и (21) функции ̃︀𝜓(𝑥) и ̃︀𝜙(𝑥)
считаются известными и достаточно гладкими.

Решение задачи (2′), (3)–(5) и (20) (задачи 2), аналогично решению зада-
чи 1, можно построить в виде суммы ряда

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑦) sin𝜇𝑘𝑥. (22)

Действительно, вводя функции (10) относительно 𝑢𝑘(𝑦), получаем уравне-
ние (13), общее решение которого определяется по формуле (14). Для опреде-
ления неизвестных коэффициентов 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘 воспользуемся граничными усло-
виями (5) и (20), т. е. условиями (15) и

𝑢′𝑘(0)− 𝑢′𝑘(𝛽) =
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑢𝑦(𝑥, 0)− 𝑢𝑦(𝑥, 𝛽)

]︀
sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥 =

=
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0

̃︀𝜓(𝑥) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥 = ̃︀𝜓𝑘. (23)

Удовлетворив функции (14) граничным условиям (15) и (23), найдем искомые
коэффициенты:

𝑎𝑘 =
1

2(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)

[︁
𝜙𝑘
(︀
𝑒−𝜆𝑘𝛽 − 1

)︀
−
̃︀𝜓𝑘
𝜆𝑘

+
𝐹1𝑘(0)

2𝜆𝑘

(︀
𝑒−𝜆𝑘𝛽 − 2

)︀
− 𝐹2𝑘(𝛽)

2𝜆𝑘

]︁
,

𝑏𝑘 =
1

2(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)

[︁ ̃︀𝜓𝑘
𝜆𝑘

− 𝜙𝑘
(︀
1− 𝑒𝜆𝑘𝛽

)︀
+
𝑒𝜆𝑘𝛽𝐹1𝑘(0)

2𝜆𝑘
+
𝐹2𝑘(𝛽)

2𝜆𝑘

]︁
.
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Подставляя найденные значения 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘 в формулу (14), получим явный вид
искомых функций:

𝑢𝑘(𝑦) = 𝜙𝑘
ch𝜆𝑘(𝛽 − 𝑦)− ch𝜆𝑘𝑦

(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
− ̃︀𝜓𝑘 sh𝜆𝑘𝑦

𝜆𝑘(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
+

+
𝐹1𝑘(0)[ch𝜆𝑘(𝛽 − 𝑦)− ch𝜆𝑘𝑦 − sh𝜆𝑘𝑦]

2𝜆𝑘(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
−

− 1

2𝜆𝑘
𝐹1𝑘(𝑦)−

𝐹2𝑘(𝛽) sh𝜆𝑘𝑦

2𝜆𝑘(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
− 1

2𝜆𝑘
𝐹2𝑘(𝑦). (24)

Лемма 1. При любом 𝑦 ∈ [0, 𝛽] для функций (24) справедливы оценки

|𝑢𝑘(𝑦)| 6 𝐶1

(︁
|𝜙𝑘|+

1

𝑘
| ̃︀𝜓𝑘|+ 1

𝑘3/2
‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2

)︁
, (25)

|𝑢′𝑘(𝑦)| 6 𝐶2

(︁
𝑘|𝜙𝑘|+ | ̃︀𝜓𝑘|+ 1

𝑘1/2
‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2

)︁
, (26)

|𝑢′′𝑘(𝑦)| 6 𝐶3

(︁
𝑘2|𝜙𝑘|+ 𝑘| ̃︀𝜓𝑘|+ 𝑘1/2‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2

)︁
. (27)

Здесь и ниже 𝐶𝑖 — положительные постоянные, зависящие, вообще говоря,
от данных задачи, 𝛽, 𝑐 и 𝑙; ‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2 = ‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2[0,𝛽].

До к а з ат е л ь ств о. Отметим, что

| ch𝜆𝑘(𝛽 − 𝑦)− ch𝜆𝑘𝑦|
ch𝜆𝑘𝛽 − 1

6 1, 0 6
sh𝜆𝑘𝑦

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
6

1 + 𝑒−𝜆1𝛽

1− 𝑒−𝜆1𝛽
,

0 <
sh𝜆𝑘(𝛽 − 𝑦) + sh𝜆𝑘𝑦

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
6

1 + 𝑒−𝜆1𝛽

1− 𝑒−𝜆1𝛽
, 0 <

ch𝜆𝑘𝑦

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
6

1 + 𝑒−2𝜆1𝛽

(1− 𝑒−𝜆1𝛽)2
,

|𝐹1𝑘(𝑦)| 6
‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2√

2𝜆𝑘
, |𝐹2𝑘(𝑦)| 6

‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2√
2𝜆𝑘

.

Тогда оценки (25)–(27) непосредственно следуют из формулы (24). �
На основании оценок (25)–(27) нетрудно доказать следующие утвержде-

ния.
Теорема 2. Если 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶3[0, 𝑙], 𝜙(0) = 𝜙′′(0) = 0, ̃︀𝜓(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑙], ̃︀𝜓(0) =

= ̃︀𝜓(𝑙) = 0; 𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝐹 ′
𝑥(𝑥, 𝑦), 𝐹

′′
𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷), 𝐹 (0, 𝑦) = 𝐹 (𝑙, 𝑦) = 0 при

0 6 𝑦 6 𝛽, то существует единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи (2′), (3)–
(5) и (20), которое определяется как сумма ряда (22), а коэффициенты — по
формуле (24), при этом 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(𝐷).

До к а з ат е л ь ств о. В силу леммы 1 ряд (22) и ряды, полученные из
него почленным дифференцированием до второго порядка включительно,
в замкнутой области 𝐷 мажорируются числовым рядом

𝐶4

+∞∑︁
𝑘=1

𝑘2|𝜙𝑘|+ 𝑘| ̃︀𝜓𝑘|+ 𝑘1/2‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2 ,

который в силу условий теоремы сходится [24, с. 90–94]. Тогда в силу при-
знака Вейерштрасса указанные ряды сходятся равномерно на 𝐷. Поэтому
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сумма ряда (22) принадлежит пространству 𝐶2(𝐷) и удовлетворяет гранич-
ным условиям (4), (5) и (20). �

Теорема 3. Для решения задачи (2′), (3)–(5) и (20) справедливы оценки
устойчивости:

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐿2[0,𝑙] 6 𝐶5

(︀
‖𝜙(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙] + ‖ ̃︀𝜓(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙] + ‖𝐹 (𝑥, 𝑦)‖𝐿2(𝐷)

)︀
, (28)

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) 6 𝐶6

(︀
‖𝜙′(𝑥)‖𝐶[0,𝑙] + ‖ ̃︀𝜓(𝑥)‖𝐶[0,𝑙] + ‖𝐹 (𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷)

)︀
. (29)

До к а з ат е л ь ств о. В силу оценки (25) на основании формулы (22)
имеем

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖2𝐿2[0,𝑙]
=
𝑙

2

∞∑︁
𝑘=1

𝑢2𝑘(𝑦) 6
3𝑙𝐶2

1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︁
|𝜙𝑘|2 + | ̃︀𝜓𝑘|2 + 1

𝑘3
‖𝐹𝑘(𝑦)‖2𝐿2

)︁
6

6 𝐶2
5

(︀
‖𝜙‖2𝐿2[0,𝑙]

+ ‖ ̃︀𝜓‖2𝐿2[0,𝑙]
+ ‖𝐹 (𝑥, 𝑦)‖2𝐿2(𝐷)

)︀
.

Отсюда следует справедливость оценки (28).
Пусть (𝑥, 𝑦)— произвольная точка области 𝐷. Тогда из соотношений (22)

и (25) будем иметь

|𝑢(𝑥, 𝑦)| 6
∞∑︁
𝑘=1

|𝑢𝑘(𝑦)| 6 𝐶1

∞∑︁
𝑘=1

(︁
|𝜙𝑘|+

1

𝑘
| ̃︀𝜓𝑘|+ 1

𝑘3/2
‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2

)︁
. (30)

Теперь, используя представление 𝜙𝑘 = 𝜙
(1)
𝑘 /𝜇𝑘, где

𝜙
(1)
𝑘 =

2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝜙′(𝑥) cos𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥,

оценку

‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2 = ‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2[0,𝛽] 6

√︂
2

𝑙
‖𝐹 (𝑥, 𝑦)‖𝐿2(𝐷) 6

√︀
2𝛽max

𝐷
|𝐹 (𝑥, 𝑦)|

и неравенство Коши—Буняковского из (30), получаем

|𝑢(𝑥, 𝑦)| 6 ̃︀𝐶1

∞∑︁
𝑘=1

(︁1
𝑘
|𝜙(1)
𝑘 |+ 1

𝑘
| ̃︀𝜓𝑘|+ ‖𝐹 (𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷)

𝑘3/2

)︁
6

6 ̃︀𝐶1

∞∑︁
𝑘=1

(︁ 1

𝑘2

)︁1/2[︂(︂ ∞∑︁
𝑘=1

|𝜙(1)
𝑘 |2

)︂1/2

+

(︂ ∞∑︁
𝑘=1

| ̃︀𝜓𝑘|2)︂1/2]︂
+

+ ̃︀𝐶1‖𝐹 (𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷)

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘3/2
=

= ̃︀𝐶1
𝜋√
6

(︀
‖𝜙′(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙] + ‖ ̃︀𝜓‖𝐿2[0,𝑙]

)︀
+ ̃︀𝐶1

̃︀𝐶2‖𝐹 (𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) 6
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6 ̃︀𝐶1
𝜋
√
𝑙√
6

(︁
‖𝜙′(𝑥)‖𝐶[0,𝑙] + ‖ ̃︀𝜓‖𝐶[0,𝑙]

)︁
+ ̃︀𝐶1

̃︀𝐶2‖𝐹 (𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷), (31)

где

̃︀𝐶1 = 𝐶1max{1, 𝑙/
√
𝜋,
√︀

2𝛽},
∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘2
=
𝜋2

6
,

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘3/2
= ̃︀𝐶2 > 0.

Из неравенства (31) непосредственно следует оценка (29). �
Аналогично задачам 1 и 2, построим решение задачи (2)–(4), (6) и (21)

(задачи 3) как сумму ряда

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑦) sin𝜇𝑘𝑥. (32)

Здесь 𝑢𝑘(𝑦) определяется по формуле

𝑢𝑘(𝑦) = −̃︀𝜙𝑘 ch𝜆𝑘𝑦

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
− 𝜓𝑘
𝜆𝑘

sh𝜆𝑘(𝛽 − 𝑦) + sh𝜆𝑘𝑦

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
−

− 𝐹1𝑘(0)

2𝜆𝑘

sh𝜆𝑘(𝛽 − 𝑦) + sh𝜆𝑘𝑦 + ch𝜆𝑘𝑦

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
− 1

2𝜆𝑘
𝐹1𝑘(𝑦)+

+
𝐹2𝑘(𝛽)

2𝜆𝑘

ch𝜆𝑘𝑦

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
− 1

2𝜆𝑘
𝐹2𝑘(𝑦), (33)

где

̃︀𝜙𝑘 = 2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
̃︀𝜙(𝑥) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥.

Лемма 2. При любом 𝑦 ∈ [0, 𝛽] справедливы оценки

|𝑢𝑘(𝑦)| 6 𝐶7

(︁
|̃︀𝜙𝑘|+ |𝜓𝑘|

𝑘
+

1

𝑘3/2
‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2[0,𝛽]

)︁
,

|𝑢′𝑘(𝑦)| 6 𝐶8

(︁
𝑘|̃︀𝜙𝑘|+ |𝜓𝑘|+

1

𝑘1/2
‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2[0,𝛽]

)︁
,

|𝑢′′𝑘(𝑦)| 6 𝐶9

(︀
𝑘2|̃︀𝜙𝑘|+ 𝑘|𝜓𝑘|+ 𝑘1/2‖𝐹𝑘(𝑦)‖𝐿2[0,𝛽]

)︀
.

До к а з ат е л ь ств о аналогично обоснованию леммы 1.
Теорема 4. Если функция 𝐹 (𝑥, 𝑦) удовлетворяет условиям теоремы 2,̃︀𝜙(𝑥)∈𝐶3[0, 𝑙], ̃︀𝜙(0) = ̃︀𝜙(𝑙) = ̃︀𝜙′′(0) = ̃︀𝜙′′(𝑙) = 0, 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑙], 𝜓(0) = 𝜓(𝑙) = 0,

то существует единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи (2)–(4), (6) и (21), и это
решение определяется рядом (32), у которого коэффициенты находятся по
формуле (33), при этом 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(𝐷).

До к а з ат е л ь ств о следует из установленных в лемме 2 оценок.
Для этой задачи имеют место оценки устойчивости, аналогичные оценкам

(28) и (29).
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2. Обратные задачи по отысканию правой части. Здесь для уравне-
ния (1) исследуем обратные задачи по определению правой части, т.е. функ-
ции 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦).

2.1. В начале рассмотрим случай, когда 𝑔(𝑦) ≡ 1.
Задача 4. Найти функции 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑓(𝑥), удовлетворяющие условиям (2)–

(6) и, кроме того,

𝑢(𝑥, 𝛽) = ℎ(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (34)
𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(0, 𝑙) ∩ 𝐿2(0, 𝑙), (35)

где 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) и ℎ(𝑥)— заданные достаточно гладкие функции, условие (6)
здесь является дополнительным для определения функции 𝑓(𝑥).

Теорема 5. Если существует решение задачи 4, удовлетворяющее усло-
виям (9), то оно единственно.

До к а з ат е л ь ств о. Аналогично доказательству теоремы 1, введем функ-
ции (10), которые удовлетворяют уравнению

𝑢′′𝑘(𝑦)− 𝜆2𝑘𝑢𝑘(𝑦) = 𝑓𝑘, (36)

где

𝑓𝑘 =
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑓(𝑥) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥. (37)

Общее решение уравнения (36) определяется по формуле

𝑢𝑘(𝑦) = 𝑎𝑘𝑒
𝜆𝑘𝑦 + 𝑏𝑘𝑒

−𝜆𝑘𝑦 − 𝑓𝑘
𝜆2𝑘
, (38)

где 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 и 𝑓𝑘 — неизвестные постоянные. Для их нахождения воспользуемся
граничными условиями (15), (16) и

𝑢𝑘(𝛽) =
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑥, 𝛽) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥 =

2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
ℎ(𝑥) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥 = ℎ𝑘. (39)

Удовлетворяя функции (38) граничным условиям (15), (16) и (39), получим
систему ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎𝑘 + 𝑏𝑘 −
𝑓𝑘
𝜆2𝑘

= 𝜙𝑘,

𝑎𝑘 − 𝑏𝑘 =
𝜓𝑘
𝜆𝑘
,

𝑎𝑘𝑒
𝜆𝑘𝛽 + 𝑏𝑘𝑒

−𝜆𝑘𝛽 − 𝑓𝑘
𝜆2𝑘

= ℎ𝑘,

единственное решение которой определяется формулами

𝑎𝑘 =
ℎ𝑘 − 𝜙𝑘

2(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
− 𝜓𝑘(1− 𝑒−𝜆𝑘𝛽)

2𝜆𝑘(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
, (40)

𝑏𝑘 =
𝜓𝑘(1− 𝑒𝜆𝑘𝛽)

2𝜆𝑘(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
− 𝜙𝑘 − ℎ𝑘

2(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
, (41)
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𝑓𝑘
𝜆2𝑘

=
ℎ𝑘

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
− 𝜙𝑘 ch𝜆𝑘𝛽

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
− 𝜓𝑘 sh𝜆𝑘𝛽

𝜆𝑘(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
. (42)

Теперь, подставляя (40)–(42) в (38), найдем функции 𝑢𝑘(𝑦) в замкнутом виде:

𝑢𝑘(𝑦) = 𝜙𝑘
ch𝜆𝑘𝛽 − ch𝜆𝑘𝑦

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
+ ℎ𝑘

ch𝜆𝑘𝑦 − 1

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
+

+ 𝜓𝑘
sh𝜆𝑘𝛽 − sh𝜆𝑘𝑦 − sh𝜆𝑘(𝛽 − 𝑦)

𝜆𝑘(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
. (43)

Пусть теперь 𝜙(𝑥) = ℎ(𝑥) = 𝜓(𝑥) ≡ 0. Тогда из (42), (43), (10) и (37) при
всех 𝑘 ∈ N получим∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑥, 𝑦) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥 = 0,

∫︁ 𝑙

0
𝑓(𝑥) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥 = 0. (44)

В силу полноты системы {sin𝜇𝑘𝑥}𝑘>1 из равенств (44) следует, что 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0
почти всюду на [0, 𝑙] при любом 𝑦 ∈ [0, 𝛽] и 𝑓(𝑥) = 0 почти всюду на [0, 𝑙].
В силу условий (2) и (35) функции 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в 𝐷 и 𝑓(𝑥) ≡ 0 на [0, 𝑙]. �

Решение задачи 4 определяется как сумма рядов

𝑢(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑦) sin𝜇𝑘𝑥, (45)

𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘 sin𝜇𝑘𝑥. (46)

Здесь коэффициенты 𝑢𝑘(𝑦) и 𝑓𝑘 находятся соответственно по формулам (43)
и (42).

Лемма 3. Для коэффициентов рядов (45) и (46) справедливы оценки

|𝑢𝑘(𝑦)| 6 𝐶10

(︁
|𝜙𝑘|+ |ℎ𝑘|+

|𝜓𝑘|
𝑘

)︁
, (47)

|𝑢′𝑘(𝑦)| 6 𝐶11

(︀
𝑘|𝜙𝑘|+ 𝑘|ℎ𝑘|+ |𝜓𝑘|

)︀
, (48)

|𝑢′′𝑘(𝑦)| 6 𝐶12

(︀
𝑘2|𝜙𝑘|+ 𝑘2|ℎ𝑘|+ 𝑘|𝜓𝑘|

)︀
, (49)

|𝑓𝑘| 6 𝐶13

(︀
𝑘2|𝜙𝑘|+ |ℎ𝑘|+ 𝑘|𝜓𝑘|

)︀
. (50)

Справедливость оценок (47)–(50) непосредственно следует из формул (43)
и (42). Исходя из оценок (47)–(50) легко доказывается следующая

Теорема 6. Если 𝜙(𝑥), ℎ(𝑥) ∈ 𝐶3[0, 𝑙], 𝜙(0) = 𝜙′′(0) = ℎ(0) = ℎ′′(0) = 0,
𝜓(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑙], 𝜓(0) = 𝜓(𝑙) = 0, то существует единственное решение
𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑓(𝑥) задачи 4 и оно определяется рядами (45) и (46), при этом
𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(𝐷) и 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑙].

Теорема 7. Для решения задачи 4 справедливы оценки устойчивости:

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐿2[0,𝑙] 6 𝐶14

(︀
‖𝜙(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙] + ‖ℎ(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙] + ‖𝜓(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙]

)︀
, (51)
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‖𝑓(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙] 6 𝐶15

(︀
‖𝜙′′(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙] + ‖ℎ(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙] + ‖𝜓′(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙]

)︀
, (52)

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) 6 𝐶16

(︀
‖𝜙′(𝑥)‖𝐶[0,𝑙] + ‖ℎ′(𝑥)‖𝐶[0,𝑙] + ‖𝜓(𝑥)‖𝐶[0,𝑙]

)︀
, (53)

‖𝑓(𝑥)‖𝐶[0,𝑙] 6 𝐶17

(︀
‖𝜙′′′(𝑥)‖𝐶[0,𝑙] + ‖ℎ′(𝑥)‖𝐶[0,𝑙] + ‖𝜓′′(𝑥)‖𝐶[0,𝑙]

)︀
. (54)

До к а з ат е л ь ств о оценок (51)–(54) проводится аналогично теореме 3
с использованием оценок (47) и (50).

Замечание 2. Отметим, что в работе [21] изучена обратная задача для
операторного уравнения второго порядка, из которой можно получить явную
формулу решения задачи 4, т.е. ряды (45) и (46), которые будут сходиться
в 𝐿2[0, 𝑙].

2.2. Пусть 𝑔(𝑦) ̸≡ 1— произвольная непрерывная на [0, 𝛽] функция. В этом
случае аналогично п. 2.1 можно показать единственность решения задачи 4,
но при обосновании существования решения возникают принципиальные труд-
ности в силу роста коэффициентов ряда по закону 𝑒𝜆𝑘𝛽 . Поэтому здесь пред-
лагается обратная задача на основании прямой задачи 2 или 3. Остановимся
на задаче 2.

Задача 5. Найти функции 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑓(𝑥), удовлетворяющие условиям (2′),
(3)–(5), (20), (34) и (35). Здесь 𝜙(𝑥), ℎ(𝑥), ̃︀𝜓(𝑥) и 𝑔(𝑦)— заданные достаточно
гладкие функции.

Пусть существует решение задачи 5, удовлетворяющее условиям (9). Вве-
дем функции (10), которые удовлетворяют уравнению (13):

𝑢′′𝑘(𝑦)− 𝜆2𝑘𝑢𝑘(𝑦) = 𝐹𝑘(𝑦),

где

𝐹𝑘(𝑦) =
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝐹 (𝑥, 𝑦) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥 = 𝑔(𝑦)𝑓𝑘.

В этом случае общее решение уравнения (13) исходя из формулы (14) опре-
деляется по формуле

𝑢𝑘(𝑦) = 𝑎𝑘𝑒
𝜆𝑘𝑦 + 𝑏𝑘𝑒

−𝜆𝑘𝑦 − 𝑓𝑘
2𝜆𝑘

(𝑔1𝑘(𝑦) + 𝑔2𝑘(𝑦)) , (55)

где 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 и 𝑓𝑘 — неизвестные постоянные,

𝑔1𝑘(𝑦) =

∫︁ 𝛽

𝑦
𝑔(𝑡)𝑒−𝜆𝑘(𝑡−𝑦) 𝑑𝑡, 𝑔2𝑘(𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
𝑔(𝑡)𝑒−𝜆𝑘(𝑦−𝑡) 𝑑𝑡. (56)

Для определения этих коэффициентов воспользуемся условиями (15), (24)
и (39). Удовлетворяя функции (55) граничным условиям (15), (24) и (39),
найдем систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎𝑘 + 𝑏𝑘 −
𝑓𝑘
2𝜆𝑘

𝑔1𝑘(0) = 𝜙𝑘,

𝑎𝑘𝑒
𝜆𝑘𝛽 + 𝑏𝑘𝑒

−𝜆𝑘𝛽 − 𝑓𝑘
2𝜆𝑘

𝑔2𝑘(𝛽) = ℎ𝑘,

𝑎𝑘(1− 𝑒𝜆𝑘𝛽) + 𝑏𝑘(𝑒
−𝜆𝑘𝛽 − 1)− 𝑓𝑘

2𝜆𝑘
[𝑔1𝑘(0) + 𝑔2𝑘(𝛽)] =

̃︀𝜓𝑘
𝜆𝑘
.

(57)
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При условии, что при любом 𝑘 ∈ N

Δ(𝑘) = 𝑔1𝑘(0) + 𝑔2𝑘(𝛽) =

∫︁ 𝛽

0
𝑔(𝑡)

[︀
𝑒−𝜆𝑘𝑡 + 𝑒−𝜆𝑘(𝛽−𝑡)

]︀
𝑑𝑡 ̸= 0 (58)

система (57) имеет единственное решение:

𝑎𝑘 =
ℎ𝑘 − 𝜙𝑘 − ̃︀𝜓𝑘/𝜆𝑘

2(𝑒𝜆𝑘𝛽 − 1)
+

+
(𝜙𝑘 + ℎ𝑘)(1− 𝑒−𝜆𝑘𝛽) + ( ̃︀𝜓𝑘/𝜆𝑘)(1 + 𝑒−𝜆𝑘𝛽)

2(𝑒𝜆𝑘𝛽 − 1)

𝑔1𝑘(0)

𝑔1𝑘(0) + 𝑔2𝑘(𝛽)
, (59)

𝑓𝑘
2𝜆𝑘

= −(𝜙𝑘 + ℎ𝑘)(1− 𝑒−𝜆𝑘𝛽) + ( ̃︀𝜓𝑘/𝜆𝑘)(1 + 𝑒−𝜆𝑘𝛽)

2(𝑔1𝑘(0) + 𝑔2𝑘)(𝛽)
, (60)

𝑏𝑘 =
1

2

(︁
𝜙𝑘 + ℎ𝑘 −

̃︀𝜓𝑘
𝜆𝑘

)︁
+
𝑒𝜆𝑘𝛽(𝜙𝑘 − ℎ𝑘 + ̃︀𝜓𝑘/𝜆𝑘)

2(𝑒𝜆𝑘𝛽 − 1)
−

−
𝑒𝜆𝑘𝛽

[︀
(𝜙𝑘 + ℎ𝑘)(1− 𝑒−𝜆𝑘𝛽) + ( ̃︀𝜓𝑘/𝜆𝑘)(1 + 𝑒−𝜆𝑘𝛽)

]︀
2(𝑒𝜆𝑘𝛽 − 1)

𝑔1𝑘(0)

𝑔1𝑘(0) + 𝑔2𝑘(𝛽)
. (61)

Найденные значения коэффициентов по формулам (59)–(61) подставим в (55).
Тогда получим

𝑢𝑘(𝑦) = 𝜙𝑘

[︁𝑒𝜆𝑘(𝛽−𝑦) − ch𝜆𝑘𝑦

𝑒𝜆𝑘𝛽 − 1
+

(1− 𝑒−𝜆𝑘𝛽)𝑔1𝑘(0)(𝑒
𝜆𝑘𝑦 − 𝑒𝜆𝑘(𝛽−𝑦))

2(𝑒𝜆𝑘𝛽 − 1)(𝑔1𝑘(0) + 𝑔2𝑘(𝛽))
+

+
(1− 𝑒−𝜆𝑘𝛽)(𝑔1𝑘(𝑦) + 𝑔2𝑘(𝑦))

2(𝑔1𝑘(0) + 𝑔2𝑘(𝛽))

]︁
+

+ ℎ𝑘

[︁ sh𝜆𝑘𝑦

𝑒𝜆𝑘𝛽 − 1
+

(1− 𝑒−𝜆𝑘𝛽)𝑔1𝑘(0)(𝑒
𝜆𝑘𝑦 − 𝑒𝜆𝑘(𝛽−𝑦))

2(𝑒𝜆𝑘𝛽 − 1)(𝑔1𝑘(0) + 𝑔2𝑘(𝛽))
+

+
(1− 𝑒−𝜆𝑘𝛽)(𝑔1𝑘(𝑦) + 𝑔2𝑘(𝑦))

2(𝑔1𝑘(0) + 𝑔2𝑘(𝛽))

]︁
+

+
̃︀𝜓𝑘
𝜆𝑘

[︁
− sh𝜆𝑘𝑦

𝑒𝜆𝑘𝛽 − 1
+

(1 + 𝑒−𝜆𝑘𝛽)𝑔1𝑘(0)(𝑒
𝜆𝑘𝑦 − 𝑒𝜆𝑘(𝛽−𝑦))

2(𝑒𝜆𝑘𝛽 − 1)(𝑔1𝑘(0) + 𝑔2𝑘(𝛽))
+

+
(1 + 𝑒−𝜆𝑘𝛽)(𝑔1𝑘(𝑦) + 𝑔2𝑘(𝑦))

2(𝑔1𝑘(0) + 𝑔2𝑘(𝛽))

]︁
. (62)

Теперь докажем единственность решения задачи 5. Пусть 𝜙(𝑥) = ℎ(𝑥) =

= ̃︀𝜓(𝑥) ≡ 0 и выполнены условия (58) при всех 𝑘 ∈ N. Тогда из (60) и (62)
следует, что при всех 𝑘 ∈ N функции 𝑢𝑘(𝑦) ≡ 0 и 𝑓𝑘 ≡ 0. Получим равенства
(44), из которых уже следует, что 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в 𝐷 и 𝑓(𝑥) ≡ 0 на [0, 𝑙].

Пусть при некотором 𝑘 = 𝑝 ∈ N нарушается условие (58), т.е. Δ(𝑝) = 0.
Тогда однородная задача 5 (где 𝜙(𝑥) = ℎ(𝑥) = ̃︀𝜓(𝑥) ≡ 0) имеет ненулевое
решение:

𝑢𝑝(𝑥, 𝑦) = ̃︀𝑢𝑝(𝑦) sin𝜇𝑝𝑥, (63)
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𝑓𝑝(𝑥) = 𝑓𝑝 sin𝜇𝑝𝑥, (64)

где ̃︀𝑢𝑝(𝑦) = 𝑓𝑝𝑔1𝑝(0)(ch𝜆𝑝(𝛽 − 𝑦)− ch𝜆𝑝𝑦)

2𝜆𝑝(ch𝜆𝑝𝛽 − 1)
− 𝑓𝑝

2𝜆𝑝

(︀
𝑔1𝑝(𝑦) + 𝑔2𝑝(𝑦)

)︀
, (65)

𝑓𝑝 ̸= 0— произвольная постоянная.
Теперь возникает вопрос о существовании нулей выражения Δ(𝑝). Из (58)

видно, что если функция 𝑔(𝑡) на [0, 𝛽] не меняет знак, т.е. знакопостоянная,
то Δ(𝑘) ̸= 0 при любом 𝑘 ∈ N. Если 𝑔(𝑡) меняет знак, т.е. имеет нули на [0, 𝛽],
то уравнение Δ(𝑝) = 0 может иметь корни. В качестве примера возьмем
функцию

𝑔(𝑡) = sin(𝑎𝑡+ 𝑏), 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 ̸= 0.

Тогда выражение Δ(𝑝) примет вид

Δ(𝑝) =
2
√︁
𝐴2
𝑝 +𝐵2

𝑝

𝜆2𝑝 + 𝑎2
sin
(︁𝑎𝛽

2
+ 𝑏
)︁
sin
(︁
𝜙𝑝 −

𝑎𝛽

2

)︁
.

Здесь

𝐴𝑝 = 𝜆𝑝(1− 𝑒−𝜆𝑝𝛽), 𝐵𝑝 = 𝑎(1 + 𝑒−𝜆𝑝𝛽), 𝜙𝑝 = arcsin
𝐴𝑝√︁

𝐴2
𝑝 +𝐵2

𝑝

.

Отсюда следует, что уравнение Δ(𝑝) = 0 имеет счетное множество корней
относительно 𝑎𝛽

⧸︀
2.

Таким образом, нами установлен следующий критерий единственности
решения задачи 5.

Теорема 8. Если существует решение задачи 5, удовлетворяющее усло-
виям (9), то оно единственно только тогда, когда выполнены условия (58)
при всех 𝑘 ∈ N.

При условии (58) решение задачи 5 формально можно построить в виде
сумм рядов (45) и (46), где коэффициенты уже находятся соответственно по
формулам (62) и (60). Покажем, что суммы этих рядов принадлежат соот-
ветственно классам 𝐶2(𝐷) и 𝐶[0, 𝑙].

Лемма 4. Если функция 𝑔(𝑦) непрерывна на [0, 𝛽] и |𝑔(𝑦)| > 𝑚 = const > 0,
то существует постоянная 𝐶0 > 0 такая, что при всех 𝑘 ∈ N

|Δ(𝑘)| > 𝐶0

𝑘
. (66)

До к а з ат е л ь ств о. На основании теоремы о среднем выражение Δ(𝑘)
из (58) представим в виде

Δ(𝑘) =

∫︁ 𝛽

0
𝑔(𝑡)

[︀
𝑒−𝜆𝑘𝑡 + 𝑒−𝜆𝑘(𝛽−𝑡)

]︀
𝑑𝑡 = 𝑔(𝜉)

2(1− 𝑒−𝜆𝑘𝛽)

𝜆𝑘
, 0 < 𝜉 < 𝛽.

Отсюда следует

|Δ(𝑘)| > 2𝑙𝑚(1− 𝑒−𝜆1𝛽)

𝜋𝑘
√︀

1− 𝑐(𝑙/(𝜋𝑘))2
>
𝐶0

𝑘
,
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так как √︀
1− 𝑐(𝑙/(𝜋𝑘))2 6

{︃√︀
1− 𝑐(𝑙/𝜋)2 при 𝑐 6 0,

1 при 0 < 𝑐 < (𝜋/𝑙)2,

где постоянная 𝐶0 зависит от 𝑙, 𝛽, 𝑐 и 𝑚. �
Лемма 5. Для коэффициентов рядов 𝑢𝑘(𝑦) и 𝑓𝑘 справедливы следующие

оценки:

|𝑢𝑘(𝑦)| 6 𝐶18

(︁
|𝜙𝑘|+ |ℎ𝑘|+

1

𝑘
|𝜓𝑘|

)︁
, (67)

|𝑢′𝑘(𝑦)| 6 𝐶19 (𝑘|𝜙𝑘|+ 𝑘|ℎ𝑘|+ |𝜓𝑘|) , (68)

|𝑢′′𝑘(𝑦)| 6 𝐶20

(︀
𝑘2|𝜙𝑘|+ 𝑘2|ℎ𝑘|+ 𝑘|𝜓𝑘|

)︀
, (69)

|𝑓𝑘| 6 𝐶21

(︀
𝑘2|𝜙𝑘|+ 𝑘2|ℎ𝑘|+ 𝑘|𝜓𝑘|

)︀
. (70)

До к а з ат е л ь ств о. Предварительно оценим следующие выражения:

1 >
𝑒𝜆𝑘(𝛽−𝑦) − ch𝜆𝑘𝑦

𝑒𝜆𝑘𝛽 − 1
> −ch𝜆𝑘𝛽 − 1

𝑒𝜆𝑘𝛽 − 1
> −1

2
,

−1 6
𝑒𝜆𝑘𝑦 − 𝑒𝜆𝑘(𝛽−𝑦)

𝑒𝜆𝑘𝛽 − 1
6 1,

|𝑔1𝑘(𝑦)| 6
̃︀𝐶1

𝑘
, |𝑔2𝑘(𝑦)| 6

̃︀𝐶2

𝑘
,

где ̃︀𝐶1 и ̃︀𝐶2 — положительные постоянные, зависящие от 𝛽, 𝑐, 𝑙 и max
06𝑦6𝛽

|𝑔(𝑦)|.

Тогда на основании оценки (66) из формул (62) и (60) следует справедли-
вость приведенных оценок (67)–(70). �

Теперь на основании оценок (67)–(70) нетрудно обосновать справедли-
вость следующих утверждений.

Теорема 9. Пусть функции 𝜙(𝑥) и ℎ(𝑥) удовлетворяют условиям тео-
ремы 6, ̃︀𝜓(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑙], ̃︀𝜓(0) = ̃︀𝜓(𝑙) = 0, а функция 𝑔(𝑦) удовлетворяет
условиям леммы 4. Тогда существует единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑓(𝑥)
задачи 5, которое определяется рядами (45) и (46), при этом коэффици-
енты этих рядов находятся по формулам (62) и (60) и 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(𝐷),
𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑙].

Теорема 10. Для решения задачи 5 имеют место оценки устойчивости
(51)–(54), но с другими постоянными, и в этих оценках функцию 𝜓(𝑥) сле-
дует заменить на ̃︀𝜓(𝑥).

2.3. Пусть теперь 𝑓(𝑥)— известная, а 𝑔(𝑦)— неизвестная функции. В этом
случае дополнительное условие следует уже задать на отрезке 𝑥 = 𝑥0 ∈ (0, 𝑙),
0 6 𝑦 6 𝛽, а другие краевые условия можно задать, комбинируя граничные
условия задач 1–3:

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙,

𝑢𝑦(𝑥, 0)− 𝑢𝑦(𝑥, 𝛽) = ̃︀𝜓(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙;
(𝐵1)
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𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙,

𝑢(𝑥, 0)− 𝑢(𝑥, 𝛽) = ̃︀𝜙(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙;
(𝐵2)

𝑢(𝑥, 𝛽) = ℎ(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙,

𝑢𝑦(𝑥, 0)− 𝑢𝑦(𝑥, 𝛽) = ̃︀𝜓(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙;
(𝐵3)

𝑢𝑦(𝑥, 𝛽) = ̃︀ℎ(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙,

𝑢(𝑥, 0)− 𝑢(𝑥, 𝛽) = ̃︀𝜙(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙.
(𝐵4)

Здесь остановимся на первом варианте (условие (𝐵1)), т.е. поставим следую-
щую задачу.

Задача 6. Найти функции 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑔(𝑦), удовлетворяющие условиям (2′),
(3)–(5), (20) и, кроме того, условиям

𝑢(𝑥0, 𝑦) = 𝑑(𝑦), 0 6 𝑦 6 𝛽, 0 < 𝑥0 < 𝑙, (71)
𝑔(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝛽].

Здесь 𝜙(𝑥), ̃︀𝜓(𝑥), 𝑓(𝑥) и 𝑑(𝑦)— заданные достаточно гладкие функции, при
этом 𝑑(0) = 𝜙(𝑥0).

Решение задачи (2′), (3)–(5), (20), т.е. задачи 2, нами уже построено в виде
суммы ряда (22), где коэффициенты 𝑢𝑘(𝑦) определяются по формулам (24).
Поскольку 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦), имеем 𝐹𝑘(𝑦) = 𝑓𝑘𝑔(𝑦), следовательно,

𝐹1𝑘(𝑦) = 𝑓𝑘𝑔1𝑘(𝑦), 𝐹2𝑘(𝑦) = 𝑓𝑘𝑔2𝑘(𝑦),

где 𝑔1𝑘(𝑦) и 𝑔2𝑘(𝑦) определены формулами (56). С учетом этих изменений
формула (24) принимает вид

𝑢𝑘(𝑦) = 𝜙𝑘
ch𝜆𝑘(𝛽 − 𝑦)− ch𝜆𝑘𝑦

(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
− ̃︀𝜓𝑘 sh𝜆𝑘𝑦

𝜆𝑘(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
+

+
𝑓𝑘
2𝜆𝑘

[︁𝑔1𝑘(0)(ch𝜆𝑘(𝛽 − 𝑦)− ch𝜆𝑘𝑦 − sh𝜆𝑘𝑦)

(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
−

− 𝑔1𝑘(𝑦)−
𝑔2𝑘(𝛽) sh𝜆𝑘𝑦

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
− 𝑔2𝑘(𝑦)

]︁
=

=
𝑓𝑘
2𝜆𝑘

[︀
𝑔1𝑘(0)𝐴𝑘(𝑦)− 𝑔2𝑘(𝛽)𝐵𝑘(𝑦)− 𝑔1𝑘(𝑦)− 𝑔2𝑘(𝑦)

]︀
+ 𝐶𝑘(𝑦), (72)

где

𝐴𝑘(𝑦) =
ch𝜆𝑘(𝛽 − 𝑦)− ch𝜆𝑘𝑦 − sh𝜆𝑘𝑦

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
, 𝐵𝑘(𝑦) =

sh𝜆𝑘𝑦

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
,

𝐶𝑘(𝑦) = 𝜙𝑘
ch𝜆𝑘(𝛽 − 𝑦)− ch𝜆𝑘𝑦

ch𝜆𝑘𝛽 − 1
− ̃︀𝜓𝑘 sh𝜆𝑘𝑦

𝜆𝑘(ch𝜆𝑘𝛽 − 1)
.

Теперь удовлетворим ряд (22) граничному условию (71):

𝑢(𝑥0, 𝑦) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑦) sin𝜇𝑘𝑥0 = 𝑑(𝑦), 0 6 𝑦 6 𝛽, (73)
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здесь 𝑢𝑘(𝑦) находится по формуле (72).
Предварительно первое слагаемое в квадратных скобках в правой части

формулы (72) преобразуем к виду

̃︀𝑢𝑘(𝑦) = 𝑔1𝑘(0)𝐴𝑘(𝑦)− 𝑔2𝑘(𝛽)𝐵𝑘(𝑦)− 𝑔1𝑘(𝑦)− 𝑔2𝑘(𝑦) =

= 𝐴𝑘(𝑦)

∫︁ 𝛽

0
𝑔(𝑡)𝑒−𝜆𝑘𝑡 𝑑𝑡−𝐵𝑘(𝑦)

∫︁ 𝛽

0
𝑔(𝑡)𝑒−𝜆𝑘(𝛽−𝑡) 𝑑𝑡−

−
∫︁ 𝛽

𝑦
𝑔(𝑡)𝑒−𝜆𝑘(𝑡−𝑦) 𝑑𝑡−

∫︁ 𝑦

0
𝑔(𝑡)𝑒−𝜆𝑘(𝑦−𝑡) 𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑦

0
𝑔(𝑡)

[︀
𝐴𝑘(𝑦)𝑒

−𝜆𝑘𝑡 −𝐵𝑘(𝑦)𝑒
−𝜆𝑘(𝛽−𝑡) − 𝑒−𝜆𝑘(𝑦−𝑡)

]︀
𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝛽

𝑦
𝑔(𝑡)

[︀
𝐴𝑘(𝑦)𝑒

−𝜆𝑘𝑡 −𝐵𝑘(𝑦)𝑒
−𝜆𝑘(𝛽−𝑡) − 𝑒−𝜆𝑘(𝑡−𝑦)

]︀
𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑦

0
𝑔(𝑡)𝐸𝑘(𝑡, 𝑦) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝛽

𝑦
𝑔(𝑡)𝐻𝑘(𝑡, 𝑦) 𝑑𝑡. (74)

Здесь
𝐸𝑘(𝑡, 𝑦) = 𝐴𝑘(𝑦)𝑒

−𝜆𝑘𝑡 −𝐵𝑘(𝑦)𝑒
−𝜆𝑘(𝛽−𝑡) − 𝑒−𝜆𝑘(𝑦−𝑡),

𝐻𝑘(𝑡, 𝑦) = 𝐴𝑘(𝑦)𝑒
−𝜆𝑘𝑡 −𝐵𝑘(𝑦)𝑒

−𝜆𝑘(𝛽−𝑡) − 𝑒−𝜆𝑘(𝑡−𝑦).

Тогда с учетом (72) и (74) равенство (73) принимает вид

∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘
2𝜆𝑘

(︂∫︁ 𝑦

0
𝑔(𝑡)𝐸𝑘(𝑡, 𝑦) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝛽

𝑦
𝑔(𝑡)𝐻𝑘(𝑡, 𝑦) 𝑑𝑡

)︂
sin𝜇𝑘𝑥0 =

= 𝑑(𝑦)−
∞∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘(𝑦) sin𝜇𝑘𝑥0 = ̃︀𝑑(𝑦). (75)

В силу теоремы 3 ряд (22) сходится равномерно на замкнутой области 𝐷,
поэтому в левой части равенства (75), переставляя операции суммирования и
интегрирования между собой, получим интегральное уравнение типа первого
рода: ∫︁ 𝑦

0
𝑔(𝑡)𝐸(𝑡, 𝑦) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝛽

𝑦
𝑔(𝑡)𝐻(𝑡, 𝑦) 𝑑𝑡 = ̃︀𝑑(𝑦), (76)

где

𝐸(𝑡, 𝑦) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘
2𝜆𝑘

𝐸𝑘(𝑡, 𝑦) sin𝜇𝑘𝑥0, (77)

𝐻(𝑡, 𝑦) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘
2𝜆𝑘

𝐻𝑘(𝑡, 𝑦) sin𝜇𝑘𝑥0. (78)

При этом заметим, что

̃︀𝑑(0) = 𝑑(0)−
∞∑︁
𝑘=1

𝐶1𝑘(0) sin𝜇𝑘𝑥0 = 𝑑(0)− 𝜙(𝑥0) = 0

285



Саби т о в К. Б., Мар т ем ь я н о в а Н. В.

и левая часть уравнения (76) при 𝑦 = 0 равна нулю.
Обе части уравнения (76) продифференцируем. В результате получим

𝑔(𝑦) [𝐸(𝑦, 𝑦)−𝐻(𝑦, 𝑦)] +

∫︁ 𝑦

0
𝑔(𝑡)

𝜕𝐸(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦
𝑑𝑡+

∫︁ 𝛽

𝑦
𝑔(𝑡)

𝜕𝐻(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦
𝑑𝑡 = ̃︀𝑑′(𝑦). (79)

При этом из соотношений (77) и (78) следует, что

𝐸(𝑦, 𝑦)−𝐻(𝑦, 𝑦) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘
2𝜆𝑘

[𝐸𝑘(𝑦, 𝑦)−𝐻𝑘(𝑦, 𝑦)] sin𝜇𝑘𝑥0 ≡ 0,

так как
𝐸𝑘(𝑦, 𝑦)−𝐻𝑘(𝑦, 𝑦) ≡ 0.

Тогда, еще раз дифференцируя уравнение (79), будем иметь

𝑔(𝑦)
[︁𝜕𝐸(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦
− 𝜕𝐻(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦

]︁
𝑡=𝑦

+

∫︁ 𝑦

0
𝑔(𝑡)

𝜕2𝐸(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦2
𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝛽

𝑦
𝑔(𝑡)

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦2
𝑑𝑡 = ̃︀𝑑′′(𝑦). (80)

Теперь на основании (77) и (78) вычислим

[︁𝜕𝐸(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦
− 𝜕𝐻(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦

]︁
𝑡=𝑦

=

∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘
2𝜆𝑘

[︂
𝜕𝐸𝑘(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦
− 𝜕𝐻𝑘(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦

]︂
sin𝜇𝑘𝑥0 =

=

∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘 sin𝜇𝑘𝑥0 = 𝑓(𝑥0). (81)

Если потребовать что 𝑓(𝑥0) ̸= 0, то из (80) и (81) получим интегральное
уравнение Фредгольма второго рода:

𝑔(𝑦)− 𝜆

∫︁ 𝛽

0
𝑔(𝑡)𝐾(𝑡, 𝑦) 𝑑𝑡 = 𝜇(𝑦), (82)

где

𝐾(𝑡, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕2𝐸(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦2
, 0 6 𝑡 6 𝑦,

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦2
, 𝑦 6 𝑡 6 𝛽,

(83)

𝜕2𝐸(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦2
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘
2𝜆𝑘

𝜕2𝐸𝑘(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦2
sin𝜇𝑘𝑥0 =

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘
2
𝑓𝑘𝐸𝑘(𝑡, 𝑦) sin𝜇𝑘𝑥0, (84)

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦2
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘
2𝜆𝑘

𝜕2𝐻𝑘(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦2
sin𝜇𝑘𝑥0 =

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘
2
𝑓𝑘𝐻𝑘(𝑡, 𝑦) sin𝜇𝑘𝑥0, (85)
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𝜆 = −1/𝑓(𝑥0), 𝜇(𝑦) = ̃︀𝑑′′(𝑦)/𝑓(𝑥0).
Заметим, что функции 𝐸𝑘(𝑡, 𝑦) и 𝐻𝑘(𝑡, 𝑦) имеют производные любого по-

рядка соответственно на замкнутых областях 0 6 𝑡 6 𝑦 6 𝛽 и 0 6 𝑦 6 𝑡 6 𝛽,
и 𝐸𝑘(𝑦, 𝑦) = 𝐻𝑘(𝑦, 𝑦), а по переменной 𝑘 ограничены. Тогда равномерная схо-
димость рядов (84) и (85) зависит от 𝑓𝑘, т.е. от гладкости функции 𝑓(𝑥) на
[0, 𝑙]. Если функция 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑙] и 𝑓(0) = 𝑓(𝑙) = 0, то

𝑓𝑘 = − 1

𝜇2𝑘

2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑓 ′′(𝑥) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥 = −

𝑓
(2)
𝑘

𝜇2𝑘

и ряды (84) и (85) будут равномерно сходиться на указанных областях. Поэто-
му ядро 𝐾(𝑡, 𝑦), определенное формулой (83), непрерывно в замкнутом квад-
рате 0 6 𝑡, 𝑦 6 𝛽. Если 𝑑(𝑦) ∈ 𝐶2[0, 𝛽] и функции 𝜙(𝑥) и ̃︀𝜓(𝑥) удовлетворяют
условиям теоремы 3, то функция 𝜇(𝑦) непрерывна на [0, 𝛽]. Итак, уравнение
(82) представляет собой интегральное уравнение Фредгольма второго рода
с непрерывным ядром и непрерывной правой частью. Тогда методом после-
довательных приближений можно доказать однозначную разрешимость дан-
ного уравнения в классе непрерывных на [0, 𝛽] функций при |𝜆| < 1/(𝑀𝑙), где
𝑀 = max

𝐷
|𝐾(𝑡, 𝑦)|. Из теории Фредгольма следует также, что если 𝜆 не яв-

ляется характеристическим числом ядра 𝐾(𝑡, 𝑦), то интегральное уравнение
(82) имеет непрерывное на [0, 𝛽] решение.

Таким образом, нами доказана следующая
Теорема 11. Пусть 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶3[0, 𝑙], 𝜙(0) = 𝜙′′(0) = 𝜙(𝑙) = 𝜙′′(𝑙) = 0,̃︀𝜓(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑙], ̃︀𝜓(0) = ̃︀𝜓(𝑙) = 0, 𝑑(𝑦) ∈ 𝐶2[0, 𝛽], 𝑑(0) = 𝜙(𝑥0), 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑙],

𝑓(0) = 𝑓(𝑙) = 0, 𝑓(𝑥0) ̸= 0. Тогда единственное решение задачи 6 существует
при выполнении одного из следующих условий:

1) |𝑓(𝑥0)| > 𝑀𝑙,
2) число −𝑓−1(𝑥0) не является характеристическим числом ядра 𝐾(𝑡, 𝑦).

При этом функция 𝑔(𝑦) определяется как решение интегрального уравне-
ния (82) в классе 𝐶[0, 𝛽], после чего функция 𝑢(𝑥, 𝑦) находится как решение
задачи 2 по формуле (22) и принадлежит 𝐶2(𝐷).

Отметим, что в теореме 11 условие 𝑓(𝑥0) ̸= 0 существенно, здесь ̃︀𝑥0 =
= 𝑥0/𝑙 ∈ (0, 1). Пусть при некоторых ̃︀𝑥0 и 𝑛 = 𝑝 ∈ N выражение sin𝜋𝑘̃︀𝑥0 = 0.
Тогда для функций 𝑓(𝑥) = sin𝜇𝑝𝑥 и 𝑔(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝛽] аналогично (63)–(65)
строится ненулевое решение однородной задачи 6 (где 𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑙, 𝑦) ≡ 0,
𝜙(𝑥) = ̃︀𝜓(𝑥) ≡ 0, 𝑑(𝑦) ≡ 0):

𝑢(𝑥, 𝑦) = ̃︀𝑢𝑝(𝑦) sin𝜇𝑝𝑥, (86)

где ̃︀𝑢𝑝(𝑦) = 𝑓𝑝
2𝜆𝑝

[𝑔1𝑝(0)𝐴𝑝(𝑦)− 𝑔2𝑝(𝛽)𝐵𝑝(𝑦)− 𝑔1𝑝(𝑦)− 𝑔2𝑝(𝑦)] ,

𝑓𝑝 ̸= 0— произвольная постоянная. Заметим, что здесь 𝑓(𝑥0) = 0.
Следовательно, в силу построенного примера (86), однозначная разреши-

мость задачи 6 зависит также от выбора точки ̃︀𝑥0, т.е. от отношения 𝑥0/𝑙.
Соотношение sin𝜋𝑘̃︀𝑥0 = 0 ⇔ ̃︀𝑥0 = 𝑝/𝑞, где 𝑝, 𝑞 ∈ N, т.е. тогда, когда отноше-
ние 𝑥0/𝑙 является рациональным числом из интервала (0, 1).

287



Саби т о в К. Б., Мар т ем ь я н о в а Н. В.

В заключение отметим, что аналогично можно исследовать аналоги зада-
чи 6 на основании граничных условий (𝐵2)–(𝐵4). В этих случаях относитель-
но неизвестной функции 𝑔(𝑦) получится интегральное уравнение типа (82).
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