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Аннотация

В работе представлено математическое моделирование динамическо-
го напряженно-деформированного состояния оболочки вращения из уп-
руговязкопластического материала. Решается модифицированная систе-
ма уравнений в частных производных типа С. П. Тимошенко путем
построения системы уравнений на подвижных поверхностях разрыва
с начальными условиями в виде ударной нагрузки на торце, записан-
ной в виде степенного ряда по времени, коэффициенты которого есть
начальные условия для дифференциальных уравнений. Решение пред-
ставляется в виде лучевого ряда Тейлора с точностью до четвертого по-
рядка по координате оболочки. Для моделирования отраженных волн
от границ вводятся условия двух типов на границе (жестко защемлен-
ной и свободной от напряжений), не зависящие от времени. Разработан
комплекс программ, написанных на языке Fortran 90 на платформе
Code::Blocks. Реализованы 2 программы для моделирования динами-
ческого деформирования оболочки в упругом и упруговязкопластиче-
ском состоянии. Использовано разностное представление производных,
вычисление интегралов методом трапеций с заданным шагом разбие-
ния отрезка. Результатом работы программ являются сеточные функ-
ции коэффициентов рядов Тейлора, которые используются для постро-
ения графиков перемещений как функций времени и продольной коор-
динаты оболочки.
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Введение. Задача динамического напряженно-деформированного состо-
яния осесимметричной оболочки из упругого материала в постановке С. П. Ти-
мошенко [1, 2] сводятся к решению квазилинейных систем дифференциаль-
ных уравнений в частных производных гиперболического типа. Учет необра-
тимых деформаций при динамическом деформировании возможен с исполь-
зованием модели упруговязкопластического материала [3]. Модифицирован-
ные уравнения динамического деформирования оболочек вращения [4] для
упруговязкопластического материала имеют вид
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Здесь 𝑢— продольные перемещения, м; 𝑣— поперечные перемещения, м; 𝜓—
угол поворота срединного сечения, рад; 𝑧 — координата оболочки, отсчиты-
ваемая от левого торца; 𝑡— время, с; 𝑐1 — скорость распространения продоль-
ного возмущения в неограниченной среде, м/с; 𝑐2 — скорость распростране-
ния поперечного возмущения в неограниченной среде, м/с; 𝑅(𝑧)— радиус сре-
динной поверхности оболочки в зависимости от координаты 𝑧, м; 𝜇— модуль
сдвига, Па; 𝜌— плотность, кг/м3; 𝑒𝑝𝑖𝑗 — тензор пластических деформаций; ℎ—
толщина оболочки, м; 𝑘— параметр, характеризующий распределение каса-
тельных напряжений в сечении; 𝜈 — коэффициент Пуассона; 𝜀𝑝𝑖𝑗 — скорость
остаточных пластических деформаций, 1/с; 𝜂— коэффициент динамической
вязкости материала, Па·с; 𝑑

𝑑𝑡( · )— полная производная по времени; 𝐼2(𝜎′𝑖𝑗)—
второй инвариант девиатора тензора упругих напряжений, Па; 𝐾 — предел
пластичности, Па; 𝜎′𝑖𝑗 — девиатор тензора упругих напряжений; 𝜕

𝜕𝑡( · )— част-
ная производная по времени; 𝛿

𝛿𝑡( · )— производная по времени на фронте воз-
мущения; 𝑐— скорость движения фронта возмущения.

Уравнения системы (1) представляют собой уравнения продольного, по-
перечного движения, вращения элемента оболочки и скорости пластическо-
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го деформирования 𝜀𝑝𝑖𝑗 при выполнении условия неупругого деформирова-
ния [5].

Наряду с аналитическими методами, пригодными для частных случаев,
широкое применение имеют численные методы [6–8], существенной особен-
ностью которых является выбор корректного типа конечно-разностной схе-
мы, пространственного и временного шага. Зачастую реализация таких за-
дач требует привлечения больших вычислительных мощностей. Лучевой ме-
тод [5,8–12] предоставляет возможность построить степенные ряды повышен-
ного порядка точности решения системы нестационарных дифференциаль-
ных уравнений в частных производных и соотношения на подвижных грани-
цах, которые движутся со скоростью распространения возмущений. Задача
определения коэффициентов ряда сводится к решению систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений на подвижных границах. Численное ре-
шение таких уравнений дает выражение для перемещений, деформаций, их
градиентов, градиентов второго порядка на подвижных границах. Решение в
окрестности волнового фронта строится в виде продолжения степенного ряда
Тейлора.

1. Постановка задачи численного моделирования динамического
деформирования оболочки вращения лучевым методом. Рассмотрим
динамическое деформированное состояние оболочки вращения (рис. 1), по-
рожденное ударным продольным нагружением на левом торце 𝑥 = 0, с гра-
ничными условиями на правом торце 𝑥 = 𝐿, соответствующими свободному
от напряжений торцу или жестко защемленному.

Решение задачи для перемещений 𝑢 и 𝑣 и угла поворота срединного сече-
ния 𝜓 за фронтами волн Σ1, Σ2 может быть представлено в виде степенного
ряда Тейлора по расстоянию 𝑛, отсчитываемого от соответствующей волны,
с коэффициентами, зависящими от времени 𝑡:

𝑓(𝑧, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

(︁𝜕𝑘𝑓(𝑧, 𝑡)
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]︁)︁𝑛𝑘
𝑘!
. (2)

Коэффициенты лучевого ряда (2) находятся из последовательно решае-
мой системы обыкновенных дифференциальных уравнений переноса скачков
функций на фронтах волн Σ1, Σ2. Система уравнений (1) для 𝑢, 𝑣, 𝜓 допус-
кает разрывные решения на подвижных поверхностях, распространяющихся
вдоль оболочки со скоростями [11]

𝑐1 =
𝐸

𝜌(1− 𝜈2)
, 𝑐2 =

𝐸

2𝜌(1 + 𝜈)

Рис. 1. Модельное представление оболочки вращения
[Figure 1. Model representation of a shell of revolution]
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продольных и поперечных упругих волн, на которых пластические дефор-
мации непрерывны, а их скорости определяются напряженным состоянием
в точке.

Отметим, что из условия непрерывности перемещений разрывы переме-
щений [𝑢], [𝑣] отсутствуют: [𝑢]

⃒⃒
Σ
= 0, [𝑣]

⃒⃒
Σ
= 0, что ведет к непрерывности угла

поворота срединной поверхности 𝜓 на Σ1 и Σ2: [𝜓] = 0, так что представление
(2) для перемещений и угла поворота начинается с 𝑘 = 1, соответствующего
градиенту перемещений.

Скачки скоростей и их соответствующих градиентов для продолжения
решений в виде (2) определяются из системы уравнений (1), представленной
в виде разности с обеих сторон волнового фронта (см. далее формулы (3)).
Ниже приведена система уравнений в частных производных, записанная на
поверхности, которая движется со скоростью для скачков функций переме-
щений и угла поворота:
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Скачки градиентов пластических деформаций [𝑒𝑝𝑧𝑧,𝑛], [𝑒𝑝𝑟𝑧,𝑛] определяют-
ся из выражения для скорости пластической деформации:
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Вследствие непрерывности пластических деформаций на фронтах волн

[𝑒𝑝𝑖𝑗 ] = 0.

На фронте разрыва скоростей скачки градиентов пластических деформа-
ций [𝑒𝑝𝑖𝑗,𝑛] определяются из скачка скорости пластической деформации:
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,

где скачки напряжений определяются из закона Гука через скачки градиен-
тов скоростей:
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[𝑒𝑝𝑧𝑧,𝑛] = − 1
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)︁
𝜇[𝑣,𝑛].

На рис. 2 схематично представлено поведение скоростей перемещений в
окрестности волнового фронта в предположении, что состояние перед фрон-
том известно.

Рис. 2. Представление разрыва функции
[Figure 2. Representation of the jump of a function]
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𝛿[𝑣,𝑛]
𝛿𝑁

+
𝑐21𝜈

4𝑅(𝑛)𝑐22𝑘
2
[𝑣,𝑛]2 +

𝜇2

𝜌𝑐32𝑘
3𝜂

[𝑣,𝑛]−
𝜇𝐾

𝜌𝑐32𝑘
3𝜂
, (7)

где 𝑁 = 𝑐𝑡— расстояние, пройденное фронтом Σ1 со скоростью 𝑐.
Дифференциальные уравнения для членов ряда (2) при 𝑘 = 2, 3, . . . полу-

чаются путем дифференцирования системы (1) по 𝑛 необходимое число раз
и представления ее в виде разности на волновом фронте.

Решения уравнений для скачков градиентов скоростей на Σ1, Σ2 для (5)–
(7) имеют вид

[𝑢,𝑛] = 𝑒
−𝜇(𝜆+2𝜇)𝑛

𝜌𝑐31𝜂

(︁ √
3𝐾

𝜆+ 2𝜇
𝑒

𝜇(𝜆+2𝜇)𝑛

𝜌𝑐31𝜂 + [𝑢,𝑛]0 −
√
3𝐾

𝜆+ 2𝜇

)︁
;

[𝜓,𝑛] = [𝜓,𝑛]0;

[𝑣,𝑛] =
1

𝑏21

(︁
tg
(︀
(𝐶21 + 𝑛)

√︁
𝑏21𝑐21 − 0.25𝑎221

)︀√︁
𝑏21𝑐21 − 0.25𝑎221 − 0.5𝑏21

)︁
,

где

𝑏21 = − 𝑐21𝜈

4𝑅(𝑛)𝑐22𝑘
2
, 𝑎21 = − 𝜇2

𝜌𝑐32𝑘
3𝜂
, 𝑐21 =

𝜇𝐾

𝜌𝑐32𝑘
3𝜂
,
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𝐶21 =
1√︀

𝑏21𝑐21 − 0.25𝑏221
arctg

(︁ 𝑏21[𝑣,𝑛]0 + 0.5𝑎21√︀
𝑏21𝑐21 − 0.25𝑏221

)︁
.

2. Граничные условия на левом торце оболочки. В качестве началь-
ного условия (при 𝑡 = 0) примем состояние покоя по всей длине оболочки
вращения.

Дифференциальные уравнения переноса для [𝑢,𝑛], [𝑢,𝑛𝑛], [𝑢,𝑛𝑛𝑛], [𝜓,𝑛],
[𝜓,𝑛𝑛], [𝜓,𝑛𝑛𝑛], [𝑣,𝑛], [𝑣,𝑛𝑛], [𝑣,𝑛𝑛𝑛] решаются при начальных условиях [𝑢,𝑛](0) =
[𝑢,𝑛]0 и т. д., которые определяются из разложения в ряд Тейлора по времени
граничного задания нагрузки на левом торце оболочки:

𝜎𝑧𝑧
⃒⃒
𝑧=0

= −
∞∑︁
𝑘=0

[︁𝜕𝑘𝜎𝑧𝑧(𝑧, 𝑡)
𝜕𝑡𝑘

⃒⃒⃒
𝑧=0

]︁ 𝑡𝑘
𝑘!
,

где касательные напряжения определяются из закона сухого трения

𝜎𝑟𝑧(0) = 𝑓𝑓𝑟𝜎𝑧𝑧(0),

𝑓𝑓𝑟 — коэффициент трения.
Из реологического уравнения для упруговязкопластического материала

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝑒𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝑒𝑖𝑗 − 2𝜇𝑒𝑝𝑖𝑗 (8)

можно получить выражения для скачков градиентов перемещений и гради-
ентов более высокого порядка при 𝑧 = 0, 𝑡 = 0:

[𝜎𝑧𝑧]0 = 𝜆[𝑢,𝑛]0 + 2𝜇[𝑢,𝑛]0; [𝑢,𝑛]0 =
[𝜎𝑧𝑧]0
𝜆+ 2𝜇

.

Дифференцирование соотношения (8) по времени 𝑡 дает выражение для
градиентов второго порядка при 𝑧 = 0, 𝑡 = 0:[︁𝜕𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑡

]︁
0
= 𝜆[�̇�,𝑛]0 + 2𝜇[�̇�,𝑛]0 − 2𝜇[𝜀𝑝𝑧𝑧]0;

�̇�0 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡 0
, [�̇�,𝑛]0 = −𝑐[𝑢,𝑛𝑛]0, [�̇�,𝑛𝑛]0 = −𝑐2[𝑢,𝑛𝑛𝑛]0;

[𝑢,𝑛𝑛]0 =
2𝜇

𝑐1𝜂
[𝑢,𝑛]0 −

1

𝜆𝑐1 + 2𝜇𝑐1

[︁𝜕𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑡

]︁
0
− 2

√
3𝜇𝐾

(𝜆𝑐1 + 2𝜇𝑐1)𝜂
.

Двойное дифференцирование выражения (8) по времени 𝑡 позволяет опре-
делить [︁𝜕2𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑡2

]︁
0
= [�̈�,𝑛]0 + 2𝜇[�̈�,𝑛]0 − 2𝜇

[︁𝜕𝜀𝑝𝑧𝑧
𝜕𝑡

]︁
0
;

[𝑢,𝑛𝑛𝑛]0 =
1

𝑐21(𝜆+ 2𝜇)

[︁𝜕2𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑡2

]︁
0
+

2𝜇

𝑐1𝜂
[𝑢,𝑛𝑛]0.

По аналогии с вышеизложенным запишем выражения для градиентов по-
перечного перемещения [𝑣,𝑛]0, [𝑣,𝑛𝑛]0 [𝑣,𝑛𝑛𝑛]0 при 𝑧 = 0, 𝑡 = 0:

[𝑣,𝑛]0 =
1

2𝜇
[𝜎𝑟𝑧]0;
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[𝑣,𝑛𝑛]0 = − 1

2𝜇𝑐2𝑘

[︁𝜕𝜎𝑟𝑧
𝜕𝑡

]︁
0
+

𝜇

𝑐2𝑘𝜂
[𝑣,𝑛]0 −

𝐾

𝑐2𝑘𝜂
;

[𝑣,𝑛𝑛𝑛]0 =
1

2𝜇𝑐22𝑘
2

[︁𝜕2𝜎𝑟𝑧
𝜕𝑡2

]︁
0
+

𝜇

𝑐2𝑘𝜂
[𝑣,𝑛𝑛]0.

3. Граничные условия для перемещений и их градиентов за отра-
женными Σ1, Σ2 в случае жестко закрепленной границы. Представим
в общем случае жестко защемленной или свободной границы схематичное по-
ложение отраженной волны следующим образом (см. рис. 3).

Рис. 3. Схематичное изображение границы, падающей волны, отраженной волны и их
гипотетического положения [Figure 3. Schematic representation of the boundary, the incident

wave, the reflected wave, and their hypothetical position]

Условия закрепления оболочки состоят в отсутствии перемещений на кон-
це 𝑧 = 𝐿:

𝑢𝑧(𝑧, 𝑡)|𝑧=𝐿 = 0, 𝑣𝑟(𝑧, 𝑡)|𝑧=𝐿 = 0. (9)
Поскольку условия (9) сохраняются в любой момент времени 𝑡, их можно

дифференцировать частным образом по 𝑡 несколько раз (достаточное число,
обусловленное требованиями внешних условий):

𝜕𝑘

𝜕𝑡𝑘
𝑢𝑧(𝐿, 𝑡) = 0,

𝜕𝑘

𝜕𝑡𝑘
𝑣𝑟(𝐿, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 2, 3. (10)

Условия (9), (10) преобразуем применительно к решению за падающей
Σ𝑖𝑛𝑐 и отраженной Σ𝑟𝑒𝑓 волнами от закрепленного конца 𝑧 = 𝐿.

Рассмотрим представление решения для 𝑢, 𝑣 и 𝜓 в виде лучевого ряда
Тейлора:

𝑢(𝑧, 𝑡) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑛𝑘

𝑘!

(︁𝜕𝑘𝑢(𝑧, 𝑡)
𝜕𝑧𝑘

⃒⃒⃒−
𝑧=𝑐𝑡

−
[︁𝜕𝑘𝑢(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑛𝑘

]︁)︁
, (11)

где 𝑛— расстояние до геометрической точки 𝑧, отсчитываемое от положения
фронта волны Σ (рис. 3), которая координатой 𝑧 отсчитывается от левого кон-
ца оболочки 𝑧 = 0; 𝜕𝑘

𝜕𝑧𝑘
( · )

⃒⃒− — производная по геометрической координате,
вычисляемая за фронтом падающей волны слева, которая является значени-
ем этой величины перед фронтом отражающей волны (рис. 3).

Условие равенства нулю перемещения правого торца 𝑧 = 𝐿 оболочки за-
пишем с учетом скачков функций:

𝑢−(𝑧, 𝑡)Σ𝑟𝑒𝑓
= 𝑢(𝑧, 𝑡)Σ𝑖𝑛𝑐 − [𝑢(𝑧, 𝑡)]Σ𝑟𝑒𝑓

.

Производная (частная) от перемещений по времени в подвижной точке
𝑧 = 𝑐𝑡 за фронтом волны для первого члена ряда (11) примет вид

𝜕𝑢(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝛿𝑢

𝛿𝑡
− 𝑐

𝜕𝑢

𝜕𝑛
− 𝛿[𝑢]

𝛿𝑡
+ 𝑐
[︁𝜕𝑢
𝜕𝑛

]︁
.
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В случае падающей прямой волны Σ𝑖𝑛𝑐 впереди нее предполагается состо-
яние покоя, т. е. 𝑢+

⃒⃒
Σ

и 𝜕𝑢+

𝜕𝑛

⃒⃒
Σ

отсутствуют:

𝑢+ =
𝜕𝑢+

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
Σ
= 0.

За падающей волной Σ𝑖𝑛𝑐 производная по времени 𝑡 от перемещения за
Σ𝑟𝑒𝑓 запишется следующим образом:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝛿𝑢

𝛿𝑡
− 𝑐
[︁𝜕𝑢
𝜕𝑛

]︁
.

Для отраженной волны Σ𝑟𝑒𝑓 решение и производная по времени 𝑡 от пе-
ремещения за Σ𝑟𝑒𝑓 примет вид

𝜕𝑢(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝛿𝑢+

𝛿𝑡
− 𝑐

𝜕𝑢+

𝜕𝑛
− 𝛿[𝑢]

𝛿𝑡
+ 𝑐
[︁𝜕𝑢
𝜕𝑛

]︁
,

где 𝑢+ = 0− [𝑢], 𝜕𝑢+

𝜕𝑛 = −
[︀
𝜕𝑢
𝜕𝑛

]︀
.

Условие равенства нулю скорости правого конца оболочки 𝑧 = 𝐿, 𝜕𝑢
𝜕𝑡 = 0

приводит к соотношению

−𝜕[𝑢]
𝜕𝑡 𝑖𝑛𝑐

+ 𝑐
[︁𝜕𝑢
𝜕𝑛

]︁
𝑖𝑛𝑐

− 𝜕[𝑢]

𝜕𝑡 𝑟𝑒𝑓
+ 𝑐
[︁𝜕𝑢
𝜕𝑛

]︁
𝑟𝑒𝑓

= 0. (12)

Так как при 𝑧 = 𝐿 скачок перемещений [𝑢] ≡ 0, из (12) следует граничное
условие для скачка градиента перемещения:[︁𝜕𝑢

𝜕𝑛

]︁
𝑟𝑒𝑓

= −
[︁𝜕𝑢
𝜕𝑛

]︁
𝑖𝑛𝑐
. (13)

Для скачков градиентов более высокого порядка от перемещений условия
на границе 𝑧 = 𝐿 будут аналогичны (13):[︁𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑛𝑘

]︁
𝑟𝑒𝑓

= −
[︁𝜕𝑘𝑢
𝜕𝑛𝑘

]︁
𝑖𝑛𝑐
. (14)

Приведем выражения для скачка перемещений и скачка градиента пе-
ремещений на отраженной волне с учетом решения за пришедшей волной,
ограничиваясь линейным представлением функции за отраженной волной:

[𝑢,𝑛]𝑟𝑒𝑓 =

√
3𝐾

2𝜇
+ 𝑒

4𝜇2𝑛

3𝜌𝑐13𝜂

[︁
−[𝑢,𝑛] (𝐿)𝑖𝑛𝑐 −

√
3𝐾

2𝜇

]︁
. (15)

Выражение (15) представляет собой скачок продольной деформации за
отраженной волной от границы 𝐿.

Скачки градиентов более высокого порядка на отраженной волне могут
быть получены из (14).

Решение за отраженной волной в случае жесткого закрепления правого
торца оболочки будет представлено следующим образом:
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𝑓−𝑟𝑒𝑓 (𝑛, 𝑛) = 𝑛
(︁𝜕𝑓𝑖𝑛𝑐
𝜕𝑛

− [𝑓𝑟𝑒𝑓,𝑛]
)︁
+
𝑛2

2

(︁𝜕2𝑓𝑖𝑛𝑐
𝜕𝑛2

− [𝑓𝑟𝑒𝑓,𝑛𝑛]
)︁
+

+
𝑛3

6

(︁𝜕3𝑓𝑖𝑛𝑐
𝜕𝑛3

− [𝑓𝑟𝑒𝑓,𝑛𝑛𝑛]
)︁
.

4. Граничные условия и решение для перемещений за отражен-
ными Σ1, Σ2 в случае свободной границы. Условие на свободной границе
состоит в отсутствии напряжений на ней:

𝜎𝑧𝑧(𝐿, 𝑡) = 𝜎𝑟𝑧(𝐿, 𝑡) = 0. (16)

Запишем условие на свободной границе в скачках напряжений с учетом
состояния покоя перед волновым фронтом Σ1 а также того, что напряжения
за Σ′

1 при 𝑧 = 𝐿 складываются из напряжений за Σ1 и Σ′
1:

𝜎𝑖𝑛𝑐 + 𝜎𝑟𝑒𝑓 = 0. (17)

Для получения граничных условий для градиентов напряжений продиф-
ференцируем (17) по времени 𝑡 на фронтах Σ𝑖𝑛𝑐 и Σ𝑟𝑒𝑓 :

𝜕𝜎𝑖𝑛𝑐
𝜕𝑡

+
𝜕𝜎𝑟𝑒𝑓
𝜕𝑡

=
𝛿

𝛿𝑡
(𝜎𝑖𝑛𝑐 + 𝜎𝑟𝑒𝑓 )−

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑛
(𝜎𝑖𝑛𝑐 + 𝜎𝑟𝑒𝑓 ) = 0. (18)

Условие (18), представленное в точке 𝑧 = 𝐿 в окрестности фронтов Σ𝑖𝑛𝑐
и Σ𝑟𝑒𝑓 , позволяет получить условие при 𝑧 = 𝐿 для градиентов напряжений
с учетом 𝛿

𝛿𝑡([𝜎𝑖𝑛𝑐] + [𝜎𝑟𝑒𝑓 ]): [︁𝜕𝜎𝑖𝑛𝑐
𝜕𝑛

]︁
+
[︁𝜕𝜎𝑟𝑒𝑓
𝜕𝑛

]︁
= 0.

Сами перемещения непрерывны:

[𝑢]𝑖𝑛𝑐 = [𝑢]𝑟𝑒𝑓 = 0.

Граничные условия для градиентов перемещений при условии (16) следу-
ют из закона Гука [𝜎𝑧𝑧] =

𝐸
1−𝜈2 [𝑢,𝑛], [𝜎𝑟𝑧] =

𝐸
1+𝜈 [𝑣,𝑛]:[︁𝜕𝑢

𝜕𝑛

]︁
𝑟𝑒𝑓

= −
[︁𝜕𝑢
𝜕𝑛

]︁
𝑖𝑛𝑐
. (19)

Для построения выражений скачков градиентов более высокого порядка
для отраженной волны воспользуемся уравнением движения элемента обо-
лочки на границе 𝑧 = 𝐿:

𝜎 = 𝜌′
𝑑𝑢′

𝑑𝑡
,

где 𝑑𝑢
𝑑𝑡 = 𝑢′ — продольная скорость; 𝜌′ = 𝑚/𝑆, 𝑚— масса элемента оболочки,

𝑆 — площадь элемента оболочки.
Запишем выражение для ускорения 𝑑𝑢′

𝑑𝑡 на фронте возмущений в окрест-
ности свободной границы:

𝜎 = 𝜌′
(︁𝛿𝑢′
𝛿𝑡

− 𝑐
𝜕𝑢′

𝜕𝑛

)︁
= 0. (20)
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Преобразуем выражение (20), представив скорость 𝑢′ через локальную
производную 𝛿𝑢

𝛿𝑡 и скорость переноса 𝑐𝜕𝑢𝜕𝑛 на фронте возмущения:

𝛿

𝛿𝑡

(︁𝛿𝑢
𝛿𝑡

− 𝑐
𝜕𝑢

𝜕𝑛

)︁
− 𝑐

𝜕

𝜕𝑛

(︁𝛿𝑢
𝛿𝑡

− 𝑐
𝜕𝑢

𝜕𝑛

)︁
= 0. (21)

В терминах скачков (21) примет вид

𝛿2[𝑢]

𝛿𝑡2
− 2𝑐

𝛿

𝛿𝑡

[︁𝜕𝑢
𝜕𝑛

]︁
+ 𝑐2

[︁𝜕2𝑢
𝜕𝑛2

]︁
= 0. (22)

Выражение (22) дает соотношения для градиентов второго порядка пада-
ющей и отраженной волн:[︁𝜕2𝑢

𝜕𝑛2

]︁
𝑟𝑒𝑓

= 2
1

𝑐

𝛿

𝛿𝑡

[︁𝜕𝑢
𝜕𝑛

]︁
𝑖𝑛𝑐
. (23)

Для получения выражений для скачков градиентов третьего порядка на
отраженной волне продифференцируем выражение (21) по времени 𝜕

𝜕𝑡 =
𝛿
𝛿𝑡 −

− 𝑐 𝜕𝜕𝑛 :

−2
𝛿2

𝛿𝑡2
𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ 𝑐

𝛿

𝛿𝑡

𝜕2𝑢

𝜕𝑛2
+ 2𝑐

𝛿

𝛿𝑡

𝜕2𝑢

𝜕𝑛2
− 𝑐2

𝜕3𝑢

𝜕𝑛3
= 0.

Выражение для скачка градиента третьего порядка отраженной волны
принимает вид [︁𝜕3𝑢

𝜕𝑛3

]︁
𝑟𝑒𝑓

= 4
1

𝑐2
𝛿2

𝛿𝑡2

[︁𝜕𝑢
𝜕𝑛

]︁
𝑖𝑛𝑐
. (24)

Таким образом, ряд для перемещений за отраженной волной с точностью
до третьего порядка по 𝑛3 запишется в виде

𝑢− =
[︁𝜕𝑢
𝜕𝑛

]︁
𝑟𝑒𝑓

(𝑁 − 𝑛) +
(𝑁 − 𝑛)2

2

[︁𝜕2𝑢
𝜕𝑛2

]︁
𝑟𝑒𝑓

+
(𝑁 − 𝑛)3

6

[︁𝜕3𝑢
𝜕𝑛3

]︁
𝑟𝑒𝑓
.

В случае пластического деформирования материала за фронтом волны имеем
соотношение для напряжений для случая упруговязкопластического динами-
ческого деформирования в скачках:

[𝜎𝑖𝑗 ] = 𝜆[𝜃]𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇[𝑒𝑖𝑗 ]− 2𝜇[𝑒𝑝𝑖𝑗 ].

Скачок пластической деформации на волновом фронте [𝑒𝑝𝑖𝑗 ] = 0. Следо-
вательно, отраженная волна для упруговязкопластической падающей волны
будет только упругой. На границе при этом будут выполняться соотношения
(19), (23), (24).

5. Оценка пластической деформации элемента оболочки в окрест-
ности фронта волны. На самом фронте волны пластического деформиро-
вания при условии [6] неупругого деформирования пластическая деформация
отсутствует при упругом состоянии материала перед волной, т. е. фронт вол-
ны не добавляет пластическую деформацию непосредственно за фронтом.
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Наличие скорости пластического деформирования при превышении предела
пластичности (1) дает градиент пластической деформации за фронтом:

𝜀𝑝𝑖𝑗 = −𝑐
[︁𝜕𝑒𝑝𝑖𝑗
𝜕𝑛

]︁
.

Выражения для скоростей пластических деформаций на Σ1 имеют вид

𝜕𝑒𝑝𝑧𝑧
𝜕𝑡 Σ1

= [𝜀𝑝𝑧𝑧Σ1
] = −(𝜆+ 2𝜇)

𝜂
[𝑢,𝑛] +

√
3𝐾

𝜂
;

𝜕𝑒𝑝𝑟𝑧
𝜕𝑡 Σ1

= [𝜀𝑝𝑟𝑧Σ1
] = 0.

Выражения для скоростей пластических деформаций на Σ2 имеют вид

𝜕𝑒𝑝𝑧𝑧
𝜕𝑡 Σ2

= 𝜀𝑝𝑧𝑧Σ2
= 0;

𝜕𝑒𝑝𝑟𝑧
𝜕𝑡 Σ2

= 𝜀𝑝𝑟𝑧Σ2
= −𝜇

𝜂
[𝑣,𝑛] +

𝐾

𝜂
.

Знание скоростей пластического деформирования на фронте волны позво-
ляет оценить пластические деформации за фронтом с точностью до величин
3-го порядка по расстоянию от фронта:

𝑒−𝑝𝑖𝑗 = [𝑒𝑝𝑖𝑗,𝑛](𝑁 − 𝑧)− [𝑒𝑝𝑖𝑗,𝑛𝑛]
(𝑁 − 𝑧)2

2
+ [𝑒𝑝𝑖𝑗,𝑛𝑛𝑛]

(𝑁 − 𝑧)3

6
;[︀

𝑒𝑝,𝑛
]︀
= −1

𝑐
[𝜀𝑝𝑖𝑗 ; (25)

[︀
𝑒𝑝,𝑛𝑛

]︀
= −1

𝑐

(︁
[𝜀𝑝𝑖𝑗,𝑛] +

[︁𝛿𝜀𝑝𝑖𝑗
𝛿𝑁

]︁)︁
; (26)

[︀
𝑒𝑝,𝑛𝑛𝑛

]︀
= −1

𝑐

(︁
[𝜀𝑝𝑖𝑗,𝑛𝑛] +

[︁𝛿𝜀𝑝𝑖𝑗,𝑛
𝛿𝑁

]︁
+
[︁𝛿2𝜀𝑝𝑖𝑗
𝛿𝑁2

]︁)︁
. (27)

Выражения (25)–(27) получены по аналогии с (4) для [𝜀𝑝𝑖𝑗,𝑛], [𝜀
𝑝
𝑖𝑗,𝑛𝑛].

Выражения для остаточных перемещений после снятия нагрузки могут
быть получены путем разложения остаточных перемещений в степенной ряд
за продольной и сдвиговой волнами:

𝑢(𝑁, 𝑧) = 𝑒𝑝𝑧𝑧(𝑁 − 𝑧)− [𝑒𝑝𝑧𝑧,𝑛]
(𝑁 − 𝑧)2

2
+ [𝑒𝑝𝑧𝑧,𝑛𝑛]

(𝑁 − 𝑧)3

6
;

𝑣(𝑁, 𝑧) = 𝑒𝑝𝑟𝑧(𝑁 − 𝑧)− [𝑒𝑝𝑟𝑧,𝑛]
(𝑁 − 𝑧)2

2
+ [𝑒𝑝𝑟𝑧,𝑛𝑛]

(𝑁 − 𝑧)3

6
.

Второй инвариант тензора скоростей пластических деформаций вычисля-
ется исходя из выражения [3]:

𝐼2(𝜀
′𝑝
𝑖𝑗) =

√︁
𝜀′𝑝𝑖𝑗 ⊕ 𝜀′𝑝𝑖𝑗 ,
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где 𝜀′𝑝𝑖𝑗 = 𝜀𝑝𝑖𝑗−
1
3𝛿𝑖𝑗𝜀

𝑝
𝑘𝑘 — тензор-девиатор скоростей пластической деформации.

Тензор-девиатор скоростей пластической деформации представим в виде
матрицы ⎛⎝−1

3𝜀
𝑝
𝑧𝑧 0 𝜀𝑝𝑟𝑧

0 −1
3𝜀
𝑝
𝑧𝑧 0

𝜀𝑝𝑟𝑧 0 2
3𝜀
𝑝
𝑧𝑧

⎞⎠
Выпишем второй инвариант тензора девиатора скоростей пластической де-
формации:

𝐼2(𝜀
′𝑝
𝑖𝑗) =

√︂
𝜀2𝑝𝑟𝑧 +

4

9
𝜀2𝑝𝑧𝑧.

В качестве меры распределения остаточных деформаций за фронтом вол-
ны в линейном приближении примем выражение

𝐼2(𝑒
′𝑝
𝑖𝑗) =

√︁
𝑒′𝑝𝑖𝑗 ⊕ 𝑒′𝑝𝑖𝑗 =

𝑛

𝑐

√︂
𝜀𝑝2𝑟𝑧 +

4

9
𝜀𝑝2𝑧𝑧.

6. Описание программы. Программа [13] написана на языке Fortran
90 в кроссплатформенной среде Code::Blocks. Программа реализует 2 слу-
чая динамического деформирования: упругий и упруговязкопластический.
Результатом работы программы является массив данных коэффициентов ря-
дов Тейлора для построения решения перемещений за фронтами волн в зави-
симости от времени. Далее из массива по средствам интерполяции создаются
непрерывные функции (в Mathcad 15). Выбор случая расчета (упругий или
упруговязкопластический) осуществляется путем сравнения максимальных
эквивалентных напряжений по Мизесу на торце оболочки с пределом теку-
чести. Блок-схема алгоритма программы представлена на рис. 4.

7. Численный пример. В качестве примера рассмотрим удар по ле-
вому торцу оболочки с постоянным усилием при наличии трения на торце:
𝜎𝑧𝑧(0) = 250 МПа, 𝜎𝑟𝑧(0) = 𝑓𝑓𝑟𝜎𝑧𝑧(0), 𝑓𝑓𝑟 = 0.001. Геометрические парамет-
ры оболочки выберем равными 𝐿 = 10 м, 𝑅 = 1 м, ℎ = 0.1 м, что задает
безразмерные характеристики оболочки �̃� = 𝐿/𝑅, ℎ̃ = ℎ/𝑅. Безразмерный
параметр 𝑘 характеризует распределение касательных напряжений в сече-
нии. Физические параметры выбраны следующим образом: 𝑐1 = 5422 м/с,
𝑐2 = 3208 м/с, 𝜂 = 1010 Па · с, 𝐾 = 200 МПа, 𝜈 = 0.3, что определяет
𝜂 = 𝜂𝑐1/(𝐾𝐿), 𝑐 = 𝑐1/𝑐2. Задание конкретных геометрических и физиче-
ских параметров примера определяет единственное значение безразмерных
комплексов �̃�, ℎ̃, 𝑘, 𝜂, 𝑐, которые определяют подобие рассматриваемого яв-
ления при других геометрических и физических константах, сохраняя крите-
рии подобия. Численные расчеты приведены для двух вариантов граничных
условий на правом торце: жестко защемленном и свободном в виде �̃� = 𝑢/𝐿,
𝑣 = 𝑣/𝐿, �̃� = 𝑁/𝐿, 𝑧 = 𝑧/𝐿.

На рис. 5 представлены 3D-графики изменения продольного и поперечно-
го перемещения до момента возвращения волны Σ1 к левому торцу оболочки
для случая жесткого закрепления правого торца оболочки. В рассматривае-
мом примере на левой границе заданы положительные деформации 𝜎𝑟𝑧(0, 0).
На рис. 5 видны моменты отражения волны Σ1 в точке (𝑧 = 1, �̃� = 𝑐1𝑡/𝐿 = 1).

На рис. 6 представлены формы мгновенного изменения поверхности обо-
лочки в момент времени, когда волна Σ1 дошла до правого торца оболочки,
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Рис. 4. Блок-схема алгоритма программы
[Figure 4. Flowchart of the program algorithm]

и в момент времени, когда волна Σ1 вернулась к левому торце оболочки, для
случая жесткого закрепления правого торца оболочки.

На рис. 7 представлены изменения остаточной формы поверхности обо-
лочки вращения при снятии нагрузки в момент времени, когда волна Σ1 до-
шла до правого торца оболочки, и в момент времени, когда волна Σ1 вер-
нулась к левому торцу оболочки, для случая жесткого закрепления правого
торца оболочки.

На рис. 8 представлены 3D-графики изменения продольного и поперечно-
го перемещений до момента возвращения волны Σ1 к левому торцу оболочки
для случая свободного правого торца оболочки. Здесь от точки (𝑧 = 1, �̃� = 1)
начинается движение правой границы.

На рис. 9 представлены формы мгновенного изменения поверхности обо-
лочки в момент времени, когда волна Σ1 дошла до правого торца оболочки,
и в момент времени, когда волна Σ1 вернулась к левому торцу оболочки, для
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Рис. 5. Распределение продольных (сверху) и поперечных (снизу) перемещений в случае
жесткой правой границы, рассчитанное до момента времени возвращения отраженного

волнового фронта Σ1 к левой границе (онлайн в цвете)

[Figure 5. The distribution of longitudinal (top) and transverse (bottom) displacements in the
case of a rigid right-hand boundary calculated until the moment of return of the reflected wave

front Σ1 to the left boundary (color online)]

Рис. 6. Изменение мгновенной формы поверхности оболочки за счет продольных и попе-
речных перемещений в случае жесткого закрепления правой границы при �̃� = 1 (слева)

и �̃� = 2 (справа)
[Figure 6. Change in the instantaneous shape of the shell surface due to longitudinal and
transverse displacements in the case of a rigid right-hand boundary when �̃� = 1 (left)

and �̃� = 2 (right)]
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Рис. 7. Изменение остаточной формы поверхности оболочки за счет продольных и попе-
речных перемещений в случае жесткого закрепления правой границы при снятии нагрузки

в момент времени �̃� = 1 (слева) и �̃� = 2 (справа)
[Figure 7. The change in the residual shape of the shell surface due to longitudinal and

transverse displacements in the case a rigid right-hand boundary when the load is removed
at the time �̃� = 1 (left) and �̃� = 2 (right)]

Рис. 8. Распределение продольных (сверху) и поперечных (снизу) перемещений в случае
свободной правой границы, рассчитанное до момента времени возвращения отраженного

волнового фронта Σ1 к левой границе (онайн в цвете)
[Figure 8. The distribution of longitudinal (top) and transverse (bottom) displacements in the
case of a free right-hand boundary calculated until the moment of return of the reflected wave

front Σ1 to the left boundary (color online)]
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Рис. 9. Изменение мгновенной формы поверхности оболочки за счет продольных и
поперечных перемещений в случае свободной правой границы при �̃� = 1 (слева)

и �̃� = 2 (справа)
[Figure 9. Change in the instantaneous shape of the shell surface due to longitudinal and

transverse displacements in the case of a free right-hand boundary when �̃� = 1 (left)
and �̃� = 2 (right)]

Рис. 10. Изменение остаточной формы поверхности оболочки за счет продольных и попе-
речных перемещений в случае свободной правой границы при снятии нагрузки в момент

времени �̃� = 1 (слева) и �̃� = 2 (справа)
[Figure 10. The change in the residual shape of the shell surface due to longitudinal and

transverse displacements in the case a free right-hand boundary when the load is removed
at the time �̃� = 1 (left) and �̃� = 2 (right)]

случая свободного правого торца оболочки.
На рис. 10 представлены изменения остаточной формы поверхности обо-

лочки вращения при снятии нагрузки в момент времени, когда волна Σ1 до-
шла до правого торца оболочки, и в момент времени, когда волна Σ1 верну-
лась к левому торцу оболочки, для случая свободного правого торца оболоч-
ки.

Заключение. В работе лучевым методом построено решение системы
уравнений гиперболического типа в частных производных, описывающих ди-
намическое деформирование оболочки вращения конечной длины из упру-
говязкопластического материала для случаев свободного и жестко защем-
ленного правого торца при ударном нагружении по левому торцу. Прибли-
женное решение, имеющее точность до третьего порядка по расстоянию за
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фронтом волны, использовано для построения численного алгоритма расчета
деформированного состояния оболочки за фронтами продольной и сдвиговой
волн в процессе их распространения. Условия на свободном и жестко закреп-
ленном торце оболочки приведены в терминах скачков градиентов первого,
второго и третьего порядков от перемещений на торце. Волны, отраженные
от свободной границы волны являются волнами разгрузки, а отраженные от
защемленного торца волны — волнами пластического нагружения. Сами по-
ля деформаций и перемещений носят кусочный характер в плоскости (�̃� , 𝑧),
что связано с распространением продольных и сдвиговых волн в оболочке
при ударе. Программа для ЭВМ требует времени порядка одной минуты для
расчета кинематических параметров оболочки.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
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Mathematical modeling of dynamic deformation of
elasto-viscoplastic shells of finite length by a ray method
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Abstract
The paper presents a mathematical modeling of dynamic stress-strain

state of the rotation of the shell elasto-viscoplastic material. We solve the
modified system of S. P. Timoschenko’s partial differential equations by con-
structing a system of equations on moving surfaces of the gap with the initial
conditions in the form of a shock at the end, written in the form of a power
series in time, whose coefficients have initial conditions for the differential
equations. The solution is presented in the form of the Taylor’s row series
up to the fourth order in the shell coordinate. To simulate the waves re-
flected from the boundaries, the conditions at the boundary of two types
(rigidly restrained and stress-free), independent of time, are introduced. A
set of programs written in Fortran 90 on the Code::Blocks platform is de-
veloped. Two programs for the simulation of dynamic deformation of shell
in elastic and elasto-viscoplastic state are implemented. We use the differ-
ence representation of the derivatives, the calculation of the integrals by the
trapezoid method with a given step of partitioning the segment. The result
of the programs is the grid functions of the coefficients of the Taylor rows,
which are used to construct the displacement graphs as functions of time
and the longitudinal coordinate of the shell.

Keywords: dynamic deformation, rotating shell, ray method, reflected
wave, modeling, elasticity, viscosity, plasticity.
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