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Аннотация
Для обоснованного выбора определяющих уравнений материала при

математическом моделировании процессов горячей и теплой обработки
давлением тонколистовых металлических изделий с большой степенью
вытяжки рассматриваются способы теоретического анализа и экспери-
ментального подтверждения условий предельного деформирования ма-
териала.

Внимание сконцентрировано на кривой предельного деформирова-
ния листового материала на плоскости главных деформаций (одна из
которых соответствует растяжению, а вторая может задавать растя-
жение или сжатие), характеристике локального состояния материала,
отвечающей критическому росту локализации деформации. Локализа-
ция здесь понимается как локальное утонение листа и соответствует
диффузной форме локализации, другие дефекты (полосы сдвига, обра-
зование трещин) развиваются из данного предельного состояния либо
(образование складок и морщин) не являются локальными и требуют
полной постановки задачи.

Данная кривая, определяющая условия реализации того или иного
технологического процесса, может быть теоретически предсказана по за-
данным модели пластического течения и критерию вязкого разрушения
материала и начальным несовершенствам. Для этого рассматривают-
ся возможности схемы Марциньяка—Куцзинского (Marciniak–Kuczyński
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scheme), образец в рамках которой имеет две зоны однородной дефор-
мации и допускает аналитическое сведение задачи к системе несколь-
ких обыкновенных дифференциальных уравнений, решаемых численно.
Экспериментальный метод предусматривает испытание вдавливанием
пуансона со сферическим или цилиндрическим наконечником в обра-
зец, вырубленный из листа, который в зависимости от глубины боковых
вырезов может обеспечивать растяжение либо сжатие образца в попе-
речном направлении.

Оба подхода анализируются в работе в качестве инструментов вы-
бора и экспериментальной верификации модели материала и критерия
предельного состояния, помогающих решению сложной методической
проблемы идентификации математической модели по достаточно нети-
пичным для механики деформируемого твердого тела экспериментам,
сопровождающимся локализацией деформации.

С применением схемы Марциньяка—Куцзинского выполнен анализ
ряда критериев текучести анизотропного листового материала, законов
упрочнения и моделей повреждаемости, а также критериев предельного
состояния на кривую предельного деформирования, для чего был раз-
работан собственный алгоритм. Экспериментальные стандартные схе-
мы испытания по методам Хасека (V. Hasek), Накадзимы (K. Nakajima)
и Марциньяка (Z. Marciniak) были реализованы численно в пакете про-
грамм LS-DYNA, данные которых для сравнения также были нанесены
на плоскость главных деформаций.

Обсуждается возможность интегрирования в схему Марциньяка—
Куцзинского для каждой базовой жестко-пластической (склерономной)
модели зависимости от температуры, скорости деформации и микро-
структуры. Отмечено существенное ограничение теоретической схемы
Марциньяка—Куцзинского рамками пропорционального изменения глав-
ных деформаций в образце вне и внутри зоны локализации деформа-
ции, а также то, что она не приспособлена для определения предельных
свойств металлов, деформируемых в условиях деформационного разу-
прочнения, демонстрируемого алюминиевыми и титановыми сплавами
и некоторыми сталями при температурах динамической рекристаллиза-
ции. Для более широкого диапазона условий деформирования материа-
ла альтернативы упомянутому численному методу предсказания кривой
предельного деформирования не выявлено. Отдельным открытым и ак-
туальным вопросом остается описание эволюции анизотропных свойств
пластичности и разрушения вследствие анизотропного накопления по-
врежденности.

Ключевые слова: горячая листовая штамповка, диаграмма предель-
ного деформирования, вязкое разрушение, пластическая анизотропия,
модели материала, расчет, стандартные испытания.
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Введение. Дефектообразование и разрушение в процессах листовой штам-
повки вызывают пристальное внимание, поскольку одна из основных целей
проектирования таких процессов — не только избежать разрушения матери-
ала в ходе процесса, но и исключить (или минимизировать) образование тех-
нологических дефектов в изделии [1]. Современная практика проектирования
новых технологий формовки полых тонкостенных металлических изделий
при повышенных температурах предусматривает создание математической
модели процесса. Величина вытяжки за одну технологическую операцию ли-
митируется явлениями, возникающими при больших пластических деформа-
циях листовых металлов при повышенных температурах: локализацией де-
формации, образованием трещин или складок, недопустимыми по требова-
ниям качества, предъявляемым к изделию [2, 3]. Предсказание упомянутых
нежелательных явлений сталкивается с их значительной зависимостью от
качественных и количественных особенностей реологических свойств совре-
менных легких и прочных металлических сплавов в широком диапазоне тер-
момеханических воздействий (анизотропии пластических свойств, зависимо-
сти от деформационного упрочнения на первой стадии ползучести и накопле-
ния повреждений на третьей, смене физических механизмов деформирования
при изменении температуры и росте деформации), чувствительностью к на-
чальному разбросу реологических свойств. Явления локализации деформа-
ции и вязкого разрушения ведут к необходимости разработки нетривиальных
методик экспериментальной верификации математической модели материа-
ла с использованием образца с неоднородным напряженно-деформированным
состоянием. В качестве инструмента для изучения предельных состояний ма-
териала используют модельные и воспроизводимые экспериментально схемы
испытаний, обсуждению которых, а также критериев предельного состояния
и моделей материала, посвящена настоящая работа.

Удобная модельная схема испытания для исследования локализации де-
формации вязкопластичных тел с использованием образца в виде пластины
с двумя толщинами [4] применительно к рассматриваемой проблеме была
предложена в работе Марциньяка (Z. Marciniak) и Куцзинского (K. Kuczyński)
[5]. Их метод дает возможность построить кривую предельного деформирова-
ния листового металла в плоскости двух независимых главных деформаций,
позволяющую определить максимальную степень вытяжки и при этом исклю-
чить катастрофическое развитие локализации деформации, соответствующее
вязкому разрушению. Данная схема позволяет строить теоретические кривые
предельного деформирования для различных моделей материала в сочетании
с различными критериями предельного состояния. Для простейших опреде-
ляющих уравнений теории течения модель сводится к системе двух нели-
нейных обыкновенных дифференциальных уравнений, решаемых численно.
Схема Марциньяка—Куцзинского будет использована в настоящей работе
в качестве теоретического инструмента для анализа особенностей различных
определяющих уравнений пластичности листовых металлов и критериев их
вязкого разрушения. Практическая реализация данной схемы требует орга-
низации двухосного деформированного состояния, однородного в пределах
каждой зоны, что требует достаточно уникальной экспериментальной техни-
ки.
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Экспериментальные методы изучения предельных свойств листовых ме-
таллов при больших пластических деформациях основаны на вдавливании
в образец, вырубленный из плоского листа, пуансона с полусферическим или
цилиндрическим наконечником (метод Хасека, метод Марциньяка, модифи-
цированный метод Накадзимы) [6,7]. При этом используются образцы с раз-
личной формой краев, предписывающие возникновение предельного состоя-
ния в середине рабочей части образца с неоднородным распределением де-
формации. Главные деформации и момент недопустимой локализации дефор-
мации определяются экстензометрированием. Теоретический анализ опреде-
ляющих уравнений и критерия предельного состояния с помощью данной
схемы испытания возможен только с помощью численной реализации зада-
чи.

Сочетание теоретической схемы и экспериментальных методов дает необ-
ходимый инструментарий для выбора и экспериментальной верификации оп-
ределяющих уравнений и критерия предельного состояния для моделирова-
ния процесса горячей листовой штамповки. В настоящей работе

а) излагаются обе методики изучения предельных диаграмм деформиро-
вания,

б) выполняется аналитический обзор определяющих уравнений, составля-
ющих математическую модель (критериев текучести, законов упрочне-
ния, условий предельного состояния),

в) делается сравнение описания предельных диаграмм с помощью изло-
женных выше методов в рамках различных моделей материала и фор-
мулируются выводы относительно особенностей применимости инстру-
ментов для построения математической модели рассматриваемых про-
цессов.

Внимание сконцентрировано на западных источниках, скупо отраженных
в отечественной литературе [8–10].

Предельная диаграмма деформирования строится в верхней половине
плоскости главных деформаций, наибольшая из которых соответствует рас-
тяжению. Каждый тип предельного состояния порождает кривую на данной
плоскости, при пересечении которой реализуется данное состояние. Образо-
ванию складок соответствует кривая в левой нижней части диаграммы [2],
а теоретическое предсказание этих событий возможно в рамках полной по-
становки задачи механики исследуемого технологического процесса [11]. Пла-
стическому разрушению по модам I и II раскрытия трещин соответствует
предельная двузвенная ломаная в виде буквы „Λ“, состоящая из отрезков
FFL и SFFL [3]. Предельная кривая FLC, соответствующая критическому
росту локализации деформации, имеет характерный V-образный вид; образо-
вание трещин фактически начинается в областях локализации деформации.
Поэтому предельные состояния, связанные с появлением в ходе технологи-
ческого процесса областей локального утонения заготовки, представляются
более опасными. Предметом исследования в настоящей работе будут именно
эти события, теоретический анализ которых допускает рассмотрение локаль-
ного состояния материала, зависящего от определяющих соотношений и их
атрибутов (пластической анизотропии, упрочнения, внутренних переменных,
зависимости от температуры и скорости деформаций).
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1. Обзор критериев вязкого разрушения. Простейшим условием,
определяющим недопустимое развитие локализации деформации в пластине,
может быть связано с достижением скорости утонения пластины критической
величины:

�̇�3𝐿
�̇�3𝐵

= 𝑘. (1)

Здесь под 𝐿 и 𝐵 понимаются точки пластины, характеризующиеся соответ-
ственно максимальной и минимальной скоростью утонения пластины, а ве-
личина 𝑘 условна (и в настоящей работе полагается равной 100). Это условие
оказывается нелокальным, что неудобно при его использовании в численных
расчетах. Кроме того, оно оказывается неспособным предсказывать особенно-
сти поведения кривой предельного деформирования вблизи оси равных глав-
ных деформаций. Поэтому далее рассмотрим локальные критерии вязкого
разрушения.

В данной работе под деформациями понимаются исключительно пласти-
ческие деформации.

Введем следующие обозначения: 𝜎𝑢 —напряжение течения при одноосном
растяжении; 𝜎𝑖 —интенсивность напряжений; 𝜎— среднее напряжение; 𝜎1, 𝜎2,
𝜎3 — главные напряжения, 𝜎3 6 𝜎2 6 𝜎1; 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 — главные значения девиа-
тора напряжений; 𝜏𝑚 = 1

2 |𝜎1 − 𝜎3|—максимальное касательное напряжение;
𝜖1, 𝜖2, 𝜖3 — главные деформации, 𝜖3 6 𝜖2 6 𝜖1; 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 — главные значения
девиатора деформаций; 𝜖𝑖 —интенсивность деформаций; 𝜖— объемная дефор-
мация; 𝜖𝑓 —интенсивность деформаций в момент разрушения.

Отношение 𝜂 = 𝜎/𝜎𝑖 называется параметром трехосности или показате-
лем напряженного состояния (в отечественной литературе). Внимание далее
будет ограничено процессами, сопровождающимися постоянством ориента-
ции главных осей тензора деформаций относительно локального объема пла-
стины и траекториями изменения главных деформаций в плоскости пласти-
ны, мало отличающимися от прямых (траекториями малой кривизны), что
при пропорциональности изменения главных деформаций в плоскости пла-
стины имеет место даже при развитии локализации деформации. В таком
случае 𝜖𝑖 будет мало отличаться от накопленной деформации∫︁

𝐿

𝑑𝜖𝑖
𝑑𝑙

𝑑𝑙,

где 𝐿— траектория процесса в плоскости главных деформаций, и именно этот
параметр будет далее использоваться в обзоре при записи критериев вязкого
разрушения и законов упрочнения (хотя в расчетах будет использоваться
накопленная пластическая деформация).

Можно выделить критерии вязкого разрушения по механизму накопления
повреждений, не связанные с уравнениями пластического течения среды.

Несвязанный критерий вязкого разрушения имеет вид∫︁ 𝜖𝑓

0
𝑔𝛼𝑑𝜖𝑖 = 𝐼𝛼,

где 𝐼𝛼 — некоторое предельное значение, причем величина

𝐷 =
1

𝐼𝛼

∫︁ 𝜖𝑖

0
𝑔𝛼𝑑𝜖𝑖
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имеет смысл поврежденности. Критерий (1) связан с предельным состояни-
ем накопленной поврежденности, которому соответствует значение 𝐷 = 1
и накопленная пластическая деформация

𝜖𝑓 =

∫︁
𝐿

𝑑𝜖𝑖
𝑑𝑙

𝑑𝑙.

Ниже приведены критериальные функции некоторых наиболее известных
несвязанных критериев вязкого разрушения (константы 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘, 𝑝, 𝑞, 𝑛, 𝑚
полагаются уникальными для каждой функции 𝑔𝛼 и материала):

– S. E. Clift, A. M. Freudental (Energy Dissipation Criterion, EDC) [12,13]

𝑔𝐶 = 𝜎𝑖;

– M. G. Cockroft, D. J. Latham [14]

𝑔𝐶𝐿 = 𝜎1;

– S. I. Oh et al. [15]
𝑔𝑂ℎ =

𝜎1
𝜎𝑖

;

– F. A. McClintock [16] (Fracture Forming Limit, FFL)

𝑔𝑀𝐶 = 𝜂,

– J. R. Rice, D. M. Tracey [17]

𝑔𝑅𝑇 = 𝜁 exp
(︁3

2
𝜂
)︁
,

где 𝜁 = 0.283 в рамках пластичности Мизеса, а 𝜁 = 0.376 в рамках
пластичности Треска.

– R. Johnson, W. H. Cook [18]

𝑔𝐵𝑊 = 𝑎 + 𝑏 exp (𝑘𝜂) ;

– T. Wierzbicki, Y. Bao et al. [19]

𝑔𝐽𝐶 = 𝑎 exp (𝑐𝜂) − (𝑎 exp (𝑐𝜂) − 𝑏 exp (𝑘𝜂)) (1 − 𝜉𝑛)1/𝑛 ,

где 𝜉 = 27𝑠1𝑠2𝑠3
2𝜎3

𝑖
—параметр вида напряженного состояния (для плоско-

го напряженного состояния параметры 𝜂 и 𝜉 оказываются зависимыми
и данный критерий сводится к предыдущему);

– Y. Bao, T. Wierzbicki [20]

𝑔𝐵𝑊 =
(︀
𝑎 exp(𝑘𝜂) + 𝑏 exp(𝑚𝜂) − 𝑐 exp(𝑛𝜂)

)︀
𝜃2+

+
(︀
𝑎 exp(𝑘𝜂) − 𝑏 exp(𝑚𝜂)

)︀
𝜃 + 𝑐 exp(𝑛𝜂),

где 𝜃 = 1 − 2
𝜋 arccos 𝜉 —нормализованный угол вида напряженного со-

стояния, −1 6 𝜃 6 1;
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– M. L. Wilkins [21] предложил еще один критерий, зависящий от вида
напряженного состояния (см. также [19])

𝑔𝑊 =
1

(1 − 𝑎𝜎)𝑛
(2 − 𝜍)𝑚 ,

где 𝜍 = max {𝑠2/𝑠1, 𝑠2/𝑠3} ;
– Brozzo criterion (см. [22,23])

𝑔𝐵 =
2𝜎1

3(𝜎1 − 𝜎)
;

– M. Oyane et al. [24]
𝑔𝑂 = 1 + 𝑎𝜂;

– Y. K. Ko, H. Huh et al. [25]

𝑔𝐾𝐻 =
𝜎1
𝜎𝑖

⟨1 + 3𝜂⟩ ,

где ⟨𝑥⟩ = {1, 𝑥 > 0; 0, 𝑥 < 0};
– Y. Lou et al. [26]

𝑔𝐿 =
(︁

2
𝜏𝑚
𝜎𝑖

)︁𝑝⟨1

2
+

3

2
𝜂
⟩𝑞

;

– A. K. Ghosh [27]
𝑔𝐺 = 𝜏𝑚𝜎;

– D. M. Norris (Jr.) et al. [28]

𝑔𝑁 =
1

1 − 𝑎𝜎
;

– A. G. Atkins [29]

𝑔𝐴 =
1 + 𝜒/2

1 − 𝑎𝜎
,

где 𝜒 = 𝑑𝜖2
𝑑𝜖1

.
Некоторые их перечисленных выше критериальных функций имеют чи-

сто феноменологическую природу и их структура подчинена аппроксимации
экспериментальных данных, другие имеют обоснование механизмами гене-
рации, роста и объединения пор, выполненное методами теории упругости,
которое можно найти в указанных первоисточниках, а также [30]. Укажем
работы [13,19,22,26,31–34], посвященные обзору и экспериментальной калиб-
ровке известных критериев вязкого разрушения, а также формулировке ори-
гинальных критериев.

В работах Аткинса (A. G. Atkins) и Мартинса (P. A. F. Martins) с соав-
торами [3, 35–37] показано, что критерий Мак Клинтока (F. A. McClintock)
в сочетании с анизотропным законом пластического течения Хилла (R. Hill)
Hill48 (см. след. раздел) порождает предельные прямые FFL и SFFL, описы-
ваемые соответствующими уравнениями 𝜖1 + 𝜖2 = 𝑎 и 𝜖1 − 𝜖2 = 𝑏 в плоскости
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главных деформаций, отвечающими разрушению с ростом трещин отрыва
или сдвига в плоскости и являющимися характеристиками материала.

Наиболее известной связанной моделью накопления поврежденности по
механизму роста сферических пор является модель Гурсона–Твергарда–Нид-
лемана (Gurson–Tvergaard–Needleman model, GTN) [38, 39], в которой крите-
рий пластического течения Гурсона (A. L. Gurson) [40](︁ 𝜎𝑖

𝜎𝑢

)︁2
+ 2𝐷𝑞 cosh

(︁3

2
𝑝
𝜎

𝜎𝑢

)︁
−
(︀
1 + (𝑞𝐷)2

)︀
= 0, (2)

учитывающий среднее напряжение 𝜎 и объемную плотность пор 𝑓 :

𝐷 =

{︂
𝑓, 𝑓 6 𝑓𝑐,

𝑓𝑐 + 𝐾(𝑓 − 𝑓𝑐), 𝑓 > 𝑓𝑐;
𝐾 =

1/𝑞 − 𝑓𝑐
𝑓* − 𝑓𝑐

, (3)

где 𝑓* —пористость, соответствующая вязкому разрушению, дополняется эво-
люционными уравнениями для параметра пористости [38, 41, 42], моделиру-
ющими зарождение и рост пор, в том числе в условиях чистого сдвига (по-
следнее слагаемое);

𝑓 = (1 − 𝑓)�̇� +
𝑎√
2𝜋𝑏

exp
(︁
−1

2

(︁𝜖𝑖 − 𝑐

𝑏

)︁2)︁
�̇�𝑖 + 𝑘𝑓(1 − 𝜉2)

𝑠1𝑒1 + 𝑠2𝑒2 + 𝑠3𝑒3
𝜎𝑖

. (4)

Критерием вязкого разрушения выступает условие 𝑓 = 𝑓* (или 𝐷 = 1).
Связанная модель Generalized Incremental Stress State Dependent Model

(GISSMO) [43], предназначенная для описания непропорционального дефор-
мирования, предлагает более богатую эволюцию внутренних переменных, от-
вечающих за вязкое разрушение:

𝑓 =
𝑛

𝑔(𝜂)
𝑓1−1/𝑛�̇�𝑖, �̇� =

𝑛

ℎ(𝜂)
𝐹 1−1/𝑛�̇�𝑖,

причем тензор эффективных напряжений записывается в виде

Σ = (1 −𝐷)𝜎, (5)

где

𝐷 =

{︃
0, 𝐹 < 1,(︁

𝑓−𝑓𝑐
1−𝑓𝑐

)︁𝑚
, 𝐹 > 1,

а тензор напряжений 𝜎 устанавливается определяющими соотношениями.
Переменная 𝐹 называется мерой нестабильности.

Связанная модель Damage Initiation and Evolution Model (DIEM) [44] ис-
пользует несколько параметров поврежденности, отвечающих независимым
конкурирующим механизмам вязкого разрушения. Активизация 𝑗-того меха-
низма происходит при достижении соответствующего индикатора 𝜔𝑗 крити-
ческой величины 𝜔𝑗 = 1. Его рост описывается уравнением

�̇�𝑗 = 𝑔𝑗(�̇�𝑖, 𝜂)�̇�𝑖,
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механизм накопления повреждений включается согласно следующему усло-
вию:

�̇�𝑗 =

{︂
0, 𝜔𝑗 < 1,
𝑙�̇�𝑖, 𝜔𝑗 > 1,

а эволюция накопления повреждений подчиняется уравнению

�̇�𝑗 = ℎ𝑗(𝐷𝑗 , 𝜂)�̇�𝑗 .

Далее выполняются композиция поврежденностей согласно правилу

𝐷 = 1 −
∏︁
𝑗

(1 −𝐷𝑗)

и вычисление эффективного напряжения по (5).
Процессы развития поврежденности при обработке давлением листовых

заготовок могут существенно зависеть от исходной анизотропии механиче-
ских свойств листа (например, в направлении проката и в поперечном на-
правлении). Анизотропия поврежденности подтверждается эксперименталь-
но и особенно проявляется при непропорциональных нагружениях [45]. В свя-
зи с указанным обстоятельством получили развитие модели анизотропной
поврежденности, в частности, применительно к построению предельной диа-
граммы деформирования при обработке давлением анизотропной металличе-
ской пластинки по критерию наступления неустойчивости деформирования
вследствие накопления поврежденности [46]. Более общие связанные теории
поврежденности анизотропных материалов, использующие идеи и принци-
пы Damage Mechanics (суммирование повреждений, эффективные напряже-
ния) [47,48], заложенные Л. М. Качановым иЮ. Н. Работновым, можно найти
в работах [49–55].

В моделях вязкого разрушения, представленных выше, внимание было
сосредоточено на зависимости критериальной функции от тензора напряже-
ний. Практика учета зависимости от скорости деформаций и температуры
заключается в модификации этой функции 𝑔𝛼 = 𝑔𝛼𝜑𝛼(�̇�𝑖, 𝑇 ). Например, для
критерия Джонсона–Кука (R. Johnson, W. H. Cook) его авторами [18] пред-
ложено выражение

𝜑𝐽𝐶 =
(︁

1 + 𝑝 ln
�̇�𝑖
�̇�*

)︁(︀
1 + 𝑘𝜒(𝑇 )

)︀
, 𝜒(𝑇 ) = 𝑇/𝑇*, (6)

где 𝑇* — температура плавления. Более осторожный вариант предлагает вме-
сто гомологической температуры 𝜒(𝑇 ) = 𝑇/𝑇* в выражении (6) рассматри-
вать следующую функцию:

𝜒(𝑇 ) =

⎧⎨⎩
0, 𝑇 < 𝑇0,

𝑇−𝑇0
𝑇*−𝑇0

, 𝑇0 6 𝑇 < 𝑇*,
1, 𝑇 > 𝑇*,

где 𝑇0 — температура начала активации механизма разрушения.
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2. Критерии текучести и законы упрочнения. В рамках ассоции-
рованного закона пластического течения определяющие уравнения задаются
скалярной функцией тензора напряжений (функцией текучести), выступа-
ющей в качестве потенциала для тензора приращения пластических дефор-
маций, и закона трансформации этой функции в зависимости от истории
изменения пластических деформаций и текущих значений переменных со-
стояния — температуры, интенсивности скоростей деформации, внутренних
микроструктурных переменных (закона упрочнения). При математическом
моделировании процессов обработки пластическими деформациями листо-
вых материалов, полученных прокаткой, важно учитывать анизотропию их
пластических свойств, что оказывается весьма тонкой и сложной задачей.
В оригинальных работах [56–67] предложены различные варианты функций
текучести, подходящих для пластически анизотропных листовых металли-
ческих материалов. Монографии [68, 69] содержат, вероятно, лучший обзор
критериев текучести применительно к процессам штамповки листовых ме-
таллов.

Для идентификации критериев текучести обычно проводятся испытания
на одноосное растяжение плоских образцов, вырубленных из листового ме-
талла под углами 𝛼 = 0∘, 45∘ и 90∘ относительно направления прокатки со-
гласно стандарту ASTM E8/E8M–16a [70]. По данным испытания с 𝜎1 ̸= 0,
𝜎2 = 0, где 𝜎1, 𝜎2 — главные напряжения в плоскости образца, для каждого
из углов ориентации образца определяется напряжение течения 𝜎𝛼, а также
коэффициент анизотропии (Lankford coefficient) 𝑟𝛼 = 𝜖2/𝜖3 согласно стандар-
ту [71] (индексом 1 обозначено направление вдоль образца, а 2 и 3 — в по-
перечном направлении в плоскости образца и нормально к этой плоскости).
Для случая изотропии в плоскости листа данные одноосных испытаний 𝜎0,
𝜎45, 𝜎90, 𝑟0, 𝑟45, 𝑟90, необходимые для описания ортотропных пластических
свойств, сводятся к паре констант 𝜎𝑢 и 𝑟. Для многоконстантных критериев
в испытании на одноосное растяжение иногда требуется регистрация коэф-
фициента двухосной анизотропии 𝑟𝑏 = 𝜖2/𝜖1 в эксперименте на осадку выре-
занного из листа диска [68].

Для алюминиевых сплавов и низкоуглеродистых сталей регистрируются
два тонких эффекта аномального проявления пластической анизотропии [68].
Первый из них заключается в том, что при 𝜎0 = 𝜎90 имеет место 𝑟0 ̸= 𝑟90
(реально при малых отличиях от пластической изотропии в плоскости листа
(нормальной анизотропии) существенно различаются параметры 𝑟0 и 𝑟90) или
при 𝜎0 ̸= 𝜎90 имеет место 𝑟0 = 𝑟90. Вторая аномалия наблюдается в случае
нормальной анизотропии и заключается в том, что при 𝑟 < 1 имеет место
𝜎𝑏 > 𝜎𝑢 либо при 𝑟 > 1 выполняется 𝜎𝑏 < 𝜎𝑢, где 𝜎𝑏 —напряжение течения,
определяемое в испытании на двухосное растяжение 𝜎1 = 𝜎2 ̸= 0.

Ниже приведены формулировки некоторых наиболее популярных функ-
ций текучести для случая плоского напряженного состояния.

Квадратичный критерий Хилла (Hill48) [56] для случая плоской орто-
тропии записывается в виде

(𝐺 + 𝐻)𝜎2
𝑥𝑥 − 2𝐻𝜎𝑥𝑥𝜎𝑦𝑦 + (𝐹 + 𝐻)𝜎2

𝑦𝑦 + 2𝑁𝜎2
𝑥𝑦 = 1 (7)

и содержит четыре независимые константы 𝐹 , 𝐺, 𝐻, 𝑁 (𝑥, 𝑦, 𝑧 здесь и далее
координаты вдоль главных осей анизотропии пластических свойств листа —
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направления прокатки, направления, поперечного к направлению прокатки,
и направления нормали к листу). Для их определения достаточно иметь ко-
эффициенты 𝑟0, 𝑟45, 𝑟90 и напряжение течения 𝜎𝛼 для одного любого угла 𝛼.
Тогда искомые константы могут быть найдены по следующим формулам:

𝐻 =
1

𝜎2
0

𝑟𝑟
1 + 𝑟0

, 𝐺 =
1

𝜎2
0

1

1 + 𝑟0
, 𝐹 =

1

𝜎2
0

𝑟0
𝑟90

1

1 + 𝑟0
,

𝑁 =
1

𝜎2
0

1
2 + 𝑟45

1 + 𝑟0

(︁
1 +

𝑟0
𝑟90

)︁
.

В случае изотропии в плоскости листа критерий (7) принимает вид

(𝑟 + 1)𝜎2
𝑥𝑥 − 2𝑟𝜎𝑥𝑥𝜎𝑦𝑦 + (𝑟 + 1)𝜎2

𝑦𝑦 + 2(2𝑟 + 1)𝜎2
𝑥𝑦 = (𝑟 + 1)𝜎2

𝑢

и содержит только две константы 𝑟, 𝜎𝑢. При 𝑟 = 1 критерий Hill48 переходит
в критерий Мизеса для плоского напряженного состояния.

К положительным качествам данного критерия следует отнести малое
число параметров, простоту экспериментов для их определения, а также про-
стоту математической формулировки и использования в численных расчетах.
Однако данный критерий не описывает ни один из аномальных эффектов.

Степенной критерий Барлата (F. Barlat) (Yld89) [61] для случая плос-
кой ортотропии записывается в форме

𝑎
⃒⃒
𝐾1 + 𝐾2

⃒⃒𝑚
+ 𝑎

⃒⃒
𝐾1 −𝐾2

⃒⃒𝑚
+ (2 − 𝑎)

⃒⃒
2𝐾2

⃒⃒𝑚
= 2𝜎𝑚

0 , 𝐾1 =
𝜎𝑥 + ℎ𝜎𝑦

2
,

𝐾2 =

√︂(︁𝜎𝑥 − ℎ𝜎𝑦
2

)︁2
+ 𝑝2𝜎2

𝑥𝑦, 𝑚 =

{︂
6 для ОЦК-решетки,
8 для ГЦК-решетки.

(8)

Как и (7), критерий (8) имеет четыре параметра — 𝑎, ℎ, 𝑝, 𝜎0, которые мож-
но определить из трех экспериментов на одноосное растяжение, в которых
необходимо измерить 𝑟0, 𝑟45, 𝑟90, 𝜎0. Тогда

𝑎 = 2 − 2

√︂
𝑟0𝑟90

(1 + 𝑟0) (1 + 𝑟90)
, ℎ =

√︃
𝑟0 (1 + 𝑟90)

𝑟90 (1 + 𝑟0)
.

Параметр 𝑝 необходимо выразить какими-либо приближенным методом из
соотношения

𝑟45 = 2𝑚𝜎𝑚
0

(︁ 𝜕𝐹

𝜕𝜎𝑥
+

𝜕𝐹

𝜕𝜎𝑦

)︁−1
− 1,

где 𝐹 —левая часть критерия текучести (8).
В случае изотропии в плоскости критерий принимает вид⃒⃒

𝐾1 + 𝐾2

⃒⃒𝑚
+
⃒⃒
𝐾1 −𝐾2

⃒⃒𝑚
+ 2𝑟

⃒⃒
𝐾2

⃒⃒𝑚
= (1 + 𝑟)𝜎𝑚

0 ,

𝐾1 =
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
, 𝐾2 =

√︂(︁𝜎𝑥 − 𝜎𝑦
2

)︁2
+ 𝜎2

𝑥𝑦.
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В отличие от критерия Hill48, критерий Yld89 позволяет описать обла-
сти уплощения поверхности текучести, имеющие место для текстурирован-
ных металлических поликристаллов. Данный критерий не обладает просты-
ми выражениями ассоциированного закона пластического течения. Для иден-
тификации одного из параметров критерия в случае ортотропии необходимо
приближенное решение задачи. При 𝑟 = 1, 𝑚 = 2 критерий Yld89 переходит
в критерий Мизеса для плоского напряженного состояния.

Кубичный критерий Хилла (Hill93) [60] в случае совпадения главных
осей тензора напряжений и осей ортотропии записывается в виде

𝜎2
1

𝜎2
0

+
(︁
𝑐− 𝑝𝜎1 + 𝑞𝜎2

𝜎𝑏

)︁ 𝜎1𝜎2
𝜎0𝜎90

+
𝜎2
2

𝜎2
90

= 1.

Для определения пяти констант необходимо знать величины 𝜎0, 𝜎90, 𝑟0, 𝑟90,
𝜎𝑏. Тогда

𝑝 =
𝜎0𝜎90𝜎𝑏

𝜎𝑏𝜎0 + 𝜎𝑏𝜎90 − 𝜎0𝜎90
×

×
(︂

2𝑟0 (𝜎𝑏 − 𝜎90)

𝜎2
0 (1 + 𝑟0)

− 2𝑟90𝜎𝑏
𝜎2
90 (1 + 𝑟90)

+
1

𝜎0

(︁𝜎90
𝜎0

+
𝜎0
𝜎90

− 𝜎0𝜎90
𝜎2
𝑏

)︁)︂
,

𝑞 =
𝜎0𝜎90𝜎𝑏

𝜎𝑏𝜎0 + 𝜎𝑏𝜎90 − 𝜎0𝜎90
×

×
(︂

2𝑟90 (𝜎𝑏 − 𝜎0)

𝜎2
90 (1 + 𝑟90)

− 2𝑟0𝜎𝑏
𝜎2
0 (1 + 𝑟0)

+
1

𝜎90

(︁𝜎90
𝜎0

+
𝜎0
𝜎90

− 𝜎0𝜎90
𝜎2
𝑏

)︁)︂
,

𝑐 = 𝑝 + 𝑞 +
𝜎0𝜎90
𝜎2
𝑏

− 𝜎0
𝜎90

− 𝜎90
𝜎0

,

где 𝑝, 𝑞 — произвольные константы.
Данный критерий при сравнительно небольшом числе параметров ап-

проксимирует обе аномалии пластического поведения листовых анизотроп-
ных металлов. Однако неоднородность критерия по компонентам тензора на-
пряжений и формулировка его в главных осях этого тензора лимитируют его
применение в приложениях.

Восьмиконстантный критерий Барлата (Yld2003) был предложен в ра-
боте [64] для случая плоской ортотропии

𝜑′ + 𝜑′′ = 2𝜎𝑚
𝑢 ,

где

𝜑′ = |𝑋 ′
1 −𝑋 ′

2|𝑚, 𝜑′′ = |2𝑋 ′′
2 + 𝑋 ′′

1 |𝑚 + |2𝑋 ′′
1 + 𝑋 ′′

2 |𝑚,

𝑋1 =
1

2

(︁
𝑋11 + 𝑋22 +

√︁
(𝑋11 −𝑋22)2 + 4𝑋12

2
)︁
,

𝑋2 =
1

2

(︁
𝑋11 + 𝑋22 −

√︁
(𝑋11 −𝑋22)2 + 4𝑋12

2
)︁

458



Диаграмма предельных деформаций при горячей листовой штамповке металлов

(здесь для 𝑋1 и 𝑋2 одинарные и двойные штрихи опущены для упрощения
записи), а для векторов-столбцов 𝑋 ′, 𝑋 ′′ имеем⎧⎨⎩𝑋 ′

11
𝑋 ′

22
𝑋 ′

12

⎫⎬⎭ =

⎡⎣𝐶 ′
11 0 0
0 𝐶 ′

22 0
0 0 𝐶 ′

33

⎤⎦⎧⎨⎩𝑠𝑥𝑥
𝑠𝑦𝑦
𝑠𝑥𝑦

⎫⎬⎭ ,

⎧⎨⎩𝑋 ′′
11

𝑋 ′′
22

𝑋 ′′
12

⎫⎬⎭ =

⎡⎣𝐶 ′′
11 𝐶 ′′

12 0
𝐶 ′′
12 𝐶 ′′

22 0
0 0 𝐶 ′′

33

⎤⎦⎧⎨⎩𝑠𝑥𝑥
𝑠𝑦𝑦
𝑠𝑥𝑦

⎫⎬⎭ .

Показатель степени 𝑚 здесь выбирается так же, как и для критерия
Yld89. Если, как в оригинальной работе [64], положить 𝐶 ′

12 = 𝐶 ′
21 = 0, остав-

шиеся восемь независимых констант определяются по измеренным в экспе-
риментах параметрам 𝜎0, 𝜎45, 𝜎90, 𝑟0, 𝑟45, 𝑟90, 𝜎𝑏, 𝑟𝑏. Изотропия пластических
свойств в плоскости листа описывается, если матрицы𝐶 ′ = 𝐶 ′′ = 𝐼 положить
единичными.

Следует заметить, что критерии Hill48 и Yld2003 продолжимы на про-
странственный случай с условием независимости от среднего напряжения,
а Hill93 и Yld89 не продолжимы из-за отсутствия равноправия по нормаль-
ным напряжениям. Критерий Гурсона (2) при ненулевой пористости явно
зависит от среднего напряжения в пространственном случае [63].

Учет деформационного, скоростного и температурного упрочнения в рам-
ках моделей пластичности, предназначенных для траекторий деформирова-
ния малой кривизны, может быть сделан, если предусмотреть зависимость
напряжения течения 𝜎𝑦 от накопленной деформации, скорости деформации,
температуры и внутренних переменных.

Общий вид закона упрочнения записывается в виде

𝜎𝑢 = ℎ𝛼(𝜖𝑖, �̇�𝑖, 𝑇 ).

Ниже приведены формулировки некоторых наиболее известных законов упроч-
нения (константы 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘, 𝑝, 𝑞, 𝑛,𝑚 полагаются уникальными для каждой функ-
ции ℎ𝛼 и материала):

– E. Voce [72] (см. также [73,74])

ℎ𝑉 = 𝑎− 𝑏 exp(−𝑐𝜖𝑖);

– H. W. Swift [75]
ℎ𝑆 = 𝑎(𝑏 + 𝜖𝑛𝑖 );

– R. Johnson, W. H. Cook [18]

ℎ𝐽𝐶 = 𝑎(𝑏 + 𝜖𝑛𝑖 )
(︁

1 + 𝑝 ln
�̇�𝑖
�̇�*

)︁(︀
1 − (𝑇/𝑇*)

𝑞
)︀

(в версии [76, p. 65] зависимость от температуры в ℎ𝐽𝐶 следует учи-
тывать в виде 1 − 𝐻𝑚, 𝐻 = (𝑇 − 𝑇0)/(𝑇* − 𝑇0) при 𝑇 > 𝑇0, где 𝑇0 —
температура начала активации процесса пластического деформирова-
ния);

– K. Schotten [77] (см. также [78])

ℎ𝑆𝑐 = 𝑎�̇�𝑚+𝑏𝑇
𝑖 exp(𝑞𝑇 );
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– Grosman (см. [78])

ℎ𝐺 = 𝑎𝜖𝑛𝑖 exp(𝑝𝜖𝑖)�̇�
𝑚+𝑏𝑇
𝑖 exp(𝑞𝑇 );

– A. S. Khan, R. Liang (Khan–Huang–Liang model, KHL) [79–82]

ℎ𝐾𝐻𝐿 = 𝑎

(︂
1 + 𝑏𝜖𝑛𝑖

(︁
1 − 𝑐 ln �̇�𝑖

)︁𝑘
(︂
𝑇* − 𝑇

𝑇* − 𝑇0

)︂𝑝)︂(︁ 𝑇* − 𝑇

𝑇* − 𝑇0

)︁𝑞
�̇�𝑚𝑖 ;

C. Zener, J. H. Hollomon [78,83]

ℎ𝑍𝐻 = 𝑎𝑍𝑚, 𝑍 = exp

(︂
𝑘

𝑇

)︂
�̇�𝑖;

– C. M. Sellars, W. J. McG. Tegart, P. Garofalo (Sellars–Tegart–Garofalo
model, STG) [84]

ℎ𝑆𝑇𝐺 = 𝑎 + 𝑏 arcsh
(︁𝑍𝑚

𝑞

)︁
, 𝑍 = exp

(︁ 𝑘

𝑇

)︁
�̇�𝑖;

– S. Nemat–Nasser [76, p. 65], [85]

ℎ𝑁𝑁 =𝑎
(︁

1 − 𝑏
(︁

ln
�̇�𝑖
�̇�*

+ ln𝜗(𝜖𝑖, 𝑇 )
)︁𝑞)︁𝑝

𝜗(𝜖𝑖, 𝑇 ) + 𝑘𝜖𝑛𝑖 ,

𝜗(𝜖𝑖, 𝑇 ) = 1 + 𝑐
(︁

1 −
(︁ 𝑇

𝑇*

)︁2)︁
𝜖
1/2
𝑖 ;

– modified Norton–Hoff equation [76, p. 66]

ℎ𝐻 = 𝑎(𝑏 + 𝜖𝑖)
𝑛(𝑇 )�̇�

𝑚(𝑇 )
𝑖 exp(𝑘/𝑇 ),

𝑛(𝑇 ) = 𝑛0 exp(−𝑝(𝑇 − 𝑇0)),

𝑚(𝑇 ) = 𝑚0 exp(−𝑞(𝑇 − 𝑇0));

– L. Tong et al. [78]

ℎ𝑇 = 𝑎 exp
(︁ 𝑘

𝑇

)︁
�̇�𝑚𝑖

(︀
1 + 𝑏 exp

(︀
−𝑞(𝜖𝑖 − 𝜖0)

2
)︀)︀(︀

1 − 𝑐 exp(−𝑝𝜖𝑛𝑖 )
)︀
.

Другие варианты описания зависимости от скорости деформации, темпе-
ратуры и микроструктуры можно встретить в работах [73,74,76,78,86,87].

В работах [9,78,84,88,89] для некоторых алюминиевых и титановых спла-
вов и сталей при повышенных температурах зафиксирована немонотонность
диаграммы деформирования, объясняемая явлениями динамического возвра-
та, динамической рекристаллизации и других трансформаций микрострукту-
ры; там же можно встретить аналитические аппроксимации кривых дефор-
мирования с ниспадающими участками (одна из которых ℎ𝑇 представлена
выше).

Отметим работу [90], посвященную формулировке широкодиапазонных
уравнений состояния для описания процесса ползучести металлов, в которой
среди прочего предлагается дробно-линейная форма зависимости напряже-
ния течения от скорости деформации. Данная аппроксимация имеет каче-
ственную особенность — существование предельного напряжения при неогра-
ниченном увеличении скорости деформации, что имеет принципиальное зна-
чение для возможности описания концентрации скорости деформации вблизи
поверхностей трения заготовки и рабочего инструмента [91].
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3. Применение схемы Марциньяка—Куцзинского для анализа
моделей вязкого разрушения. Среди различных теорий, позволяющих
получить предельные деформации листового металла в зависимости от его
пластических свойств, критерия вязкого разрушения и условий нагружения
(см. [5, 75, 92, 93] и обсуждение в [68]), достаточно гибкий инструмент пред-
ставляет собой схема, предложенная Марциньяком (Z. Marciniak) и Куцзин-
ским (K. Kuczyński) [5]. Моделируется двухосное растяжение образца в виде
пластины с двумя зонами (рис. 1) — толстой 𝐵 (Basic) и тонкой 𝐿 (Localized),
разделенными прямолинейными границами. Направлению, перпендикуляр-
ному границам раздела, будет присвоен индекс 1 и оно будет соответство-
вать наибольшей деформации 𝜀1 > 0. Направлению, продольному данным
границам, присвоен индекс 2, а направлению, перпендикулярному плоскости
пластины— индекс 3.

Предполагается, что в испытании контролируются деформации 𝜀1𝐵 и 𝜖2𝐵.
Принимается, что

а) в канавке и вне её пластинка находится в различных однородных на-
пряженно-деформированных состояниях;

б) имеет место плоское напряженное состояние в обеих областях;
в) деформации в направлении вдоль канавки в областях 𝐵 и 𝐿 равны (нет

утонения пластинки по ширине):

𝜖2𝐵 = 𝜖2𝐿

(здесь 𝜖𝑖𝛼, 𝑖 = 1, 2, 𝛼 = 𝐿,𝐵 — главные значения тензора логарифмиче-
ских деформаций);

г) главные оси тензора напряжений в обеих областях совпадают с направ-
лениями вдоль и поперек канавки;

д) в области 𝐵 имеет место пропорциональное нагружение:

𝑑𝜎1𝐵
𝜎1𝐵

=
𝑑𝜎2𝐵
𝜎2𝐵

(здесь 𝜎𝑖𝛼, 𝑖 = 1, 2, 𝛼 = 𝐿,𝐵, — главные значения тензора напряжений
Коши);

е) выполнено условие равновесия:

𝑡𝐵𝜎1𝐵 = 𝑡𝐿𝜎1𝐿, (9)

где 𝑡 — толщина пластины.

Рис. 1. Схема образца Марциньяка—Куцзинского
[Figure 1. Marciniak–Kuczyński model]
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В модели можно выделить три важных элемента.
1. Условие пластического течения ℱ (𝜎, 𝜎𝑢) = 0. Закон течения обычно

принимают ассоциированным с условием пластического течения:

�̇� = �̇�
𝜕ℱ (𝜎, 𝜎𝑢)

𝜕𝜎
.

Сопряженные интенсивности напряжений 𝜎𝑖 и интенсивности прираще-
ния деформаций удовлетворяют равенству

𝑑𝐴 = 𝜎 : 𝑑𝜖 = 𝜎𝑖𝑑𝜖𝑖,

где 𝑑𝐴—приращение работы пластической деформации.
2. Закон упрочнения или разупрочнения, то есть изменение 𝜎𝑢 в зависи-

мости от накопленной деформации, скорости деформации, температуры
или внутренних переменных состояния, описывающих эволюцию мик-
роструктуры.

3. Условие возникновения дефекта (критерий вязкого разрушения), при
котором точка с координатами (𝜖2𝐵, 𝜖1𝐵) отмечается как точка, принад-
лежащая кривой предельного деформирования.

В области шейки обычно задают меньшую начальную толщину, чем вне
ее. Также можно задать ту же начальную толщину, но ослабленные пластиче-
ские свойства материала в шейке, или задать повышенную начальную повре-
жденность материала, если используется модель материала с поврежденно-
стью. Для нахождения кривой предельного деформирования задают харак-
тер нагружения 𝜒𝐵 = 𝜎2𝐵

𝜎1𝐵
, затем находится точка на этой кривой, одна для

каждого значения 𝜒𝐵. Для нахождения кривой предельного деформирования
можно применять итерационный алгоритм. Прежде чем перейти к алгорит-
му, рассмотрим два уравнения.

1. Из ассоциированного закона течения

𝑑𝜖1𝐿
𝑑𝜖2

=

(︂
𝜕ℱ (𝜎1𝐿, 𝜎2𝐿)

𝜕𝜎1𝐿

)︂⧸︁(︂
𝜕ℱ (𝜎1𝐿, 𝜎2𝐿)

𝜕𝜎2𝐿

)︂
с учетом обозначения

𝜌𝐵 =
𝑑𝜖2
𝑑𝜖1𝐵

следует

𝑑𝜖1𝐵 =
𝑑𝜖1𝐿
𝜌𝐵

(︂
𝜕ℱ (𝜎1𝐿, 𝜎2𝐿)

𝜕𝜎2𝐿

)︂⧸︁(︂
𝜕ℱ (𝜎1𝐿, 𝜎2𝐿)

𝜕𝜎1𝐿

)︂
. (10)

Если функция текучести есть однородная функция тензора напряжений (что
верно для большинства случаев), то отношение частных производных в (10)
выражается через 𝜒𝐵. Например, при использовании трансверсально изо-
тропного условия пластического течения Хилла формула (10) примет вид

𝑑𝜖1𝐵 =
𝑑𝜖1𝐿
𝜌𝐵

(1 + 𝑟)𝜒𝐿 − 𝑟

1 + 𝑟 − 𝑟𝜒𝐿
,

где 𝑟—параметр анизотропии.
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2. Уравнение равновесия (9) с использованием определения логарифми-
ческих деформаций запишется так:

𝜎1𝐵 = 𝑓0 exp (𝜖3𝐿 − 𝜖3𝐵)𝜎1𝐿, (11)

где 𝑓0 = 𝑡0𝐿
𝑡0𝐵

—начальное отношение толщин. Пусть задан закон упрочнения
𝜎𝑖 = ℎ (𝜖𝑖, . . . ), тогда формула (11) запишется в виде

𝜑𝐿ℎ (𝜖𝑖𝐵, . . . )

𝜑𝐵ℎ (𝜖𝑖𝐿, . . . )
𝜎1𝐵 = 𝑓0 exp (𝜖3𝐿 − 𝜖3𝐵)𝜎1𝐿. (12)

Здесь 𝜑𝛼 = 𝜎𝑖𝛼
𝜎1𝛼

, 𝛽𝛼 = 𝜖𝑖𝛼
𝜖1𝛼

, 𝛼 = {𝐵,𝐿}. Для построения итерационного
алгоритма придадим деформациям в (12) приращения 𝑑𝜖, учитывая, что
𝑑𝜖1 + 𝑑𝜖2 + 𝑑𝜖3 = 0 и 𝑑𝜖2𝐿 = 𝑑𝜖2𝐵:

𝜑𝐿ℎ (𝜖𝑖𝐵 + 𝛽𝐵𝑑𝜖1𝐵, . . . )

𝜑𝐵ℎ (𝜖𝑖𝐿 + 𝛽𝐿𝑑𝜖1𝐿, . . . )
= 𝑓0 exp (𝜖3𝐿 − 𝑑𝜖1𝐿 − 𝜖3𝐵 + 𝑑𝜖1𝐵) . (13)

Здесь полагается, что безразмерные величины 𝜑𝐿, 𝜑𝐵, 𝛽𝐿, 𝛽𝐵 приращений не
испытывают. Если использовать степенной закон упрочнения 𝜎𝑖 = 𝑘 (𝜖0 + 𝜖𝑖)

𝑛,
то формула (13) примет вид

𝜖1𝐵 =
1

𝛽𝐵

(︁𝜑𝐵

𝜑𝐿
𝑓0 exp (𝜖3𝐿 − 𝑑𝜖1𝐿 − 𝜖3𝐵 + 𝑑𝜖1𝐵)

)︁1/𝑛
×

× (𝜖0 + 𝜖𝑖𝐿 + 𝛽𝐿𝑑𝜖1𝐿) − 𝜖𝑖𝐵 + 𝜖0
𝛽𝐿

.

Итерационный алгоритм по шагам выглядит следующим образом (версия
[79], модифицированная в настоящей работе).

Шаг 1. Задаётся 𝜒𝐵 = 𝜎2𝐵
𝜎1𝐵

.
Шаг 2. Определяются значения деформаций, при которых материал в обеих

областях перейдет в пластическое состояние. Рассматриваются конеч-
ные пластические деформации, поэтому высокая точность для этого
шага не нужна.

Шаг 3. Задаётся некоторое малое конечное приращение деформации 𝑑𝜖1𝐿
в области 𝐿.

Шаг 4. С использованием условия пластического течения и ассоциированно-
го закона течения находятся значения 𝜌𝐵, 𝜑𝐵 и 𝛽𝐵 = (1 + 𝜒𝐵𝜌𝐵)/𝜑𝐵.
Параметры 𝜌𝐿, 𝜑𝐿, 𝛽𝐿 выражаются через 𝑑𝜖1𝐵, 𝑑𝜖1𝐿, 𝜒𝐿. Тогда 𝜌𝐿 =
= 𝜌𝐵𝑑𝜖1𝐵/𝑑𝜖1𝐿, 𝜑𝐿 находятся с использованием условия пластического
течения и соотношения 𝛽𝐿 = (1 + 𝜒𝐿𝜌𝐿)/𝜑𝐿.

Шаг 5. Оставшиеся две неизвестные величины 𝜒𝐿 и 𝑑𝜖1𝐵 определяются из
решения уравнений (10), (11).

Шаг 6. Вычисляются новые значения деформаций.
Шаг 7. Проверяется выполнение критерия вязкого разрушения. Если усло-

вие не выполняется, то переходим к шагу 3.
Шаг 8. Отмечается точка кривой предельного деформирования (𝜖2𝐵, 𝜖1𝐵).
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Шаг 9. Повторяется выполнение алгоритма с шага 1 с другими значения-
ми 𝜒𝐵 для получения необходимого числа точек кривой предельного
деформирования.

Если модель содержит внутренние переменные, то на шаге 2 необходимо
задать стартовое значение этих переменных, а после шага 5 находить прира-
щения внутренних переменных из их эволюционных уравнений для исполь-
зования в следующей итерации.

Для моделей, в особенности рассматривающих повреждаемость, была ис-
пользована другая численная реализация схемы Марциньяка—Куцзинского,
основанная на решении системы дифференциальных уравнений модели, запи-
санных в нормальной форме Коши, стандартными средствами пакета Wolfram
Mathematica 10.

Данная схема многократно использовалась и модифицировалась для тео-
ретического предсказания особенностей предельных кривых в зависимости
от различных специальных критериев текучести, законов упрочнения и кри-
териев вязкого разрушения [3,79, 94–117].

4. Методы экспериментального построения диаграмм предель-
ного деформирования. В качестве натурных испытаний на разрушение
образцов из листового металла широкое распространение получили тесты
Накадзимы (K. Nakajima), Марциньяка (Z. Marciniak), Хасека (V. Hasek) [68,
pp. 159–162] и гидравлическая формовка в овальном штампе [6, 7]. Во всех
видах указанных формовочных тестов достигаются две цели:

а) обеспечивается практически однородное плоское напряжённое состоя-
ние в окрестности средней (узкой) части образца благодаря использо-
ванию пуансона со сравнительно большим диаметром;

б) варьируется деформированное состояние за счёт разнообразия формы
испытываемых образцов.

Тесты различаются между собой формой образца (рис. 2) и оснасткой.
Для теста Накадзимы диаметр полусферического индентора берется рав-

ным 100 мм, внутренний диаметр матрицы— 105–108 мм, радиус фаски мат-
рицы— 5–10 мм. Для теста Марциньяка внешний диаметр цилиндрического
индентора берется равным 100 мм, его внутренний диаметр— 33 мм, ради-

Рис. 2. Форма образцов, используемых в стандартных испытаниях по вытяжке листового
металла: a) методом Хасека, b) методом Марциньяка и c) методом Накадзимы

[Figure 2. Shapes of specimens used in standart drawing tests: a) in the Hasek test, b) in the
Marciniak test, and c) in the Nakajima test]
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ус фаски индентора — 10 мм. Для теста Хасека диаметр полусферического
индентора берется равным 100 мм, внутренний диаметр матрицы— 120 мм,
радиус фаски матрицы— 10–20 мм.

Обобщённая процедура натурного эксперимента изложена в стандартах
[6, 7]. Кроме требований к оснастке и геометрии образцов, данные стандар-
ты описывают требования к мощности оборудования (усилие пуансона 100–
600 кН), скорости движения пуансона 1–4 мм/с, тепловым режимам процес-
са, трению. Коэффициент кулоновского трения между оснасткой и образцом
не должен превышать 0.15, при этом оптимальный диапазон лежит между
0.04 и 0.08. Перед формовкой на лист металла методами фотопринта, фото-
травления или электроэрозии наносят сетку концентрических окружностей
диаметрами 2.5–10 мм, необходимую для дальнейшего анализа напряжен-
но-деформированного состояния. Затем край образца жёстко закрепляется
в матрице прижимом и проводится формовка. Образец испытывают до по-
явления трещины, разрыва или образования утонения, затем образец раз-
гружают. В расположенных рядом с трещиной ячейках сетки рассчитывают
напряженно-деформированное состояние и по вычисленным главным дефор-
мациям определяют точку, принадлежащую кривой предельного деформиро-
вания.

Вычислительный эксперимент идеологически не отличается от натурно-
го эксперимента, применяются перечисленные выше образцы, характеристи-
ки оснасток и технологические режимы. Использование программных ком-
плексов ANSYS/LS-DYNA, DEFORM, MSC MARC, Abaqus, AutoForm, PamStamp, QForm
и т.д. в сочетании с пользовательскими моделями поведения материала и кри-
териями вязкого разрушения не является неразрешимой проблемой на пу-
ти организации вычислительного эксперимента. Вся сложность заключает-
ся в корректном выборе модели поведения материала и критерия вязкого
разрушения, подходящих для данного материала, и в установлении досто-
верных экспериментальных данных. Модель поведения выбирают исходя из
формы диаграмм истинных напряжений, полученных в натурных испытани-
ях на растяжение/сжатие/сдвиг, а константы модели подбирают варьирова-
нием до удовлетворительного совпадения формы модельной кривой с экспе-
риментальной.

Как правило, вычислительная модель строится на базе метода конечных
элементов, на котором основаны перечисленные выше программные комплек-
сы. В вычислительную модель вносят определяющие соотношения (уравне-
ния теории пластического течения, критерий текучести, закон упрочнения),
критерий вязкого разрушения, характеристики материалов, характеристики
трения, геометрию оснастки и образца, граничные и начальные условия. При
использовании метода конечных элементов с применением оболочечных эле-
ментов для обеспечения плоского напряженного состояния минимальный ли-
нейный размер элемента устанавливают порядка 2–10 толщин образца. Далее
явная или неявная динамическая численная процедура пошагово вычисляет
перемещения, деформации, напряжения с учётом показателей повреждаемо-
сти. Процесс машинного счёта останавливают при появлении трещины или в
момент потери устойчивости материалом заготовки, во время которого неко-
торые из элементов в сравнении с прочими элементами начинают значительно
увеличиваться в линейных размерах, вследствие чего срабатывает геометри-
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ческий критерий разрушения (1). Затем определяют напряженно-деформиро-
ванное состояние в конечных элементах, расположенных рядом с трещиной,
или в центре образца. По вычисленным главным деформациям строят кри-
вую предельного деформирования. Численная реализация модели подробно
описана в книге [68].

5. Связь теоретических и численных предсказаний с экспери-
ментальными данными. Теоретическая схема Марциньяка—Куцзинского
была реализована численно и с ее помощью исследована качественная и ко-
личественная зависимость кривой предельного деформирования от парамет-
ров определяющих соотношений пластичности и критерия вязкого разруше-
ния. На рис. 3 продемонстрирована существенная зависимость кривой пре-
дельного деформирования от параметра 𝑚—показателя степени критерия
текучести Yld89. В качестве условия вязкого разрушения был принят гео-
метрический критерий (1), другие параметры критерия текучести 𝑚 = 8,
𝑟0 = 0.65, 𝑟45 = 0.83, 𝑟90 = 0.6 и степенного закона упрочнения 𝑛 = 0.226
здесь и далее были взяты для алюминиевого сплава AA2024-O [118]. Пара-
метр критерия (1) 𝑘 = 100, величина начального геометрического возмуще-
ния 𝛿0 = 𝑡0𝐿/𝑡0𝐵 = 0.9976. Положение на плоскости главных деформаций
кривой предельного деформирования также количественно зависит от пара-
метров 𝑟, 𝑛 [97].

Рис. 4 показывает, что при пропорциональном деформировании образца
траектории деформирования в области локализации деформации мало отли-
чаются от прямолинейных, заметно искривляясь лишь вблизи точки, в ко-
торой выполняется условие вязкого разрушения (1) в смысле достижения
предельного значения отношения 𝑑𝜖3𝐿/𝑑𝜖3𝐵.

Рис. 3. Зависимость кривой предельного деформирования от
параметра 𝑚 критерия текучести Yld89

[Figure 3. Forming limit curve depending on the parameter 𝑚 in
the case of yield criterion Yld89]
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Рис. 5 показывает зависимость кривой предельного деформирования от
величины начального геометрического несовершенства 𝛿0 (на примере той же
модели материала и условия разрушения). Эта зависимость отражает извест-
ный факт существенной зависимости предельных свойств от стохастического
разброса реологических параметров модели и геометрических несовершенств
листа. При этом 𝛿0 не должен выступать в качестве одного из параметров, ко-
торым можно пользоваться для спекулятивной подгонки теоретической кри-
вой предельного деформирования к экспериментальной.

Рис. 6 демонстрирует зависимость кривой предельного деформирования
от критерия вязкого разрушения. Необходимо заметить, что для состояний,
примыкающих к плоскому деформированному состоянию (𝜖2 = 0), раньше
срабатывает геометрический критерий (1), чем любой из интегральных кри-
териев.

На рис. 7 представлены кривые предельного деформирования, получен-
ные в рамках модели GTN (2)–(4) со степенным законом деформационного
упрочнения. В качестве критерия вязкого разрушения здесь выступает усло-
вие 𝑓 = 𝑓*. Использовались следующие константы материала: 𝑞 = 1.5, 𝑝 = 1,
𝑎 = 0.04, 𝑏 = 0.1, 𝑐 = 0.3, 𝑓𝑐 = 0.15, 𝑓* = 0.25, 𝑛 = 0.24, взятые для алюмини-
евого сплава Al6061 [119]. Начальные условия для пористости принимались
следующими: 𝑓𝐿0 = 0.0035, 𝑓𝐵0 = 0. Для сравнения на диаграмме приведе-
ны экспериментальные точки [120] и данные численного расчета испытания
по методу Марциньяка, а также данные расчета по модели без поврежда-
емости с критерием текучести Мизеса, тем же показателем степени закона
упрочнения и 𝛿0 = 0.99.

На рис. 8 представлены кривые предельного деформирования, получен-
ные с помощью численного расчета испытаний по методам Хасека, Марци-
ньяка и Накадзимы. Расчеты проведены с образцами, размеры которых по-
мещены в таблице.

Рис. 4. Траектории деформирования в области локализации дефор-
мации 𝐿 при пропорциональном деформировании образца
[Figure 4. Strain paths in the localization area 𝐿 in the case of

proportional loading]
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Рис. 5. Зависимость кривой предельного деформирования от вели-
чины начального геометрического несовершенства 𝛿0

[Figure 5. Forming limit curve depending on the starting value of
thickness imperfection parameter 𝛿0]

Рис. 6. Зависимость кривой предельного деформирования от кри-
терия вязкого разрушения

[Figure 6. Forming limit curves with different failure criteria]
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Рис. 7. Кривые предельного деформирования, полученные по мо-
дели с эволюцией поврежденности

[Figure 7. FLD with accounting of damaging mechanism]

Рис. 8. Кривые предельного деформирования, полученные с помо-
щью численного расчета испытаний по методам Хасека, Марциньяка

и Накадзимы
[Figure 8. FLD obtained with computer simulation of Hasek,

Marciniak and Nakajima tests]
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Размеры образцов для стандартных испытаний вдавливанием штампа
[The sizes of specimens for the stamp indentation standard tests]

Tests Parameter values, mm

Hasek test 𝑟 0 85 75 65 60 50 40 30 – – –
Marciniak test ℎ 200 160 155 145 135 125 115 95 75 55 35
Nakajima test 𝑏 200 190 180 170 145 130 115 100 85 70 55

Заключение. Современная, преимущественно западная, литература, по-
священная вязкому разрушению при обработке давлением тонколистовых ме-
таллов, выделяет характеристику — кривую предельного деформирования,
несущую важную информацию для проектирования новых технологий про-
изводства изделий, допускающую экспериментальное определение и теорети-
ческое предсказание методами теории пластичности и механики разрушения.

Классифицированы известные определяющие соотношения пластичности
листовых анизотропных металлов (анизотропные критерии текучести в рам-
ках ассоциированного закона течения, законы деформационного, скоростного
и температурного упрочнения, эволюционные уравнения микроструктурных
переменных состояния), критерии вязкого разрушения, а также методы тео-
ретического и численного предсказания кривой предельных деформаций.

Для модельной схемы Марциньяка—Куцзинского, используемой в каче-
стве инструмента для теоретического предсказания кривой предельного де-
формирования, авторами был разработан новый метод ее построения для
произвольной модели материала. В качестве другого независимого инстру-
мента в пакете программ LS-DYNA были реализованы численные эксперимен-
ты по вдавливанию в образцы, изготовленные из листового материала, штам-
пов в соответствии со стандартизованными методиками Хасека, Марциньяка
и Накадзимы. Оба подхода всесторонне проанализированы в работе в каче-
стве инструментов выбора и экспериментальной верификации модели мате-
риала и критерия предельного состояния, решающих сложную методическую
проблему идентификации математической модели по достаточно нетипичным
для определяющих соотношений пластичности экспериментам, сопровожда-
ющимся локализацией деформации. С их помощью выполнены исследования
качественной зависимости кривой предельного деформирования от модели
материала и ее соответствия эксперименту.

Необходимо отметить существенное ограничение теоретической схемы
Марциньяка—Куцзинского рамками пропорционального изменения главных
деформаций в образце вне и внутри зоны локализации деформации, а также
то, что она не приспособлена для определения предельных свойств метал-
лов, деформируемых в условиях деформационного разупрочнения. Для бо-
лее широкого диапазона условий деформирования материала альтернативы
численным методам предсказаний кривой предельного деформирования не
выявлено. Отдельным открытым и актуальным вопросом остается описание
эволюции анизотропии свойств пластичности и вязкого разрушения вслед-
ствие анизотропного накопления поврежденности.
Конкурирующие интересы. Мы заявляем, что у нас нет конфликта интересов в
отношении авторства и публикации этой статьи.
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Abstract

Methods of theoretical analysis and experimental verification of condi-
tions of limit deformation are considered for a reasonable choice of the con-
stitutive equations for mathematical modeling of processes of hot and warm
treatment by pressure of sheet metal products with a deep drawing.

Attention is focused on the forming limit curve of sheet metal on the
plane of the principal strains (one of that corresponds to stretching, and
the second can specify stretching or compression), the characteristic of the
local state of the material corresponding to the critical growth of strain
localization. Localization here is understood as a local thinning of the sheet
and corresponds to diffuse form of localization. Other defects (shear bands,
crack formation) develop from this limiting state or (formation of folds and
wrinkles) are not local and require complete formulation of the problem.

The forming limit curve (FLC) defines the conditions of realization of
a technological process and can be theoretically predicted depending on
the constitutive equations of plasticity, indicator of critical state and initial
imperfections. The Marciniak–Kuczyński scheme is considered for getting
FLC, where the sample has two zones of homogeneous strains and allows
analytical reduction of the problem to the system of several ordinary dif-
ferential equations solved numerically. The experimental methods assume
testing by pressing a punch with a spherical or cylindrical tip into a speci-
men cut from a sheet. Depending on the depth of the lateral cutouts from
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the specimen, it can be provided tension or compression of the specimen in
the transverse direction in these tests.

Both approaches are analyzed as tools for selection and experimental
verification of the constitutive model and the limit state indicator. They
solve methodological problem of identification of mathematical models on a
quite non-standard experiments involving strain localization.

With the use of Marciniak–Kuczyński scheme the effect of a number of
yield criteria for anisotropic sheet metal, hardening laws, damage accumu-
lation models and criteria of viscous failure on qualitative and quantitative
features of the FLC. To do this a proprietary algorithm has been developed.
Experimental standard test methods of Hasek, Marciniak and Nakajima were
implemented numerically in the software package LS-DYNA. The numerical
FLD obtained were compared with theoretical and experimental ones.

Possibilities of integration into Marciniak–Kuczyński scheme the depen-
dence on temperature, strain rate and microstructure parameters for each
basic rigid-plastic (scleronomous) model were discussed. It is noted this
scheme is significantly limited by proportional changes of the main deforma-
tions in the sample outside and inside the strain localization zone. It is re-
vealed this scheme is not adapted for determination of limit properties of the
metals deformable in the conditions of deformation softening (aluminum, ti-
tanium alloys and some steels at temperatures of dynamic recrystallization).
For a wider range of material deformation conditions, there is no alternative
to the above-mentioned numerical method for predicting FLC. An open and
relevant question is the description of the evolution of anisotropic plastic
and fracture properties due to the anisotropic damage accumulation.

Keywords: sheet metal forming, forming limit diagram, viscous failure cri-
teria, plastically anisotropic materials, material models, calculation, stan-
dard experiment.
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