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Аннотация

Рассматривается геометрически линейная модель микрополярного
упругого тела (моментного континуума, континуума Коссера). Обсуж-
даются подходы к моделированию деформации таких континуумов. В ка-
честве мер деформации выбираются: симметричный тензор малой де-
формации, вектор относительного микровращения и пространственный
градиент вектора полного микровращения. Сформулированы принцип
виртуальных перемещений и его обобщение, полученное с помощью ме-
тода неопределенных множителей Лагранжа, на основе которых выпол-
нено построение микрополярной теории упругости. Важнейшей отли-
чительной особенностью выступает отсутствие в вариационном уравне-
нии вкладов работ внутренних силовых факторов, что позволяет при-
дать принципу виртуальных перемещений весьма простую аналитиче-
скую форму. Подробно исследуется модель гемитропного микрополяр-
ного тела. Работа может рассматриваться как скрипт основных урав-
нений теории линейной микрополярной упругости, которые последова-
тельно выводятся из принципа виртуальных перемещений с помощью
правила множителей Лагранжа и в итоге образуют универсальную ко-
вариантную формулировку всей теории.
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Правило множителей в ковариантных формулировках. . .

Предварительные сведения и вводные замечания. Термины «ра-
бота» и «энергия» (фиксируя представление о том, что силы могут совер-
шать «работу», механическая система может обладать «энергией») относятся
к числу важнейших как в аналитической механике, так и в механике сплош-
ных деформируемых сред [1–4]. Исторически понятие работы в исследова-
ниях по механике систематически используется начиная с нового естество-
знания, т. е. более трех столетий, хотя в несколько завуалированной форме
встречается уже в античную эпоху.

Согласно принципу возможных (виртуальных) перемещений (И. Бернул-
ли, 1717 г.), малое и допускаемое связями перемещение системы из состояния
равновесия может быть произведено без «затраты» работы. Значение прин-
ципа виртуальных перемещений заключается прежде всего в том, что при
поиске уравнений равновесия механической системы, подчиненной геометри-
ческим связям, нет никакой необходимости обладать какими-либо знаниями
о том, как наложенные связи фактически реализуются, т.е. нет необходимо-
сти в определении сил реакций связей. Достаточно знать только все возмож-
ные виды перемещений, которые наложенные связи допускают, для систе-
мы, подчиненной связям. С прикладной точки зрения принцип виртуальных
перемещений обладает одним неоспоримым преимуществом: он в одном ва-
риационном уравнении соединяет совокупность всех условий механического
равновесия.

В основу микрополярных теорий механики континуума может быть по-
ложен всего один принцип— принцип виртуальных перемещений. Вообще,
принцип виртуальных перемещений занимает уникальное место в теории и ме-
ханике сплошных деформируемых сред. В механике континуума принцип
виртуальных перемещений обычно удобнее формулировать, используя толь-
ко запас вариаций перемещений (а в случае микрополярной теории— еще
и вариаций микроповоротов), соответствующих жестким перемещениям тела
(и его жестким поворотам). Этим обеспечивается удивительная компактность
и изящность математического представления этого принципа. Естественно,
что правило множителей Лагранжа позволяет затем избавиться от такого
рода ограничений на вариации перемещений и микровращений.

В настоящей работе принцип виртуальных перемещений в сочетании с пра-
вилом множителей Лагранжа применяется для вывода основных уравнений
линейной теории микрополярной упругости.1 При этом в качестве мер дефор-
мации выбираются симметричный тензор деформации, вектор относительно-
го вращения и пространственный градиент вектора полного вращения. Пра-
вило множителей является универсальным методом всего вариационного ис-
числения и широко используется даже за пределами границ его доказанной
обоснованности. В случае микрополярной теории основная проблема— до-
казательство существования малых вариаций, не нарушающих наложенных
дифференциальных ограничений, — сразу же получает свое решение: иско-
мые вариации суть малые жесткие перемещения и повороты.

Работа может рассматриваться также и как скрипт основных уравне-
ний линейной микрополярной упругости, которые последовательно выводят-
ся из принципа виртуальных перемещений с помощью правила множите-

1Механике микрополярного континуума посвящено огромное количество работ. Мы ука-
жем здесь только на одну из них — известную монографию В. Новацкого [5].
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лей Лагранжа. В большей степени это утверждение относится к модели ге-
митропного микрополярного тела, которое рассматривается в работе с необ-
ходимой полнотой. Определяющий гемитропное тело потенциал инвариан-
тен по отношению ко всем собственно ортогональным преобразованиям, т.е.
поворотам пространства, но его инвариантность нарушается по отношению
к зеркальным отражениям и инверсиям пространства. Гемитропное (non-
centrosymmetric, acentric, hemitropic or chiral) микрополярное упругое тело
характеризуется сравнительно небольшим (в отличие от общей анизотропии)
числом определяющих постоянных. Гемитропные материалы широко распро-
странены в биологии, химии, оптике и многих других областях физики и в на-
стоящее время интенсивно изучаются.

Изложение ведется исключительно в координатной форме и система ко-
ординат в пространстве (оно считается трехмерным со стандартной евкли-
довой метрикой) предполагается криволинейной. Такой подход был выбран
сознательно, поскольку в современной научной литературе невозможно найти
представления уравнений микрополярной теории упругости в произвольных
криволинейных координатах. Ясно, что как исходные, так и «окончательные»
уравнения теории должны иметь объективную природу, хотя они и записыва-
ются с помощью частной пространственной координатной системы. Поэтому
все уравнения необходимо будут иметь тензорную форму, т.е. ковариантную
форму, пригодную для всех мыслимых координатных систем. Последнее об-
стоятельство вовсе не означает, что выбор системы координат в пространстве
всегда безразличен. В прикладных вопросах благодаря удачному выбору ко-
ординатной системы оказывается возможным учесть «симметрию» и суще-
ственно упростить выкладки, а также получить весьма простые и легко обо-
зримые формы уравнений. Другой аспект затронутой проблемы— распозна-
вание инвариантов, значения которых объективны и на самом деле не зависят
от координатной системы (по поводу теории рациональных алгебраических
инвариантов см. монографию [6]).

1. Относительный микроповорот. Тензор чистой деформации.
Тензор изгиба—кручения. Классические модели континуума основыва-
ются на представлении о том, что континуум состоит из «обычных» мате-
риальных точек, положение которых в пространстве определяется их местом
и которые совершают лишь поступательные движения вдоль (вообще гово-
ря, криволинейных) траекторий. В этом смысле говорят о трех независимых
трансляционных степенях свободы, которыми обладает каждая индивидуаль-
ная точка континуума. Широко известно обобщение данного представления,
выполненное в 1909 г. Коссера [7]: каждая индивидуальная точка континуу-
ма наделяется тремя дополнительными вращательными степенями свободы
и, следовательно, мыслится уже как элементарное свободное твердое тело,
обладающее шестью степенями свободы. Это обобщение выглядит наиболее
естественным среди очень большого разнообразия моделей современной ме-
ханики континуума. Работа Коссера привлекла огромный интерес исследова-
телей, правда, лишь полвека спустя.

Зафиксируем в пространстве некоторую координатную систему (вообще
говоря, криволинейную). Обозначим через 𝑥𝑘 криволинейные координаты;
здесь и в дальнейшем латинский индекс пробегает значения 1, 2, 3. Метриче-
ские свойства пространства полностью определяются метрическим тензором
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𝑔𝑖𝑗 . Фундаментальный тензор 𝑔𝑖𝑗 вводится с помощью уравнения 𝑔𝑖𝑘𝑔𝑘𝑙 = 𝛿𝑖𝑙 .
Квадрат инвариантного элемента длины вычисляется согласно

𝑑𝑠2 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 .

Квадратичная форма справа считается положительно определенной, откуда
следует неравенство

𝑔 = det[𝑔𝑘𝑙] > 0.

Знак детерминанта 𝑔 нельзя изменить никакими допустимыми преобразова-
ниями координатной системы. Следовательно, корректно определяется квад-
ратный радикал √

𝑔. Этот радикал используется для преобразования относи-
тельных (relative) тензоров в абсолютные (absolute) и, таким образом, позво-
ляет не привлекать относительные тензоры для записи, в частности, уравне-
ний микрополярной теории упругости.

В моментных теориях важную роль играют также символы перестановок
𝜖𝑖𝑗𝑘, 𝜖𝑖𝑗𝑘, которые с точки зрения закона преобразования являются относи-
тельными тензорами. Их можно легко превратить в абсолютные тензоры (так
называемые 𝑒-тензоры) 𝑒𝑖𝑗𝑘, 𝑒𝑖𝑗𝑘. Сведения, касающиеся символов перестано-
вок и 𝑒-тензоров, имеются во всех руководствах по многомерной геометрии
и тензорному анализу (см., например, [8–10]). Приведем лишь один любопыт-
ный факт: символ перестановок 𝜖𝑖𝑗𝑘 является относительным ковариантным
тензором веса −1 и одновременно — относительным контравариантным тен-
зором веса +1.

Поступательное перемещение индивидуальной точки может описываться
трехмерным вектором перемещений (контравариантным абсолютным векто-
ром) 𝑢𝑘. Поле поступательных перемещений порождает поле макроповоротов
(macrorotation vector) — вихрь поля перемещений:

𝜔𝑖 =
1

2
𝑒𝑖𝑘𝑙∇𝑘𝑢𝑙,

где
∇𝑖𝑢𝑘 = 𝜕𝑖𝑢𝑘 − Γ𝑠

𝑖𝑘𝑢𝑠

есть ковариантная производная поля перемещений, Γ𝑠
𝑖𝑘 — символы Кристоф-

феля.
С индивидуальной точкой свяжем также микроповорот. Хорошо известно,

что инфинитезимальный поворот в трехмерном пространстве представляется
антисимметричным тензором второго ранга — тензор микроповорота (micro-
rotation tensor) Ω𝑖𝑘:

Ω𝑖𝑘 = Ω[𝑖𝑘].

Здесь квадратные скобки обозначают операцию альтернирования по заклю-
ченным в них индексам. С антисимметричным тензором Ω𝑖𝑘 связывается век-
тор (micropolar microrotation vector) 𝜑𝑖:

𝜑𝑖 =
1

2
𝑒𝑖𝑘𝑙Ω𝑘𝑙.
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Тензор Ω𝑖𝑘 может быть выражен через вектор 𝜑𝑖 согласно

Ω𝑘𝑙 = 𝑒𝑘𝑙𝑗𝜑
𝑗 .

Таким образом, 𝑢𝑘 и 𝜑𝑖 — основные кинематические переменные микропо-
лярной теории. Ясно, что картина деформации микрополярного континуума
лучше всего описывается вектором относительного микровращения (relative
microrotation vector) 𝜙𝑖:

𝜙𝑖 = 𝜑𝑖 − 1

2
𝑒𝑖𝑘𝑙∇𝑘𝑢𝑙.

«Чистая» деформация при этом характеризуется симметричным тензо-
ром малых деформаций

𝜖(𝑖𝑗) = ∇(𝑖𝑢𝑗) =
1

2
(∇𝑖𝑢𝑗 + ∇𝑗𝑢𝑖), (1)

где круглые скобки обозначают симметризацию по заключенным в них ин-
дексам. Тензор 𝜖(𝑖𝑗) — тензор малых деформаций, известный из классических
теорий механики деформируемых тел.

Наконец, поле микроворотов 𝜑𝑖 порождает еще один тензор (тензор изги-
ба—кручения, wryness tensor), характеризующий деформацию изгиба—кру-
чения:

𝜅·𝑠𝑖· = ∇𝑖𝜑
𝑠.

Определим также вектор 𝜅𝑖, сопутствующий антисимметричной части тензо-
ра изгиба—кручения 𝜅·𝑠𝑖· :

𝜅𝑖 =
1

2
𝑒𝑖𝑗𝑠𝜅

[𝑗𝑠].

В подавляющем большинстве исследований по асимметричной упругости
вводится «полный» асимметричный тензор деформации 𝜖𝑖𝑗 . Он конструиру-
ется из симметричного тензора деформации (1) и антисимметричного тензора

𝜖[𝑖𝑗] = −𝑒𝑖𝑗𝑘𝜙
𝑘 (2)

простым сложением тензоров (1) и (2):

𝜖𝑖𝑗 = 𝜖(𝑖𝑗) + 𝜖[𝑖𝑗].

Можно показать, что «полный» асимметричный тензор деформации вычис-
ляется по формуле

𝜖𝑖𝑗 = ∇𝑖𝑢𝑗 − 𝑒𝑖𝑗𝑘𝜑
𝑘.

2. Виртуальные перемещения и повороты. Виртуальная работа
сил и моментов. Геометрические вариации полей перемещений и микропо-
воротов [11–13], не противоречащие наложенным связям, будем называть вир-
туальными перемещениями и микроповоротами и обозначать соответственно
через 𝛿𝑢𝑘 и 𝛿𝜑𝑖.
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Вариации перемещений и поворотов при «жестком» движении должны
удовлетворять следующим трем условиям:

∇(𝑖𝛿𝑢𝑘) = 0, (3)

𝛿𝜙𝑖 = 𝛿𝜑𝑖 − 1

2
𝑒𝑖𝑘𝑙∇𝑘𝛿𝑢𝑙 = 0, (4)

𝛿𝜅·𝑠𝑖· = ∇𝑖𝛿𝜑
𝑠 = 0. (5)

Первое из них (3) выражает то известное обстоятельство, что жесткое движе-
ние не сопровождается деформацией (т.е. удлинениями и сдвигами), второе
(4) — микроповорот неотличим от макроповорота, третье (5) — микроповоро-
ты не приводят к деформациям изгиба—кручения.

Силовыми факторами в моментных теориях выступают массовые силы
𝑓𝑘 и массовые пары 𝑙𝑘 (их объемные аналоги обозначим соответственно через
𝑋𝑘 = 𝜌𝑓𝑘 и 𝑌𝑘 = 𝜌𝑙𝑘), а также поверхностные силы 𝑡𝑗 и моменты 𝑚𝑗 .

Виртуальная работа, совершаемая всеми перечисленными выше силовыми
факторами на виртуальных перемещениях 𝛿𝑢𝑘 и микровращениях 𝛿𝜑𝑖, без
труда вычисляется так же, как это делается в аналитической механике:

𝛿𝐴 =

∫︁ [︀
𝑋𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑌𝑗𝛿𝜑

𝑗
]︀
𝑑𝜏 +

∮︁
𝜕

[︀
𝑡𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑚𝑗𝛿𝜑

𝑗
]︀
𝑑𝑆.

Согласно принципу виртуальных перемещений, малое «жесткое» переме-
щение и «жесткий» поворот из состояния равновесия могут быть произведе-
ны без «затраты» работы, т.е. виртуальная работа обращается в нуль

𝛿𝐴 = 0 (6)

при наложенных на виртуальные перемещения и повороты дифференциаль-
ных ограничениях (3)–(5). Важнейшей отличительной особенностью здесь
выступает отсутствие в вариационном уравнении (6) вкладов работ «внут-
ренних» силовых факторов, что позволяет придать принципу виртуальных
перемещений весьма простую аналитическую форму.

Таким образом, принцип виртуальных перемещений представляет собой
вариационное уравнение (6) с наложенными на вариации дифференциальны-
ми связями (3)–(5). Поэтому дальнейшие рассуждения будут основываться
на правиле множителей Лагранжа [11, 12]. Вариационное уравнение (6) мы
заменим на новое с неопределенными множителями, освободившись от свя-
зей (3)–(5). С этой целью исходя из структуры наложенных связей введем
множители трех различных типов:

– 𝑡(𝑖𝑘) —первый (симметричный) тензорный множитель;
– 𝜏𝑗 — второй векторный множитель;
– 𝜇𝑖·

·𝑘 — третий тензорный множитель.
В результате вместо вариационного уравнения (6) получим новое вариа-

ционное уравнение со свободными вариациями 𝛿𝑢𝑘 и 𝛿𝜑𝑖:∫︁ [︂
𝑋𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑌𝑗𝛿𝜑

𝑗 − 𝑡(𝑖𝑘)∇(𝑖𝛿𝑢𝑘) − 2𝜏𝑖

(︁
𝛿𝜑𝑖 − 1

2
𝑒𝑖𝑘𝑙∇𝑘𝛿𝑢𝑙

)︁
− 𝜇𝑖·

·𝑘∇𝑖𝛿𝜑
𝑘

]︂
𝑑𝜏+

+

∮︁
𝜕

[︀
𝑡𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑚𝑗𝛿𝜑

𝑗
]︀
𝑑𝑆 = 0. (7)
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Выделяя в этом уравнении дивергентные слагаемые, применяя затем форму-
лу Гаусса и вводя обозначение (второй антисимметричный тензорный мно-
житель, являющийся вариантом второго множителя)

𝑡[𝑖𝑘] = −𝑒𝑖𝑘𝑗𝜏𝑗 ,

приходим к следующему уравнению в вариациях (𝑛𝑖 —компоненты единич-
ного вектора внешней нормали поверхности, ограничивающей рассматривае-
мый объем):∫︁ [︁

𝑋𝑘 + ∇𝑖𝑡
(𝑖𝑘) + ∇𝑖𝑡

[𝑖𝑘]
]︁
𝛿𝑢𝑘𝑑𝜏 +

∫︁ [︀
𝑌𝑘 − 2𝜏𝑘 + ∇𝑖𝜇

𝑖·
·𝑘
]︀
𝛿𝜑𝑘𝑑𝜏+

+

∮︁
𝜕

[︁
𝑡𝑘 − 𝑛𝑖(𝑡

(𝑖𝑘) + 𝑡[𝑖𝑘])
]︁
𝛿𝑢𝑘𝑑𝑆 +

∮︁
𝜕

[︀
𝑚𝑘 − 𝑛𝑖𝜇

𝑖·
·𝑘
]︀
𝛿𝜑𝑘𝑑𝑆 = 0. (8)

3. Уравнения равновесия и динамики моментной теории. В силу
произвольности вариаций 𝛿𝑢𝑘 и 𝛿𝜑𝑖 из уравнения (8) получаются дифферен-
циальные уравнения равновесия, общие для всех моментных теорий:

∇𝑖𝑡
𝑖𝑘 = −𝑋𝑘,

∇𝑖𝜇
𝑖·
·𝑘 − 2𝜏𝑘 = −𝑌𝑘,

(9)

где асимметричный неопределенный множитель вводится согласно

𝑡𝑖𝑘 = 𝑡(𝑖𝑘) + 𝑡[𝑖𝑘].

Кроме этого, на поверхности получаются следующие соотношения:

𝑛𝑖𝑡
𝑖𝑘 = 𝑡𝑘,

𝑛𝑖𝜇
𝑖·
·𝑘 = 𝑚𝑘.

Полученные результаты позволяют утверждать, что неопределенные мно-
жители 𝑡(𝑗𝑘), 𝜏𝑗 , 𝜇𝑖·

·𝑘 представляют собой реакции связей, налагаемых соот-
ветственно ограничениями, характеризующими «жесткие» перемещения и
«жесткие» повороты:

𝜖(𝑗𝑘) = 0,

𝜙𝑗 = 0,

𝜅·𝑘𝑖· = 0.

Ясно также, что с физической точки зрения тензоры 𝑡𝑗𝑘 и 𝜇𝑖·
·𝑘 суть тензор

силовых напряжений (force stress tensor) и тензор моментных напряжений
(couple stress tensor).

Уравнения равновесия (9) без затруднений обобщаются на динамический
случай добавлением сил инерции −𝜌�̈�𝑘, −𝜌I𝜑𝑘 (I—момент микроинерции
(spin torque constant)):

∇𝑖𝑡
𝑖𝑘 = −𝜌(𝑓𝑘 − �̈�𝑘),

∇𝑖𝜇
𝑖·
·𝑘 − 2𝜏𝑘 = −𝜌(𝑙𝑘 − I𝜑𝑘).

(10)
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В дальнейшем изложении будут использоваться следующие антисиммет-
ричные тензоры и сопутствующие им векторы:

−𝜏𝑗 =
1

2
𝑒𝑗𝑖𝑘𝑡

[𝑖𝑘],

𝑡[𝑖𝑘] = −𝑒𝑖𝑘𝑗𝜏𝑗 ,

+𝜇𝑖 =
1

2
𝑒𝑖𝑘𝑠𝜇[𝑘𝑠],

𝜇[𝑖𝑠] = +𝑒𝑖𝑠𝑗𝜇
𝑗 .

4. Потенциал силовых и моментных напряжений. Гемитропное
микрополярное тело. Принцип виртуальных перемещений, данный выше
в форме с неопределенными множителями (7),2 преобразуется к виду∫︁ [︁

𝑡(𝑖𝑘)𝛿∇(𝑖𝑢𝑘) + 2𝜏𝑖𝛿𝜙
𝑖 + 𝜇𝑖·

·𝑘𝛿∇𝑖𝜑
𝑘
]︁
𝑑𝜏 =

=

∫︁ [︀
𝑋𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑌𝑗𝛿𝜑

𝑗
]︀
𝑑𝜏 +

∮︁
𝜕

[︀
𝑡𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑚𝑗𝛿𝜑

𝑗
]︀
𝑑𝑆

или∫︁ [︁
𝑡(𝑗𝑘)𝛿𝜖(𝑗𝑘) + 2𝜏𝑗𝛿𝜙

𝑗 + 𝜇𝑗·
·𝑘𝛿𝜅

·𝑘
𝑗·

]︁
𝑑𝜏 =

=

∫︁ [︀
𝑋𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑌𝑗𝛿𝜑

𝑗
]︀
𝑑𝜏 +

∮︁
𝜕

[︀
𝑡𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑚𝑗𝛿𝜑

𝑗
]︀
𝑑𝑆.

Далее, принимая во внимание соотношения

𝑡𝑗𝑘𝛿𝜖𝑗𝑘 = 𝑡(𝑗𝑘)𝛿𝜖(𝑗𝑘) + 𝑡[𝑗𝑘]𝛿𝜖[𝑗𝑘] = 𝑡(𝑗𝑘)𝛿𝜖(𝑗𝑘) + 𝑒𝑗𝑘𝑙𝑒𝑗𝑘𝑠𝜏𝑙𝛿𝜙
𝑠 =

= 𝑡(𝑗𝑘)𝛿𝜖(𝑗𝑘) + 2𝛿𝑙𝑠𝜏𝑙𝛿𝜙
𝑠 = 𝑡(𝑗𝑘)𝛿𝜖(𝑗𝑘) + 2𝜏𝑠𝛿𝜙

𝑠,

2𝜇𝑗𝛿𝜅𝑗 =
1

2
𝑒𝑗𝑘𝑙𝜇[𝑘𝑙]𝑒𝑗𝑝𝑠𝛿𝜅

[𝑝𝑠] =
1

2
𝜇[𝑘𝑙]𝛿𝜅

[𝑝𝑠](𝛿𝑘𝑝𝛿
𝑙
𝑠 − 𝛿𝑙𝑝𝛿

𝑘
𝑠 ) = 𝜇[𝑗𝑘]𝛿𝜅

[𝑗𝑘],

𝜇𝑗·
·𝑘𝛿𝜅

·𝑘
𝑗· = 𝜇𝑗𝑘𝛿𝜅

𝑗𝑘 = 𝜇(𝑗𝑘)𝛿𝜅
(𝑗𝑘) + 𝜇[𝑗𝑘]𝛿𝜅

[𝑗𝑘] = 𝜇(𝑗𝑘)𝛿𝜅
(𝑗𝑘) + 2𝜇𝑗𝛿𝜅𝑗 ,

получаем альтернативные формулировки принципа виртуальной работы:∫︁ [︁
𝑡(𝑗𝑘)𝛿𝜖(𝑗𝑘) + 𝜇(𝑗𝑘)𝛿𝜅

(𝑗𝑘) + 2𝜏𝑗𝛿𝜙
𝑗 + 2𝜇𝑗𝛿𝜅𝑗

]︁
𝑑𝜏 =

=

∫︁ [︀
𝑋𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑌𝑗𝛿𝜑

𝑗
]︀
𝑑𝜏 +

∮︁
𝜕

[︀
𝑡𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑚𝑗𝛿𝜑

𝑗
]︀
𝑑𝑆, (11)

∫︁ [︁
𝑡𝑗𝑘𝛿𝜖𝑗𝑘 + 𝜇𝑗·

·𝑘𝛿𝜅
·𝑘
𝑗·

]︁
𝑑𝜏 =

∫︁ [︀
𝑋𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑌𝑗𝛿𝜑

𝑗
]︀
𝑑𝜏 +

∮︁
𝜕

[︀
𝑡𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑚𝑗𝛿𝜑

𝑗
]︀
𝑑𝑆. (12)

2В текстах по механике сплошных сред и механике деформируемого твердого тела
в этом случае говорят о «принципе виртуальной работы». Мы воспользуемся этим тер-
мином в дальнейших рассуждениях, хотя и будем отдавать себе отчет в том, что принцип
виртуальной работы не является самостоятельным принципом, а представляет собой про-
сто переформулировку принципа виртуальных перемещений с помощью метода множите-
лей.
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Вторая из них (12) отчетливо демонстрирует сопряженность «полных»
асимметричных силовых напряжений 𝑡𝑗𝑘 и «полного» асимметричного тен-
зора деформации 𝜖𝑗𝑘, то же самое относится к моментным напряжениям 𝜇𝑗·

·𝑘
и тензору изгиба—кручения 𝜅·𝑘𝑗· . Она чаще всего используется в несиммет-
ричной теории упругости. Мы, тем не менее, рассмотрим первую из них (11).
Содержательные следствия из (11) могут быть получены, если принять усло-
вие потенциальности симметричных силовых напряжений 𝑡(𝑗𝑘), симметрич-
ных моментных напряжений 𝜇(𝑖𝑗), а также векторных полей 𝜏𝑖 =, 𝜇𝑖. Вводя
потенциальную функцию U так, что

U = U (𝜖(𝑖𝑗), 𝜅
(𝑖𝑗), 𝜙𝑖, 𝜅𝑖),

имеем
𝛿U = 𝑡(𝑖𝑗)𝛿𝜖(𝑖𝑗) + 𝜇(𝑖𝑗)𝛿𝜅

(𝑖𝑗) + 2𝜏𝑖𝛿𝜙
𝑖 + 2𝜇𝑖𝛿𝜅𝑖, (13)

и, кроме того, следующие определяющие уравнения:

𝑡(𝑖𝑗) =
𝜕U

𝜕𝜖(𝑖𝑗)
,

𝜇(𝑖𝑗) =
𝜕U

𝜕𝜅(𝑖𝑗)
,

2𝜏𝑖 =
𝜕U

𝜕𝜙𝑖
,

2𝜇𝑖 =
𝜕U

𝜕𝜅𝑖
.

Эти определяющие уравнения можно обратить, если воспользоваться пре-
образованием Лежандра.

Заметим, что в силу (13) принцип виртуальной работы (11) приобретает
вид ∫︁

𝛿U 𝑑𝜏 =

∫︁ [︀
𝑋𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑌𝑗𝛿𝜑

𝑗
]︀
𝑑𝜏 +

∮︁
𝜕

[︀
𝑡𝑗𝛿𝑢𝑗 + 𝑚𝑗𝛿𝜑

𝑗
]︀
𝑑𝑆.

В том случае, когда потенциал U инвариантен относительно гемитропной
группы, он представляется в форме

U = 𝐴
1
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)𝜖(𝑙𝑚) + 𝐴

2
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜅(𝑖𝑠)𝜅(𝑙𝑚) + 𝐴

3
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑙)𝜖(𝑠𝑚)+

+ 𝐴
4
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜅(𝑖𝑙)𝜅(𝑠𝑚) + 𝐴

5
𝑔𝑖𝑠𝜙

𝑖𝜙𝑠 + 𝐴
6
𝑔𝑖𝑠𝜅𝑖𝜅𝑠+

+ 𝐴
7
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)𝜅

(𝑙𝑚) + 𝐴
8
𝜖(𝑖𝑠)𝜅

(𝑖𝑠) + 𝐴
9
𝜅𝑖𝜙

𝑖, (14)

где 𝐴
𝑖
(𝑖 = 1, . . . , 9) — определяющие постоянные (коэффициенты жесткости).

Тогда определяющие уравнения получаются в виде

𝑡(𝑖𝑠) = 2𝐴
1
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑙𝑚) + 2𝐴

3
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚𝜖(𝑙𝑚) + 𝐴

7
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜅(𝑙𝑚) + 𝐴

8
𝜅(𝑖𝑠),

𝜇(𝑖𝑠) = 2𝐴
2
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜅(𝑙𝑚) + 2𝐴

4
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚𝜅(𝑙𝑚) + 𝐴

7
𝑔𝑖𝑠𝑔

𝑙𝑚𝜖(𝑙𝑚) + 𝐴
8
𝜖(𝑖𝑠),

2𝜏𝑖 = 2𝐴
5
𝑔𝑖𝑠𝜙

𝑠 + 𝐴
9
𝜅𝑖,

2𝜇𝑖 = 2𝐴
6
𝑔𝑖𝑠𝜅𝑠 + 𝐴

9
𝜙𝑖.

(15)
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Вместо девяти коэффициентов жесткости 𝐴
𝑖
, появляющихся в выражении

для упругого потенциала (14), удобнее ввести другие определяющие посто-
янные:

𝐴
1

= 𝐺𝜈(1 − 2𝜈)−1, 𝐴
2

= 𝐺𝐿2𝑐3, 𝐴
3

= 𝐺,

𝐴
4

= 𝐺𝐿2, 𝐴
5

= 2𝐺𝑐1, 𝐴
6

= 𝐺𝐿2𝑐2,

𝐴
7

= 𝐺𝐿𝑐4, 𝐴
8

= 𝐺𝐿𝑐5, 𝐴
9

= 𝐺𝐿𝑐6,

с тем чтобы в итоге пришлось иметь дело с двумя размерными и семью без-
размерными постоянными:

– 𝐺—модуль сдвига (имеет размерность силовых напряжений);
– 𝜈 —коэффициент Пуассона (не имеет физической размерности);
– 𝐿— характерная длина микрополярной теории;
– 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐6 —не имеющие физической размерности постоянные.
В результате вместо (15) приходим к определяющим уравнениям гемит-

ропной микрополярной среды:

𝑡(𝑖𝑠) = 2𝐺
(︀
𝜈(1 − 2𝜈)−1𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚

)︀
𝜖(𝑙𝑚) + 𝐺𝐿(𝑐4𝑔

𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜅(𝑙𝑚) + 𝑐5𝜅
(𝑖𝑠)),

𝜇(𝑖𝑠) = 2𝐺𝐿2(𝑐3𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚)𝜅(𝑙𝑚) + 𝐺𝐿(𝑐4𝑔𝑖𝑠𝑔
𝑙𝑚𝜖(𝑙𝑚) + 𝑐5𝜖(𝑖𝑠)),

𝜏𝑖 = 2𝐺𝑐1𝑔𝑖𝑠𝜙
𝑠 +

1

2
𝐺𝐿𝑐6𝜅𝑖,

𝜇𝑖 = 𝐺𝐿2𝑐2𝑔
𝑖𝑠𝜅𝑠 +

1

2
𝐺𝐿𝑐6𝜙

𝑖,

или для «полных» силовых и моментных напряжений:

𝑡𝑖𝑠 = 𝐺
[︁
(1 + 𝑐1)∇𝑖𝑢𝑠 + (1 − 𝑐1)∇𝑠𝑢𝑖 + 2𝜈(1 − 2𝜈)−1𝑔𝑖𝑠∇𝑘𝑢

𝑘−

−2𝑐1𝑒𝑖𝑠𝑙𝜑
𝑙 + 𝐿𝑐4𝑔𝑖𝑠∇𝑙𝜑

𝑙 + 𝐿𝑐5∇(𝑖𝜑𝑠)−
1

2
𝐿𝑐6∇[𝑖𝜑𝑠]

]︁
,

𝜇𝑖𝑠 = 𝐺𝐿2
[︁
(1 + 𝑐2)∇𝑖𝜑𝑠 + (1 − 𝑐2)∇𝑠𝜑𝑖 + 2𝑐3𝑔𝑖𝑠∇𝑙𝜑

𝑙+

+𝐿−1
(︁
𝑐4𝑔𝑖𝑠∇𝑙𝑢

𝑙 + 𝑐5∇(𝑖𝑢𝑠) −
1

2
𝑐6∇[𝑖𝑢𝑠] +

1

2
𝑐6𝑒𝑖𝑠𝑙𝜑

𝑙
)︁]︁

.

(16)

Динамические уравнения для микрополярного гемитропного тела полу-
чаются подстановкой выражений для «полных» силовых и моментных на-
пряжений (16) в (10) и находятся в следующем виде:

𝐺[(1 + 𝑐1)∇𝑠∇𝑠𝑢
𝑖 + (1 − 𝑐1 + 2𝜈(1 − 2𝜈)−1)∇𝑖∇𝑘𝑢

𝑘 + 2𝑐1𝑒
𝑖𝑘𝑙∇𝑘𝜑𝑙+

+𝐿𝑐′4∇𝑖∇𝑘𝜑
𝑘 + 𝐿𝑐′5∇𝑘∇𝑘𝜑

𝑖] = −𝜌(𝑓 𝑖 − �̈�𝑖),

𝐺𝐿2[(1 + 𝑐2)∇𝑠∇𝑠𝜑𝑖 + (1 − 𝑐2 + 2𝑐3)∇𝑖∇𝑘𝜑
𝑘 + 𝐿−1𝑐′4∇𝑖∇𝑘𝑢𝑘+

+𝐿−1𝑐′5∇𝑘∇𝑘𝑢𝑖 + 𝐿−1𝑐′6𝑒𝑖𝑠𝑙∇𝑠𝜑𝑙] − 2𝐺𝑐1(2𝜑𝑖 − 𝑒𝑖𝑘𝑙𝑔
𝑘𝑠∇𝑠𝑢

𝑙) =

= −𝜌(𝑙𝑖 − I𝜑𝑖),

(17)

где введены обозначения

𝑐′4 = 𝑐4 +
1

2
𝑐5 +

1

4
𝑐6, 𝑐′5 =

1

2
𝑐5 −

1

4
𝑐6, 𝑐′6 = −𝑐6.
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Уравнение (17) пригодно для любой криволинейной координатной систе-
мы в пространстве; иногда приходится оперировать с векторной формой ди-
намических уравнений, которая приводится ниже:

𝐺[(1 + 𝑐1)∇ ·∇u + (1 − 𝑐1 + 2𝜈(1 − 2𝜈)−1)∇∇ · u+

+ 2𝑐1∇× 𝜑 + 𝐿𝑐′4∇∇ · 𝜑 + 𝐿𝑐′5∇ ·∇𝜑] = −𝜌(f − ü),

𝐺𝐿2
[︀
(1 + 𝑐2)∇ ·∇𝜑 + (1 − 𝑐2 + 2𝑐3)∇∇ · 𝜑 + 𝐿−1𝑐′4∇∇ · u+

+ 𝐿−1𝑐′5∇ ·∇u + 𝐿−1𝑐′6∇× 𝜑
]︀
− 2𝐺𝑐1(2𝜑−∇× u) = −𝜌(l− I�̈�).

Это уравнение, записанное в терминах вектора перемещений u и вектора пол-
ных микровращений 𝜑, служит основой для исследования сильных и слабых
разрывов в микрополярной гемитропной среде, а также волновых процессов,
которые в рассматриваемом случае характеризуются одновременным распро-
странением лево- и правоориентированных волн перемещений и микровраще-
ний.

Заключение.
1. Деформация микрополярного континуума описывается с помощью трех

линейных мер: симметричного тензора малой деформации, вектора от-
носительного микровращения и пространственного градиента вектора
полного микровращения (тензора изгиба—кручения).

2. Исходя из принципа виртуальных перемещений с наложенными диф-
ференциальными связями и правила множителей Лагранжа получе-
ны статические и динамические уравнения теории микрополярного те-
ла. Принцип обеспечивает универсальную ковариантную формулиров-
ку всей теории.

3. Принцип виртуальных перемещений обобщается с помощью правила
множителей и формулируется принцип виртуальной работы для мик-
рополярных теорий.

4. Построен определяющий гемитропное упругое тело потенциал, инвари-
антный по отношению ко всем собственно ортогональным преобразо-
ваниям, т.е. поворотам пространства. Его инвариантность нарушается
по отношению к преобразованиям зеркального отражения и инверсий
трехмерного пространства.

5. Введены определяющие постоянные гемитропного упругого тела (две
размерных и семь физически безразмерных).

6. Получены динамические уравнения (в терминах вектора перемещений
и вектора полных микровращений) с целью моделирования волновых
процессов в микрополярных гемитропных средах.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
Финансирование. Работа выполнена по теме государственного задания (№ госу-
дарственной регистрации AAAA–A17–117021310381–8) и при частичной финансовой
поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 18–01–
00844_a «Моделирование термомеханических процессов в сложных средах с помо-
щью принципа термомеханической ортогональности»).

514



Правило множителей в ковариантных формулировках. . .

Библиографический список
1. Планк М. Ведение в теоретическую физику. Часть первая. Общая механика. М., Л.:

Гостехтеоретиздат, 1932. 200 с.
2. Лурье А. И. Аналитическая механика. М.: Физматгиз, 1961. 824 с.
3. Арнольд В. И. Математические методы классической механики. М.: Наука, 1974.

432 с.
4. Седов Л. И. Введение в механику сплошных сред. М.: Физматгиз, 1962. 284 с.
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