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Аннотация

Для задачи Римана для скалярного закона сохранения предлагается
новое определение решения, связанное с действием фазового потока ас-
социированной гамильтоновой системы на начальную кривую. В первой
части статьи выполняются подготовительные преобразования и дается
основное определение. После этого предложенная схема определения ре-
шения обобщается на случай скалярного закона сохранения с функцией
потока, зависящей от 𝑥. Во второй части статьи строится процедура вы-
равнивания, позволяющая связать предлагаемое определение решения
с решениями в смысле 𝐷′. Доказывается корректность процедуры вы-
равнивания (существование и единственность выравнивания для геомет-
рического решения). Также в конце второй части статьи доказывается,
что для случая закона сохранения с функцией потока, не зависящей от
𝑥, результат выравнивания геометрического решения в точности совпа-
дает с единственным энтропийным решением.
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Геометрические решения задачи Римана для скалярного закона сохранения

Введение. Задача Римана для скалярного закона сохранения{︂
𝑢𝑡 +

(︀
Φ(𝑢)

)︀
𝑥
= 0,

𝑢|𝑡=0 = 𝑢− + [𝑢]𝜃(𝑥),
(1)

где 𝑢− и [𝑢]—известные константы, 𝜃(𝑥)—функция Хевисайда, является хо-
рошо изученной проблемой [1–3]. Стандартное определение решения такой
задачи— в смысле интегрального тождества —широко известно (см., напри-
мер, [4]). Известно также, что решение в смысле интегрального тождества не
единственно, и стандартный подход к выбору решения заключается в нало-
жении дополнительных условий на возможные решения (например, условие
устойчивой ударной волны для решения задачи Римана [5, 6]). Кроме того,
существует определение обобщенного энтропийного решения этой задачи по
Кружкову [8], причем обобщенное решение по Кружкову единственно.

Следует также отметить связанные с определением решения задачи Ко-
ши (1) определения и методы отыскания для обобщенного решения задачи
Коши для уравнения Гамильтона—Якоби. Помимо стандартного определения
слабого решения при помощи формулы Хопфа—Лакса [4,7], это определение
минимаксного решения по Субботину [9] и идемпотентный подход, развитый
в работах Маслова и соавторов [10,11].

В данной статье предлагается еще один вариант определения решения
задачи Коши (1) и некоторого ее обобщения— геометрический. При этом
в статье будет построено преобразование, позволяющее связать предлагае-
мое определение решения с разрывным решением в смысле интегрального
тождества, и доказывается теорема существования и единственности геомет-
рического решения. Следует отметить, что предлагаемое преобразование гео-
метрического решения связано с известным в литературе правилом равных
площадей [12], а точнее, является его обобщением на случай функции потока,
зависящей от 𝑥. При этом предлагаемая конструкция применима не только к
задаче Римана и позволяет описывать взаимодействие фронтов нескольких
ударных волн. Задача о взаимодействии фронтов ранее изучалась при по-
мощи специальной техники, например в [13], но предлагаемая в статье кон-
струкция значительно упрощает нахождение решения.

1. Определение геометрического решения.
1.1. Ассоциированная гамильтонова система. Следуя О. А. Олей-

ник [14], сделаем замену неизвестной функции в (1) — положим 𝑢 = 𝑣𝑥. Тогда
уравнение примет вид

𝑣𝑥𝑡 +
(︀
Φ(𝑣𝑥)

)︀
𝑥
= 0,

откуда после интегрирования по 𝑥 следует

𝑣𝑡 +Φ(𝑣𝑥) = 𝐶1(𝑡). (2)

Заметим, что в силу того, что нас интересует только значение для 𝑣𝑥, мы
можем считать, что 𝐶1(𝑡) = 0. Действительно, замена

̃︀𝑣 = 𝑣 −
∫︁ 𝑡

0
𝐶1(𝜏)𝑑𝜏
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не меняет значения 𝑣𝑥, но обнуляет правую часть (2). Таким образом, мы
поставили в соответствие уравнению в задаче (1) уравнение Гамильтона—
Якоби

𝑣𝑡 +Φ(𝑣𝑥) = 0. (3)
Сразу сделаем обобщение: будем рассматривать случай гамильтониана,

зависящего от 𝑥, т.е. Φ(𝑝, 𝑥) ∈ 𝐶2(R2;R). Тогда уравнение (3) примет вид

𝑣𝑡 +Φ(𝑣𝑥, 𝑥) = 0, (4)

а соответствующая система характеристических ОДУ Гамильтона — вид⎧⎪⎨⎪⎩
�̇� =

𝜕Φ

𝜕𝑝
,

�̇� = −𝜕Φ
𝜕𝑥

.
(5)

Будем далее называть эту систему ассоциированной с законом сохранения

𝑢𝑡 +
(︀
Φ(𝑢, 𝑥)

)︀
𝑥
= 0. (6)

Введем одно ограничение на гамильтониан Φ(𝑝, 𝑥):

∃ 𝑅 > 0 : ∀𝑝 ∈ R, ∀𝑥 ∈ (−∞;−𝑅) ∪ (𝑅; +∞) :
𝜕Φ

𝜕𝑥
(𝑝, 𝑥) = 0. (7)

1.2. Вспомогательные определения. Заметим, что если к ассоцииро-
ванной гамильтоновой системе (5) добавить начальные условия

𝑥
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑥0, 𝑝
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑝0, (8)

то в силу наложенного на гладкость Φ требования решение полученной зада-
чи Коши существует и единственно для любой точки (𝑥0, 𝑝0) фазового про-
странства. Более того, т.к. гамильтониан Φ(𝑝, 𝑥)—первый интеграл (5), фазо-
вое пространство разбивается на классы эквивалентности — кривые 𝑙(𝑥0, 𝑝0),
вдоль которых гамильтониан постоянен. Обозначим через(︀

𝑋(𝑡, 𝑥0, 𝑝0), 𝑃 (𝑡, 𝑥0, 𝑝0)
)︀

решение задачи Коши (5), (8). Тогда с гамильтоновой системой (5) можно свя-
зать однопараметрическое семейство операторов 𝑆𝑡 : R2 → R2 сдвига вдоль
траекторий, действующих по правилу

𝑆𝑡(𝑥0, 𝑝0) = (𝑋(𝑡, 𝑥0, 𝑝0), 𝑃 (𝑡, 𝑥0, 𝑝0)).

В силу того, что теорема существования и единственности решения задачи
Коши (5), (8) выполнена на всей фазовой плоскости, операторы 𝑆𝑡 сдвига
вдоль траекторий образуют группу с операцией композиции.

1.3. Основное определение и связанные понятия. Возьмем𝑅 > 0 из
условия (7) и рассмотрим множество 𝒦𝑅 непрерывных кривых 𝛾 на фазовой
плоскости таких, что⎧⎨⎩ 𝛾 ⊂ {(𝑥, 𝑝) ∈ R2 | −𝑅 6 𝑝 6 𝑅},

∃ 𝐶−(𝛾) : ∀(𝑥, 𝑝) ∈ 𝛾, 𝑥 < −𝑅 : 𝑝 = 𝐶−(𝛾),
∃ 𝐶+(𝛾) : ∀(𝑥, 𝑝) ∈ 𝛾, 𝑥 > 𝑅 : 𝑝 = 𝐶+(𝛾).
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Определение 1. Геометрическим решением закона сохранения (6) с на-
чальной кривой 𝛾 ∈ 𝒦𝑅 в момент времени 𝑡 назовем кривую 𝑆𝑡(𝛾).

Заметим, что из того, что 𝑆𝑡 — группа операторов, сразу следует суще-
ствование и единственность геометрических решений для заданной началь-
ной кривой. Более того, так как задача Коши (5), (8) удовлетворяет всем
условиям теоремы о непрерывности по параметру, в силу непрерывности на-
чальной кривой получаем, что 𝑆𝑡(𝛾)—непрерывная кривая для всех 𝑡.

Замечание 1. Если начальная кривая 𝛾 — график некоторой функции
𝐹𝛾(𝑥) и на некотором промежутке 𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏) геометрическое решение оста-
ется графиком функции при всех 𝑡 ∈ (0;𝑇 ), то геометрическое решение при
𝑡 ∈ (0;𝑇 ), 𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏) совпадает с графиком классического решения задачи Ко-
ши для (6) с начальным условием 𝑢

⃒⃒
𝑡=0

= 𝐹𝛾(𝑥).

До к а з ат е л ь ств о. Следует из того, что операторы сдвига вдоль тра-
екторий в точности осуществляют сдвиг вдоль характеристик уравнения (4)
и связи между этим уравнением и (6). �

2. Выравнивание кривой (связь со стандартным определением
энтропийного решения). В этом разделе мы построим связь между обоб-
щенным энтропийным решением задачи Коши для (6) и геометрическим ре-
шением. Для этого мы опишем процедуру выравнивания кривой, которая
ставит в соответствие геометрическому решению 𝑆𝑡(𝛾) обобщенную функцию,
и покажем, что полученная обобщенная функция является энтропийным ре-
шением.

2.1. Принципиальная схема выравнивания кривой. Опишем про-
цедуру построения кусочно-непрерывной функции 𝑢(𝑥) по кривой 𝑆𝑡(𝛾). Для
этого заметим, что кривая 𝑆𝑡(𝛾)—многообразие, и она не является графи-
ком функции, зависящей от 𝑥, если происходит опрокидывание фронта, т.е.
возникает хотя бы одна точка 𝑥0 такая, что в некоторой окрестности этой
точки кривая 𝑆𝑡(𝛾) пересекает прямые 𝑥 = const более чем в одной точке. Но
тогда в некоторой окрестности каждой из точек пересечения 𝑆𝑡(𝛾) с прямой
𝑥 = 𝑥0 эта кривая является графиком функции, зависящей от 𝑝. Возьмем
любую из таких окрестностей. Ей можно поставить в соответствие связную
и имеющую наибольшую длину окрестность 𝑈 = (𝑞1, 𝑞2), обладающую тем
же свойством. В этой окрестности кривая 𝑆𝑡(𝛾)— график некоторой функ-
ции 𝜑(𝑝). При помощи описанной ниже процедуры выравнивания заменим
𝜑(𝑝) на монотонную непрерывную функцию 𝜓(𝑝). После этого сузим область
определения функции 𝜓(𝑝) следующим образом: исключим все отрезки [𝑝1, 𝑝2]
такие, что 𝜓(𝑝)

⃒⃒
[𝑝1,𝑝2]

= const. В результате получится функция 𝜓*(𝑝), являю-
щаяся строго монотонной. Если у 𝜓*(𝑝) пустая область определения, то всей
исходной окрестности 𝑈 соответствует разрыв 𝑢(𝑥) в точке 𝜓(𝑞1). Иначе в
силу строгой монотонности функции 𝜓*(𝑝) соответствует кусочно-непрерыв-
ная обратная функция 𝑢(𝑥) = 𝜓−1

* (𝑥). Повторяя эту схему, в итоге получим
кусочно-непрерывную функцию 𝑢(𝑥), соответствующую кривой 𝑆𝑡(𝛾).

Перейдем теперь к описанию процедуры выравнивания кривой, являю-
щейся графиком функции 𝜑(𝑝).
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2.2. Определения локального и полного выравнивания в простей-
шем случае.

Определение 2. Пусть 𝜑(𝑝) ∈ 𝐶([0, 1]). Точку 𝑝0 ∈ (0, 1) будем назы-
вать строгим локальным экстремумом функции 𝜑(𝑝), если найдется 𝛿 > 0
такое, что для всех 𝑝1 ∈ (𝑝0 − 𝛿, 𝑝0), 𝑝2 ∈ (𝑝0, 𝑝0 + 𝛿) верно неравенство
(𝑝1 − 𝑝0)(𝑝2 − 𝑝0) < 0. Множество всех точек строгого локального экстре-
мума будем обозначать ℳ𝜑.

Определение 3. Введем класс функций ℬ таких, что:
1) 𝜑(𝑝) ∈ 𝐶([0, 1]);
2) ∀𝑝 ∈ (0, 1) : 𝜑(0) < 𝜑(𝑝) < 𝜑(1);
3) отрезок [0, 1] можно представить в виде конечного объединения отрез-

ков:

[0, 1] =
𝑘⋃︁

𝑗=1

[𝑚𝑗−1,𝑚𝑗 ]

так, что 𝑚0 < 𝑚1 < · · · < 𝑚𝑘, и на каждом из отрезков [𝑚𝑗−1,𝑚𝑗 ]
функция 𝜑(𝑝) либо строго монотонна, либо постоянна.

Определение 4. Полным выравниванием ℰ*𝜑 для 𝜑 ∈ ℬ назовем функцию
из ℬ такую, что найдутся 𝑚 ∈ (N ∪ {0}) и отрезки 𝐼𝑘 = [𝑝𝑘, 𝑞𝑘] ⊆ [0, 1],
𝑘 = 1, . . . ,𝑚 такие, что:

1) ℰ*𝜑|𝐼𝑘 = 𝐶𝑘 ∈ R для всех 𝑘 = 1, . . . ,𝑚;

2) ∀𝑝 ∈ ([0, 1] ∖
𝑚⋃︀
𝑘=1

𝐼𝑘) : ℰ*𝜑(𝑝) = 𝜑(𝑝);

3) ℰ*𝜑(𝑝) монотонно неубывающая;

4) ∀𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} : 𝐶𝑘 =
1

𝑞𝑘 − 𝑝𝑘

∫︁ 𝑞𝑘

𝑝𝑘

𝜓(𝜏)𝑑𝜏 ;

5) ∀𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} ∀𝑝 ∈ (𝑝𝑘, 𝑞𝑘) :

∫︁ 𝑝

𝑝𝑘

𝜑(𝜏)𝑑𝜏 > 𝐶𝑘(𝑝− 𝑝𝑘).

Целью этого и нескольких следующих пунктов является доказательство
корректности определения полного выравнивания, т.е. доказательство следу-
ющей теоремы.

Теорема 1 (о корректности определения полного выравнивания). Для
любой функции 𝜑(𝑝) ∈ ℬ существует единственное полное выравнивание ℰ*𝜑.

Начнем с того, что определим локальное выравнивание. При этом для
удобства дальнейшего изложения выделим требование, соответствующее пунк-
ту 5) определения полного выравнивания, в отдельное определение.

Определение 5. Локальным выравниванием для функции 𝜑 ∈ ℬ на от-
резке [𝛼, 𝛽] назовем функцию ℰ[𝛼,𝛽]𝜑 ∈ ℬ такую, что:

1) ∀𝑝 ∈ [𝛼, 𝛽] : ℰ[𝛼,𝛽]𝜑(𝑝) = 𝜑(𝛼);
2) ∀𝑝 ∈ [0, 1] ∖ [𝛼, 𝛽] : ℰ[𝛼,𝛽]𝜑(𝑝) = 𝜑(𝑝);

3) 𝜑(𝛼) =
1

𝛽 − 𝛼

∫︁ 𝛽

𝛼
𝜑(𝜏)𝑑𝜏 .

Заметим, что свойствам 1), 2) локального выравнивания соответствуют
свойства полного выравнивания с теми же номерами; последнему свойству
локального выравнивания соответствует свойство 4) полного выравнивания.
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Кроме того, непосредственно из определения локального выравнивания сле-
дует, что верно следующее простое утверждение.

Предложение 1. Свойства локального выравнивания. Справедливы сле-
дующие утверждения.

1. При фиксированных 𝛼, 𝛽 локальное выравнивание ℰ[𝛼,𝛽] применимо не
ко всем 𝜑 ∈ ℬ.

2. Если [𝛼1, 𝛽1] ∩ [𝛼2, 𝛽2] = ∅, то ℰ[𝛼1,𝛽1]ℰ[𝛼2,𝛽2] = ℰ[𝛼2,𝛽2]ℰ[𝛼1,𝛽1].
3. Если [𝛼1, 𝛽1] ⊂ [𝛼2, 𝛽2], то ℰ[𝛼2,𝛽2]ℰ[𝛼1,𝛽1] = ℰ[𝛼2,𝛽2].
4. Если 𝜑 ∈ ℬ, ℰ[𝛼,𝛽1] и ℰ[𝛽1,𝛽] применимы к 𝜑, то ℰ[𝛼,𝛽]𝜑 определено и

ℰ[𝛼,𝛽]𝜑 = ℰ[𝛼,𝛽1]ℰ[𝛽1,𝛽]𝜑.
5. Если ℰ[𝛼,𝛽]𝜑 определено, 𝜆 > 0, то ℰ[𝛼,𝛽](𝜆𝜑) определено и ℰ[𝛼,𝛽](𝜆𝜑) =

= 𝜆ℰ[𝛼,𝛽]𝜑.

Определение 6. Локальное выравнивание ℰ[𝛼,𝛽]𝜑 будем называть коррект-
ным, если

∀𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽) :

∫︁ 𝑝

𝛼
𝜑(𝜏)𝑑𝜏 > 𝜑(𝛼)(𝑝− 𝛼).

Свойство корректности для локального выравнивания выполнено не все-
гда. Например, для функции

𝜑(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

5𝑥, 0 6 𝑥 6 1
5 ,

3
2 − 5

2𝑥,
1
5 6 𝑥 6

2
5 ,

5
2𝑥− 1

2 ,
2
5 6 𝑥 6

3
5 ,

5
2 − 5

2𝑥,
3
5 6 𝑥 6

4
5 ,

5𝑥− 7
2 ,

4
5 6 𝑥 6 1

локальное выравнивание ℰ[ 3
10

, 7
10

] применимо, но не является корректным.

2.3. Лемма о непрерывном обходе. Для доказательства теоремы о
корректности полного выравнивания важнейшую роль играют следующая
техническая лемма и ее обобщения.

Лемма 1 (о непрерывном обходе). Пусть 𝑓(𝑝), 𝑔(𝑝) ∈ 𝐶([0; 1]) таковы,
что:

1) ∀𝑝 ∈ (0, 1) : 𝑓(0) < 𝑓(𝑝) < 𝑓(1);
2) ∀𝑝 ∈ (0, 1) : 𝑔(0) < 𝑔(𝑝) < 𝑔(1);
3) 𝑓(0) = 𝑔(0), 𝑓(1) = 𝑔(1);
4) отрезок [0, 1] можно представить в виде конечного объединения от-

резков

[0, 1] =
𝑘⋃︁

𝑗=1

[𝜇𝑗−1, 𝜇𝑗 ]

так, что 𝜇0 < 𝜇1 < · · · < 𝜇𝑘, и на каждом из отрезков [𝜇𝑗−1, 𝜇𝑗 ]
функция 𝑓(𝑝) либо строго монотонна, либо постоянна;
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5) отрезок [0, 1] можно представить в виде конечного объединения от-
резков

[0, 1] =

𝑟⋃︁
𝑗=1

[𝜈𝑗−1, 𝜈𝑗 ]

так, что 𝜈0 < 𝜈1 < · · · < 𝜈𝑟, и на каждом из отрезков [𝜈𝑗−1, 𝜈𝑗 ] функция
𝑔(𝑝) либо строго монотонна, либо постоянна.

Тогда найдутся такие 𝑎 > 0 и функции ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑎]) такие, что
∀𝑡 ∈ [0, 𝑎] : 𝑓(ℎ1(𝑡)) = 𝑔(ℎ2(𝑡)), причем ℎ1(0) = ℎ2(0) = 0, ℎ1(𝑎) = ℎ2(𝑎) = 1.
Более того, если функция 𝑓(𝑝) монотонно возрастает, то функция ℎ2(𝑡)
может быть выбрана строго монотонной.

До к а з ат е л ь ств о.
1) Если хотя бы одна из функций 𝑓(𝑝), 𝑔(𝑝) строго монотонно возрастает,

то утверждение леммы очевидно.
Действительно, если 𝑓(𝑝) строго монотонно возрастает, то положим 𝑎 = 1,

ℎ2(𝑡) = 𝑡, ℎ1(𝑡) = 𝑔−1(𝑓(𝑡)). Заметим, что за исключением последнего пункта
леммы (о строгой монотонности ℎ2(𝑡)) функции 𝑓(𝑝) и 𝑔(𝑝) входят в утвер-
ждение леммы симметрично. Отсюда и из предыдущего утверждения следу-
ет, что если строго монотонной является 𝑔(𝑝), то утверждение леммы также
верно.

2) Заметим, что аналогичное утверждению леммы утверждение верно для
случая, когда 𝑔(𝑝) строго монотонно убывает, а неравенства в пункте 2) усло-
вий имеют другой знак, с той поправкой, что тогда ℎ2(0) = 1, ℎ2(𝑎) = 0.

Действительно, если 𝑔(𝑝) строго монотонно убывает, то тогда 𝑔(1 − 𝑝)
строго монотонно возрастает и работает первый пункт доказательства.

3) Так как сдвиг и растяжение — непрерывные преобразования, то утвер-
ждение верно с заменой в формулировке отрезка [0, 1] на произвольный от-
резок [𝑝1, 𝑝2], а отрезка [0, 𝑎]—на отрезок [𝜏1, 𝜏2].

4) Разобьем отрезок [0, 1] точками 0 = 𝑝0 < 𝑝1 < · · · < 𝑝𝑘 = 1 по следу-
ющему правилу: потребуем, чтобы функция 𝑓(𝑝) на каждом из интервалов
(𝑝𝑗 , 𝑝𝑗+1) либо строго монотонно возрастала, либо строго монотонно убыва-
ла, либо была постоянной, причем для интервалов (𝑝𝑗−1, 𝑝𝑗+1) это условие
бы не выполнялось. Нетрудно видеть, что такое разбиение отрезка [0, 1] для
функции 𝑓(𝑝) с описанными свойствами существует и единственно.

5) Построим по разбиению из предыдущего пункта второе разбиение того
же отрезка. Опишем алгоритм этого разбиения.
(i) Положим 𝑞0 = 0. Далее возьмем 𝑗 = 1. Тогда 𝑓(𝑝𝑗−1) = 𝑔(𝑞𝑗−1) по

условию леммы.
(ii) Если 𝑓(𝑝) строго возрастает на (𝑝𝑗−1, 𝑝𝑗), то рассмотрим множество 𝑄𝑗

точек 𝜏 > 𝑞𝑗−1 таких, что 𝑔(𝜏) = 𝑓(𝑝𝑗), и на интервале (𝑞𝑗−1, 𝜏) функция
𝑔(𝑞) удовлетворяет неравенству 𝑔(𝑞𝑗−1) 6 𝑔(𝑞) 6 𝑔(𝜏). В силу непре-
рывности функции 𝑔(𝑝) это множество непусто и замкнуто. Положим
𝑞𝑗 = max𝑄𝑗 .

(iii) Если 𝑓(𝑝) строго убывает на (𝑝𝑗−1, 𝑝𝑗), то рассмотрим множество 𝑄𝑗 то-
чек 𝜏 < 𝑞𝑗−1 таких, что 𝑔(𝜏) = 𝑓(𝑝𝑗), и на интервале (𝜏, 𝑞𝑗−1) функция
𝑔(𝑞) удовлетворяет неравенству 𝑔(𝑞𝑗−1) > 𝑔(𝑞) > 𝑔(𝜏). В силу непре-
рывности функции 𝑔(𝑝) это множество непусто и замкнуто. Положим

626



Геометрические решения задачи Римана для скалярного закона сохранения

𝑞𝑗 = min𝑄𝑗 .
(iv) Если 𝑓(𝑝) постоянна на интервале (𝑝𝑗−1, 𝑝𝑗), то положим 𝑞𝑗 = 𝑞𝑗−1.
(v) Если 𝑞𝑗 < 1, то увеличим 𝑗 на единицу и перейдем к шагу (ii). Иначе

алгоритм останавливается.
Заметим, что из неравенств 𝑓(0) < 𝑓(𝑝) < 𝑓(1) и конечности 𝑘 следует,

что алгоритм остановится после конченого числа шагов.
6) Заметим теперь, что если 𝑓(𝑝) строго возрастает на (𝑝𝑗−1, 𝑝𝑗), то пара

функций 𝑓 |(𝑝𝑗−1,𝑝𝑗) и 𝑔|(𝑞𝑗−1,𝑞𝑗) удовлетворяет после аффинного преобразова-
ния условиям леммы с монотонной функцией 𝑓 . Если же 𝑓(𝑝) строго убывает
на (𝑝𝑗−1, 𝑝𝑗), то пара функций 𝑓 |(𝑝𝑗−1,𝑝𝑗) и 𝑔|(𝑞𝑗 ,𝑞𝑗−1) удовлетворяет после аф-
финного преобразования второму пункту леммы с монотонной функцией 𝑓 .
Если же, наконец, 𝑓(𝑝) постоянна на (𝑝𝑗−1, 𝑝𝑗), то можно выбрать ℎ1(𝑡) ли-
нейной, значения которой монотонно возрастают от 𝑝𝑗−1 до 𝑝𝑗 , и положить на
соответствующем промежутке ℎ2(𝑡) = 𝑞𝑗 . Во всех случаях мы сможем постро-
ить пару функций ℎ1,𝑗(𝑡), ℎ2,𝑗(𝑡), непрерывных и удовлетворяющих условиям
леммы.

Осталось заметить, что благодаря третьему пункту доказательства мы
можем выбрать области определения [𝜏𝑗,1, 𝜏𝑗,2] этих функций так, чтобы вы-
полнялись равенства 𝜏1,1 = 0, 𝜏𝑗,2 = 𝜏𝑗+1,1. Нетрудно видеть, что функции
ℎ1(𝑡) и ℎ2(𝑡) такие, что ℎ𝑙|[𝜏𝑗,1,𝜏𝑗,2] = ℎ𝑙,𝑗 , 𝑙 = 1, 2, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}—искомые.

Действительно, внутри каждого из интервалов они непрерывны по по-
строению, а на концах соседних интервалов их значения совпадают благодаря
равенствам 𝑓(𝑝𝑗) = 𝑔(𝑞𝑗). �

Из второго и третьего пунктов доказательства леммы о непрерывном об-
ходе сразу следует, что ее можно обобщить следующим образом.

Лемма 2 (обобщенная лемма о непрерывном обходе). Пусть функции
𝑓(𝑝) ∈ 𝐶([𝛼1, 𝛽1]), 𝑔(𝑝) ∈ 𝐶([𝛼2, 𝛽2]) таковы, что:

1) глобальный максимум и глобальный минимум функции 𝑓(𝑝) не могут
лежать внутри интервала (𝛼1, 𝛽1);

2) глобальный максимум и глобальный минимум функции 𝑔(𝑝) не могут
лежать внутри интервала (𝛼2, 𝛽2);

3) либо
3а) 𝑓(𝛼1) = 𝑔(𝛼2) и 𝑓(𝛽1) = 𝑔(𝛽2), либо
3б) 𝑓(𝛼1) = 𝑔(𝛽2) и 𝑓(𝛽1) = 𝑔(𝛼2);

4) выполнены требования 4) и 5) леммы о непрерывном обходе с заменой
отрезка [0, 1] на [𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 ], 𝑗 = 1, 2.

Тогда найдутся такие 𝑎 > 0 и функции ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑎]) такие, что
∀𝑡 ∈ [0, 𝑎] : 𝑓(ℎ1(𝑡)) = 𝑔(ℎ2(𝑡)), причем ℎ1(0) = 𝛼1, ℎ2(0) = 𝛼2, ℎ1(𝑎) = 𝛽1,
ℎ2(𝑎) = 𝛽2 в случае 3а), ℎ1(0) = 𝛽1, ℎ2(0) = 𝛼2, ℎ1(𝑎) = 𝛼1, ℎ2(𝑎) = 𝛽2
в случае 3б).

2.4. Существование локального выравнивания.
Лемма 3. Для любой функции 𝜑 ∈ ℬ, имеющей хотя бы одну точку стро-

гого локального минимума на (0, 1), существуют 𝛼, 𝛽 ∈ (0, 1) такие, что
ℰ[𝛼,𝛽] применимо к 𝜑, причем ℰ[𝛼,𝛽]𝜑 ̸= 𝜑.

До к а з ат е л ь ств о. Так как 𝜑 ∈ ℬ, из существования точки строго-
го локального минимума на (0, 1) следует существование точки локального
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максимума.
Пусть 𝑝* — точка локального максимума такая, что |𝑝*| > 0—наименьшее.

Тогда 𝜑(𝑝) строго монотонно возрастает на (0, 𝑝*). Кроме того, в силу опре-
деления ℬ верно неравенство 𝜑(𝑝*) < 𝜑(1). Следовательно, в силу непрерыв-
ности 𝜑(𝑝) множество {𝑝 ∈ (𝑝*, 1) | 𝜑(𝑝) = 𝜑(𝑝*), ∃𝑞 ∈ (𝑝*, 𝑝) : 𝜑(𝑞) < 𝜑(𝑝*)}
непусто.

Положим 𝑝2 = min{𝑝 ∈ (𝑝*, 1) | 𝜑(𝑝) = 𝜑(𝑝*), ∃𝑞 ∈ (𝑝*, 𝑝) : 𝜑(𝑞) < 𝜑(𝑝*)}.
Далее в силу условия ∃𝑞 ∈ (𝑝*, 𝑝) : 𝜑(𝑞) < 𝜑(𝑝*) функция 𝜑(𝑝) имеет хотя бы
одну точку минимума на [𝑝0, 𝑝2] и значение в этой точке меньше, чем 𝜑(𝑝*).
Следовательно, корректно определены точки

𝑝0 = min{𝑝 ∈ (𝑝*, 𝑝2) | 𝜑(𝑝)} = min{𝜑(𝑞) | 𝑞 ∈ [𝑝*, 𝑝2]},

𝑝1 = max{𝑝 ∈ (0, 𝑝*) | 𝜑(𝑝) = 𝜑(𝑝0)}.

Применим теперь обобщенную лемму о непрерывном обходе (лемма 2)
к функции 𝜑(𝑝) на отрезках [𝑝1, 𝑝*] и [𝑝0, 𝑝2]. Тогда найдутся отрезок [0, 𝑎]
и функции ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑎]) такие, что ℎ1(𝑡) ∈ [𝑝1, 𝑝*], ℎ2(𝑡) ∈ [𝑝0, 𝑝2],
причем 𝜑(ℎ1(𝑡)) = 𝜑(ℎ2(𝑡)).

Рассмотрим теперь

𝐼(𝑡) =

∫︁ ℎ2(𝑡)

ℎ1(𝑡)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(ℎ1(𝑡))) 𝑑𝜏.

Заметим, что 𝐼(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑎]),

𝐼(0) =

∫︁ 𝑝0

𝑝1

(𝜑(𝜏)− 𝜑(𝑝0))𝑑𝜏 > 0,

так как 𝜑(𝜏) > 𝜑(𝑝0) для всех 𝜏 ∈ (𝑝1, 𝑝2). Кроме того,

𝐼(𝑎) =

∫︁ 𝑝2

𝑝*

(𝜑(𝜏)− 𝜑(𝑝2))𝑑𝜏 < 0,

так как 𝜑(𝑝2) = 𝜑(𝑝*) > 𝜑(𝜏) для всех 𝜏 ∈ (𝑝*, 𝑝2). Отсюда по теореме Вейер-
штрасса найдется 𝑡* ∈ [0, 𝑎] такое, что 𝐼(𝑡*) = 0. Но тогда, выбирая 𝛼 = ℎ1(𝑡*),
𝛽 = ℎ2(𝑡*), получаем, что 𝜑(𝛼) = 𝜑(𝛽),∫︁ 𝛽

𝛼
𝜑(𝜏)𝑑𝜏 = (𝛽 − 𝛼)𝜑(𝛼),

т.е. ℰ[𝛼,𝛽] применимо к 𝜑, причем ℰ[𝛼,𝛽]𝜑—постоянная функция на отрезке
[𝛼, 𝛽], в то время как 𝜑(𝑝)—не постоянна на этом отрезке. �

Заметим, что приведенную выше лемму можно обобщить следующим об-
разом.

Лемма 4. Для любой функции 𝜑 ∈ ℬ такой, что существуют 𝜇, 𝜈 ∈ (0, 1)
такие, что 𝜑(𝑝) строго монотонно убывает на (𝜇, 𝜈), найдутся 𝛼, 𝛽 ∈ (0, 1)
такие, что ℰ[𝛼,𝛽] применимо к 𝜑, причем ℰ[𝛼,𝛽]𝜑 ̸= 𝜑.
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До к а з ат е л ь ств о. Покажем, как модифицировать в этом случае до-
казательство леммы 3. По условию леммы, функция 𝜑(𝑝) не является мо-
нотонно неубывающей на [0, 1]. Рассмотрим множество 𝐺1 ⊂ (0, 𝜇] значений
𝑞 таких, что 𝜑(𝑝) монотонно не убывает на [0, 𝑞]. Так как 𝜑(𝑝) непрерывна
и 𝜑(1) > 𝜑(0), множество 𝐺1 ̸= ∅ и замкнуто.

Пусть 𝑔1 = max𝐺1. Далее, множество {𝑞 ∈ [0, 𝑔1] | 𝜑(𝑞) = 𝜑(𝑔1)} непусто
и замкнуто. Положим 𝑝* = min{𝑞 ∈ [0, 𝑔1] | 𝜑(𝑞) = 𝜑(𝑔1)}. Далее доказатель-
ство леммы 3 может быть повторено без изменений. �

Замечание 2. Для функции ℰ[𝛼,𝛽]𝜑(𝑝), полученной в результате приме-
нения леммы 4 к 𝜑(𝑝), количество максимальных интервалов, при сужении
на которые она монотонно убывает, уменьшилось на единицу. Применяя эту
лемму к функции 𝜑(𝑝) ∈ ℬ конечное число раз, можно получить монотонно
неубывающую функцию ̃︀𝜑(𝑝). В свою очередь, функция ̃︀𝜑(𝑝) удовлетворяет
всем свойствам полного выравнивания, кроме свойства корректности.

2.5. Пример отсутствия единственности без условия коррект-
ности. Как показывает замечание 2, для любой 𝜑 ∈ ℬ существует монотон-
но неубывающая ̃︀𝜑, удовлетворяющая всем свойствам полного выравнивания
(определение 4), кроме условия корректности. Как показывает приведенный
далее пример, такая функция ̃︀𝜑 определена не единственным образом, что
вызывает трудности при обсуждении вопроса о единственности решения.

Действительно, рассмотрим функцию

𝜑(𝑝) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4𝑝, 0 6 𝑝 < 1
10 ,

𝑝+ 3
10 ,

1
10 6 𝑝 <

2
10 ,

9
10 − 2𝑝, 2

10 6 𝑝 <
3
10 ,

𝑝, 3
10 6 𝑝 <

7
10 ,

21
10 − 2𝑝, 7

10 6 𝑝 <
8
10 ,

𝑝− 3
10 ,

8
10 6 𝑝 <

9
10 ,

4𝑝− 3, 9
10 6 𝑝 6 1.

Тогда функции

𝜓1(𝑝) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4𝑝, 0 6 𝑝 < 1
10 ,

4
10 ,

1
10 6 𝑝 <

4
10 ,

𝑝, 4
10 6 𝑝 <

6
10 ,

6
10 ,

6
10 6 𝑝 <

9
10 ,

4𝑝− 3, 9
10 6 𝑝 6 1

и

𝜓2(𝑝) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4𝑝, 0 6 𝑝 < 1
10 ,

𝑝+ 3
10 ,

1
10 6 𝑝 <

2
10 ,

1
2 ,

2
10 6 𝑝 <

8
10 ,

𝑝− 3
10 ,

8
10 6 𝑝 <

9
10 ,

4𝑝− 3, 9
10 6 𝑝 6 1
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удовлетворяют всем условиям определения 4, кроме условия корректности.
2.6. Леммы о корректном выравнивании. Заметим, что полное вы-

равнивание для 𝜑 ∈ ℬ строится как результат последовательного применения
локальных выравниваний к функции 𝜑. Покажем, что на каждом шаге мы
можем выбирать полное выравнивание, удовлетворяющее условию коррект-
ности. Для этого обратимся к доказательству леммы 3 и заметим, что мы не
можем, вообще говоря, утверждать, что точка 𝑡* единственна. Воспользовав-
шись этим фактом, покажем, что среди доступных вариантов выбора точки
𝑡* всегда есть вариант, соответствующий корректному выравниванию. Для
этого докажем сначала два вспомогательных утверждения.

Лемма 5 (о корректности кратчайшего пути влево). Пусть 𝜑 ∈ ℬ удо-
влетворяет условиям леммы 4. Пусть также 𝑝1, 𝑝*, 𝑝0, 𝑝2 — точки, опи-
санные в доказательстве леммы 4, функции 𝜒𝑗(𝑡) ∈ 𝐶([0,̃︀𝑎]) таковы, что

𝜒1(0) = 𝑝1, 𝜒1(̃︀𝑎) = 𝑝*, 𝜒2(0) = 𝑝*, 𝜒2(̃︀𝑎) = 𝑝0,

∀𝑡 ∈ [0,̃︀𝑎] : 𝜑(𝜒1(𝑡)) = 𝜑(𝑝* + 𝑝0 − 𝜒2(𝑡)),

𝜒2(𝑡)— монотонно возрастающая функция.
Обозначим

ℐ(𝑠, 𝑡) =
∫︁ 𝑝*+𝑝0−𝜒2(𝑠)

𝜒1(𝑡)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(𝜒1(𝑡))) 𝑑𝜏.

Пусть также множество {𝑡𝑐𝑟 ∈ (0,̃︀𝑎) | ℐ(𝑡𝑐𝑟, 𝑡𝑐𝑟)} непусто, и

𝑡* = max{𝑡𝑐𝑟 ∈ (0,̃︀𝑎) | ℐ(𝑡𝑐𝑟, 𝑡𝑐𝑟) = 0}.

Тогда для всех 𝑠 ∈ (𝑡*,̃︀𝑎] имеет место неравенство

ℐ(𝑠, 𝑡*) > 0. (9)

Замечание 3. Существование функций 𝜒𝑗(𝑡), описанных в условиях преды-
дущей леммы, следует из обобщенной леммы о непрерывном обходе (лемма 2).

Замечание 4. Заметим, что равенство ℐ(𝑡𝑐𝑟, 𝑡𝑐𝑟) = 0 эквивалентно тому,
что локальное выравнивание ℰ[𝜒1(𝑡𝑐𝑟),𝑝*+𝑝0−𝜒2(𝑡𝑐𝑟)] применимо к 𝜑, а неравен-
ство (9) эквивалентно тому, что для этого неравенства выполнено условие
корректности (определение 6).

До к а з ат е л ь ств о л еммы 5. Предположим противное. Пусть для
некоторого 𝑠0 ∈ (𝑡*,̃︀𝑎] верно противоположное неравенство:

ℐ(𝑠, 𝑡*) < 0.

Покажем, что тогда 𝑡* можно увеличить.
1) Покажем, что можно считать, что выполняется неравенство

𝜑(𝑝0 + 𝑝* − 𝜒2(𝑠0)) 6 𝜑(𝜒1(𝑡*)). (10)
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Действительно, так как ℐ(𝑠, 𝑡*)—непрерывная функция от 𝑠, ℐ(̃︀𝑎, 𝑡*) > 0
в силу определения точек 𝑝0, 𝑝1, 𝑝*, график 𝜑(𝑝) обязан пересечь прямую
𝑧 = 𝜑(𝜒1(𝑡*)) на промежутке (𝑠0,̃︀𝑎).

Пусть 𝑠1 = min{𝑠 ∈ (𝑠0,̃︀𝑎) | 𝜑(𝑝0+ 𝑝*−𝜒2(𝑠)) = 𝜑(𝜒1(𝑡*))}. Тогда для всех
𝑠 ∈ [𝑠0, 𝑠1) верно неравенство 𝜑(𝑝0 + 𝑝* − 𝜒2(𝑠)) > 𝜑(𝜒1(𝑡*)). Заметим теперь,
что

0 > ℐ(𝑠0, 𝑡*) =
∫︁ 𝑝0+𝑝*−𝜒2(𝑠0)

𝜒1(𝑡*)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(𝜒1(𝑡*))) 𝑑𝜏 =

=

∫︁ 𝑝0+𝑝*−𝜒2(𝑠1)

𝜒1(𝑡*)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(𝜒1(𝑡*))) 𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝑝0+𝑝*−𝜒2(𝑠0)

𝑝0+𝑝1−𝜒2(𝑠1)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(𝜒1(𝑡*))) 𝑑𝜏 > ℐ(𝑠1, 𝑡*),

т.е. точка 𝑠1 удовлетворяет неравенству ℐ(𝑠1, 𝑡*) < 0, и, выбрав ее в каче-
стве 𝑠0, получим, что неравенство (10) также выполнено.

2) Покажем, что если найдется 𝑠 ∈ (𝑠0,̃︀𝑎] такое, что
ℐ(𝑠, 𝑡*) < 0, 𝜑(𝑝0 + 𝑝* − 𝜒2(𝑠)) = 𝜑(𝜒1(𝑡*)), (11)

то 𝑡* можно увеличить.
Действительно, из условий на 𝜒𝑗 следует, что

𝜑(𝑝0 + 𝑝* − 𝜒2(𝑠)) = 𝜑(𝜒1(𝑡*)) = 𝜑(𝜒1(𝑠)),

откуда, в свою очередь, имеем, что ℐ(𝑠, 𝑡*) = ℐ(𝑠, 𝑠) < 0. Но так как при 𝑡,
достаточно близких к ̃︀𝑎, выполняется ℐ(𝑡, 𝑡) > 0, в силу непрерывности ℐ(𝑡, 𝑡)
найдется 𝑡1 > 𝑠 > 𝑡* такое, что ℐ(𝑡1, 𝑡1) = 0, т.е. 𝑡* можно увеличить.

3) Пусть 𝑠1, 𝑠2 таковы, что для всех 𝑠 ∈ (𝑠1, 𝑠2) имеет место (11). Тогда

ℐ(𝑠1, 𝑡*) =
∫︁ 𝑝0+𝑝*−𝜒2(𝑠1)

𝜒1(𝑡*)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(𝜒1(𝑡*))) 𝑑𝜏 =

=

∫︁ 𝑝0+𝑝*−𝜒2(𝑠)

𝜒1(𝑡*)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(𝜒1(𝑡*))) 𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝑝0+𝑝*−𝜒2(𝑠1)

𝑝0+𝑝*−𝜒2(𝑠)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(𝜒1(𝑡*))) 𝑑𝜏 < ℐ(𝑠, 𝑡*),

и, более того, аналогичным образом можно показать, что ℐ(𝑠, 𝑡*) строго мо-
нотонно возрастает по 𝑠 на интервале (𝑠1, 𝑠2).

Следовательно, функция ℐ(𝑠, 𝑡*) переменной 𝑠 не может более одного раза
менять знак на промежутке (𝑠1, 𝑠2) таком, что для всех 𝑠 ∈ (𝑠1, 𝑠2) верно
неравенство 𝜑(𝑝0 + 𝑝* − 𝜒2(𝑠)) < 𝜑(𝜒1(𝑡*)). Но отсюда и из двух предыдущих
шагов следует, что при указанном в начале доказательства предположении
𝑡* можно увеличить, что противоречит тому, что по условию 𝑡* максимально.
Лемма 5 доказана. �
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Лемма 6 (о корректности кратчайшего пути вправо). Пусть 𝜑 ∈ ℬ удо-
влетворяет условиям леммы 4. Пусть также 𝑝1, 𝑝*, 𝑝0, 𝑝2 — точки, опи-
санные в доказательстве леммы 4, функции ℎ𝑗(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑎]) таковы, что

ℎ1(0) = 𝑝1, ℎ1(𝑎) = 𝑝*, ℎ2(0) = 𝑝0, ℎ2(𝑎) = 𝑝2,

∀𝑡 ∈ [0, 𝑎] : 𝜑(ℎ1(𝑡)) = 𝜑(ℎ2(𝑡)),

ℎ2(𝑡)— монотонно возрастающая функция.
Обозначим

𝒥 (𝑠, 𝑡) =

∫︁ ℎ2(𝑠)

ℎ1(𝑡)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(ℎ1(𝑡)))𝑑𝜏.

Пусть также 𝑡* ∈ [0, 𝑎] такое, что

𝒥 (𝑡*, 𝑡*) = 0, 𝑟(𝑡*) = min{𝑡 ∈ [0, 𝑡*] | 𝜑(ℎ1(𝑡*)) = 𝜑(ℎ2(𝑡))}.

Тогда, если существует 𝑠0 ∈ [𝑟(𝑡*), 𝑡*] такое, что 𝒥 (𝑠0, 𝑡*) < 0, то най-
дется 𝑡* ∈ [0, 𝑡*) такое, что 𝒥 (𝑡*, 𝑡*) = 0.

До к а з ат е л ь ств о. Схема доказательства полностью аналогична до-
казательству предыдущей леммы.

1) Можно считать, что 𝜑(ℎ2(𝑠0)) 6 𝜑(ℎ1(𝑡*)).
Действительно, если имеет место противоположное неравенство, то, т.к.

𝑠0 > 𝑟(𝑡*), найдется 𝑠1 ∈ (𝑟(𝑡*), 𝑠0) такое, что 𝜑(ℎ2(𝑠1)) = 𝜑(ℎ1(𝑡*)), причем
для всех 𝑠 ∈ (𝑠1, 𝑠0) имеет место неравенство 𝜑(ℎ2(𝑠)) > 𝜑(ℎ1(𝑡*)). Но тогда

0 > 𝒥 (𝑠0, 𝑡*) =

∫︁ ℎ2(𝑠0)

ℎ1(𝑡*)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(ℎ1(𝑡*)))𝑑𝜏 =

=

∫︁ ℎ2(𝑠1)

ℎ1(𝑡*)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(ℎ1(𝑡*)))𝑑𝜏+

+

∫︁ ℎ2(𝑠0)

ℎ2(𝑠1)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(ℎ1(𝑡*)))𝑑𝜏 > 𝒥 (𝑠1, 𝑡*),

и можно рассматривать 𝑠1 вместо 𝑠0.
2) Заметим, что

𝒥 (0, 0) =

∫︁ 𝑝0

𝑝1

(𝜑(𝜏)− 𝜑(𝑝0))𝑑𝜏 > 0,

так как 𝑝0 — точка минимума 𝜑(𝑝). Отсюда, если для некоторого 𝑠 ∈ [0, 𝑠0]
верно неравенство 𝒥 (𝑠, 𝑡*) < 0 и при этом 𝜑(ℎ2(𝑠)) = 𝜑(ℎ1(𝑡*)), то ℎ1(𝑠) =
= ℎ1(𝑡*), а значит, 𝒥 (𝑠, 𝑠) = 𝒥 (𝑠, 𝑡*) < 0, т.е. 𝑡* можно уменьшить в силу
непрерывности 𝒥 .

3) Пусть 𝑠1, 𝑠2 таковы, что для всех 𝑠 ∈ (𝑠1, 𝑠2) имеют место неравенства
𝒥 (𝑠, 𝑡*) < 0 и 𝜑(ℎ2(𝑠)) < 𝜑(ℎ1(𝑡*)). Тогда
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𝒥 (𝑠1, 𝑡*) =

∫︁ ℎ2(𝑠1)

ℎ1(𝑡*)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(ℎ1(𝑡*)))𝑑𝜏 =

= 𝒥 (𝑠2, 𝑡*)−
∫︁ ℎ2(𝑠2)

ℎ2(𝑠1)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(ℎ1(𝑡*)))𝑑𝜏 > 𝐽(𝑠2, 𝑡*),

и аналогичным образом можно показать строгое монотонное убывание по 𝑠
функции 𝒥 (𝑠, 𝑡*) на (𝑠1, 𝑠2). Следовательно, 𝒥 (𝑠, 𝑡*) не может более одного
раза менять знак на (𝑠1, 𝑠2). Отсюда и из предыдущих шагов следует утвер-
ждение леммы. Лемма 6 доказана. �

Перейдем теперь к доказательству существования локального выравни-
вания, удовлетворяющего условию корректности.

Лемма 7 (об альтернативе). Пусть 𝜑 ∈ ℬ удовлетворяет условиям лем-
мы 4. Пусть также 𝑝1, 𝑝*, 𝑝0, 𝑝2 — точки, описанные в доказательстве лем-
мы 4, функции ℎ𝑗(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑎]) таковы, что

ℎ1(0) = 𝑝1, ℎ1(𝑎) = 𝑝*, ℎ2(𝑎) = 𝑝0, ℎ2(𝑎) = 𝑝2,

∀𝑡 ∈ [0, 𝑎] : 𝜑(ℎ1(𝑡)) = 𝜑(ℎ2(𝑡)),

ℎ2(𝑡)— монотонно возрастающая функция. Пусть также

𝑡* = min{𝑡 ∈ [0, 𝑎] | 𝒥 (𝑡, 𝑡) = 0}.

Тогда верно одно из двух утверждений:
(а) для всех 𝑝 ∈ [ℎ1(𝑡*), ℎ2(𝑡*)] верно неравенство∫︁ 𝑝

ℎ1(𝑡*)
𝜑(𝜏)𝑑𝜏 > 𝜑(ℎ1(𝑡*))(𝑝− ℎ1(𝑡*)),

т.е. локальное выравнивание ℰ[ℎ1(𝑡*),ℎ2(𝑡*)] удовлетворяет условию кор-
ректности (определение 6);

(б) найдутся 𝛼, 𝛽 ∈ [𝑝1, 𝑝0) такие, что ℰ[𝛼,𝛽] применимо к 𝜑 и удовлетво-
ряет условию корректности.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть утверждение (а) не выполнено. Докажем,
что тогда выполнено (б). Действительно, т.к. (а) не выполнено, то по лемме 6
найдется 𝑝𝑐 ∈ [ℎ1(𝑡*), 𝑟(𝑡*)) такое, что

ℋ(𝑝𝑐) =

∫︁ 𝑝𝑐

ℎ1(𝑡*)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(ℎ1(𝑡*)))𝑑𝜏 < 0.

Пусть 𝑝 = max{𝑝 ∈ (𝑝*, 𝑝0) | 𝜑(𝑝) = 𝜑(ℎ1(𝑡*))}. Заметим, что для всех
𝑝 ∈ (𝑝, 𝑟(𝑡*)) имеет место неравенство

ℋ(𝑝) = ℋ(𝑝) +

∫︁ 𝑝

𝑝
(𝜑(𝜏)− 𝜑(ℎ1(𝑡*)))𝑑𝜏 < ℋ(𝑝),

и в силу леммы 6 верно неравенство ℋ(𝑟(𝑡*)) > 0. Отсюда получаем, что для
всех 𝑝 ∈ (𝑝, 𝑟(𝑡*)) имеет место неравенство ℋ(𝑝) > 0, и в силу непрерывности
ℋ(𝑝) из неравенств ℋ(𝑝𝑐) < 0 и ℎ1(𝑡*) 6 𝑝𝑐 < 𝑟(𝑡*) следует неравенство 𝑝𝑐 < 𝑝.
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Заметим теперь, что можно считать, что

𝜑(𝑝𝑐) > 𝜑(ℎ1(𝑡*)). (12)

Действительно, если выполнено противоположное неравенство, то положим

𝑝𝑅 = min{𝑝 ∈ (𝑝𝑐, 𝑝) | 𝜑(𝑝) = 𝜑(ℎ1(𝑡*))}.

Заметим, что в этом случае

ℋ(𝑝𝑅) =

∫︁ 𝑝𝑅

ℎ1(𝑡*)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(ℎ1(𝑡*)))𝑑𝜏 =

=

∫︁ 𝑝𝑐

ℎ1(𝑡*)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(ℎ1(𝑡*)))𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝑝𝑅

𝑝𝑐

(𝜑(𝜏)− 𝜑(ℎ1(𝑡*)))𝑑𝜏 < ℋ(𝑝𝑐) < 0,

так как второй интеграл всегда отрицателен. Но это означает, что для 𝑝𝑅
также верно ℋ(𝑝𝑅) < 0, и, взяв 𝑝𝑅 вместо 𝑝𝑐, получаем требуемое неравен-
ство (12).

Далее применим обобщенную лемму о непрерывном обходе (лемма 2)
к паре функций 𝑓(𝑝) = 𝜑|[𝑝1,𝑝*], 𝑔(𝑝) = 𝜑(𝑝* + 𝑝0 − 𝑝), 𝑝 ∈ [𝑝*, 𝑝0]. Полу-
чим пару функций 𝜒𝑗(𝑡) ∈ 𝐶([0,̃︀𝑎]) таких, что 𝜒2 монотонно возрастает, и
𝑓(𝜒1(𝑡)) = 𝑔(𝜒2(𝑡)). Но тогда найдутся 𝑡0 ∈ [0,̃︀𝑎], 𝑠 ∈ [0,̃︀𝑎] такие, что

ℎ1(𝑡*) = 𝜒1(𝑡0), 𝑝 = 𝑝0 + 𝑝* − 𝜒2(𝑡0), 𝑝𝑐 = 𝑝0 + 𝑝* − 𝜒2(𝑠).

Из изложенного выше получаем ℐ(𝑡0, 𝑡0) > 0, ℐ(𝑠, 𝑡0) < 0. Но тогда в силу
строго монотонного возрастания 𝜑(𝑝) на промежутке (𝑝1, 𝑝*) и неравенства
(12) получаем, что 𝜒1(𝑠) > 𝜒1(𝑡0), и далее

ℐ(𝑠, 𝑠) =
∫︁ 𝑝*+𝑝0−𝜒2(𝑠)

𝜒1(𝑠)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(𝜒1(𝑠))𝑑𝜏 =

=

∫︁ 𝑝*+𝑝0−𝜒2(𝑠)

𝜒1(𝑡0)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(𝜒1(𝑡0))𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑝*+𝑝0−𝜒2(𝑠)

𝜒1(𝑠)
(𝜑(𝜒1(𝑡0))− 𝜑(𝜒1(𝑠))𝑑𝜏−

−
∫︁ 𝜒1(𝑠)

𝜒1(𝑡0)
(𝜑(𝜏)− 𝜑(𝜒1(𝑡0)))𝑑𝜏 < ℐ(𝑠, 𝑡0) < 0.

Но тогда из неравенств ℐ(𝑠, 𝑠) < 0, ℐ(𝑡0, 𝑡0) > 0 в силу непрерывности ℐ следу-
ет существование 𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝑠) такого, что ℐ(𝑡1, 𝑡1) = 0. Следовательно, можно
воспользоваться леммой о корректности кратчайшего пути влево (лемма 5)
и получить утверждение (б) для

𝑡2 = max{𝑡 ∈ [0,̃︀𝑎) | ℐ(𝑡, 𝑡) = 0}, 𝛼 = 𝜒1(𝑡2), 𝛽 = 𝑝* + 𝑝0 − 𝜒2(𝑡2).

Лемма 7 доказана. �

634



Геометрические решения задачи Римана для скалярного закона сохранения

Замечание 5. Из леммы об альтернативе при помощи рассуждений, ана-
логичных рассуждениям замечания 2, получаем, что для 𝜑 ∈ ℬ существует
полное выравнивание.

2.7. Единственность полного выравнивания.
Лемма 8. Пусть 𝜑 ∈ ℬ. Тогда ℰ*𝜑 единственно.
До к а з ат е л ь ств о. Предположим противное. Пусть 𝜓1(𝑝), 𝜓2(𝑝)—два

различных полных выравнивания. Обозначим {[𝑝(𝑗)𝑘 , 𝑞
(𝑗)
𝑘 ]}𝑚𝑗

𝑘=1, 𝑗 = 1, 2, набор
отрезков 𝐼(𝑗)𝑘 из определения полного выравнивания для 𝜓𝑗 . Без ограничения
общности можно считать, что вне отрезков 𝐼(𝑗)𝑘 функции 𝜓𝑗 строго монотон-
ны. Пусть 𝑝

(1)
1 < 𝑝

(2)
1 . Заметим, что отрезки [𝑝

(1)
1 , 𝑞

(1)
1 ] и [𝑝

(2)
1 , 𝑞

(2)
1 ] обязаны

пересекаться — иначе 𝜑(𝑝(1)1 ) = 𝜑(𝑞
(1)
1 ), что противоречит определению отрез-

ков 𝐼(𝑗)𝑘 . Тогда возможны три случая:

(i) 𝑞(1)1 < 𝑞
(2)
1 ,

(ii) 𝑞(1)1 = 𝑞
(2)
1 ,

(iii) 𝑞(1)1 > 𝑞
(2)
1 .

В случае (i): ∫︁ 𝑞
(1)
1

0
𝜑(𝑝)𝑑𝑝 =

∫︁ 𝑞
(1)
1

0
𝜓1(𝑝)𝑑𝑝 >

∫︁ 𝑞
(1)
1

0
𝜓2(𝑝)𝑑𝑝, (13)

но, так как 𝜓(𝑝) монотонно не убывает на [𝑝(1)1 , 𝑝
(2)
1 ] (иначе 𝜓2 – немонотонная,

а значит, не является полным выравниванием), имеем∫︁ 𝑝
(2)
1

𝑝
(1)
1

𝜓2(𝑝)𝑑𝑝 =

∫︁ 𝑝
(2)
1

𝑝
(1)
1

𝜓(𝑝)𝑑𝑝 >

∫︁ 𝑝
(2)
1

𝑝
(1)
1

𝜓1(𝑝)𝑑𝑝, (14)

а также∫︁ 𝑞
(1)
1

𝑝
(2)
1

𝜓2(𝑝)𝑑𝑝 =

∫︁ 𝑞
(1)
1

𝑝
(2)
1

𝜑(𝑝
(2)
1 )𝑑𝑝 >

∫︁ 𝑞
(1)
1

𝑝
(2)
1

𝜑(𝑝
(1)
1 )𝑑𝑝 =

∫︁ 𝑞
(1)
1

𝑝
(2)
1

𝜓1(𝑝)𝑑𝑝. (15)

Но из (14), (15) следует∫︁ 𝑞
(1)
1

0
𝜓2(𝑝)𝑑𝑝 >

∫︁ 𝑞
(1)
1

0
𝜓1(𝑝)𝑑𝑝,

что противоречит равенству (13). Следовательно, случай (i) невозможен.
Невозможность случая (ii) доказывается полностью аналогично.
Пусть имеет место случай (iii). Но тогда на интервале (𝑞(2)1 , 𝑞

(1)
1 ) функция

𝜓2(𝑝) монотонно не убывает, следовательно,∫︁ 𝑞
(1)
1

𝑞
(2)
1

𝜓2(𝑝)𝑑𝑝 >
∫︁ 𝑞

(1)
1

𝑞
(2)
1

𝜓2(𝑞
(2)
1 )𝑑𝑝 >

∫︁ 𝑞
(1)
1

𝑞
(2)
1

𝜓1(𝑞
(2)
1 )𝑑𝑝,
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откуда, в свою очередь, следует неравенство

∫︁ 𝑞
(1)
1

0
𝜓2(𝑝)𝑑𝑝 >

∫︁ 𝑞
(1)
1

0
𝜓1(𝑝)𝑑𝑝 =

∫︁ 𝑞
(1)
1

0
𝜑(𝑝)𝑑𝑝,

что противоречит условию корректности для 𝜓2. Таким образом, случай (iii)
также невозможен.

Так как никакой из случаев (i)–(iii) не может реализоваться, то предпо-
ложение о том, что 𝑝(1)1 < 𝑝

(2)
1 , неверно. В силу симметрии между 𝜓1 и 𝜓2 не

может быть выполнено и неравенство 𝑝(1)1 > 𝑝
(2)
1 . Следовательно, 𝑝(1)1 = 𝑝

(2)
1 .

Аналогично доказывается, что 𝑞(1)1 = 𝑞
(2)
1 и т. д., что и означает равенство

𝜓1 = 𝜓2, т. е. единственность полного выравнивания. Лемма 8 доказана. �

Замечание 6. Существование полного выравнивания для немонотонной
𝜓 ∈ ℬ следует из замечания 5. Для монотонной 𝜓 можно положить ℰ*𝜓 = 𝜓.
Таким образом, теорема о корректности полного выравнивания доказана.

2.8. Полное выравнивание и аффинные преобразования независи-
мой переменной. Расширим определение полного выравнивания на несколь-
ко простых случаев.

Определение 7. Пусть 𝜑(𝑝) такова, что 𝜑(1 − 𝑝) ∈ ℬ. Обозначим 𝜓(𝑝) =

= 𝜑(1 − 𝑝), ̃︀𝜓(𝑝) = ℰ*𝜓(𝑝). Полным выравниванием для исходной функции
𝜑(𝑝) назовем ℰ*𝜑(𝑝) = ̃︀𝜓(1− 𝑝).

Корректность этого определения очевидно следует из теоремы о коррект-
ности полного выравнивания (теорема 1) для функций из ℬ. Обобщением
этого определения на случай произвольной аффинной замены независимой
переменной является следующее определение.

Определение 8. Пусть 𝜑(𝑝) такова, что для некоторых 𝛼 ∈ (R ∖ {0}),
𝛽 ∈ R функция 𝜓(𝑞) = 𝜑(𝛼𝑞 + 𝛽) ∈ ℬ. Полным выравниванием для исходной
функции 𝜑(𝑝) назовем ℰ*𝜑(𝑝) = (ℰ*𝜓) (𝑝−𝛽

𝛼 ).
Корректность этого определения также следует из теоремы 1. Заметим

также, что требование 2) в определении класса ℬ можно ослабить и при этом
по-прежнему корректно определить полное выравнивание.

Определение 9. Будем обозначать ϒ класс функций 𝜑(𝑝) таких, что:
1) 𝜑(𝑝) ∈ 𝐶([0, 1]);
2) ∀𝑝 ∈ (0, 1) : 𝜑(0) 6 𝜑(𝑝) 6 𝜑(1);
3) отрезок [0, 1] можно представить в виде конечного объединения отрез-

ков:

[0, 1] =

𝑘⋃︁
𝑗=1

[𝑚𝑗−1,𝑚𝑗 ]

так, что 𝑚0 < 𝑚1 < · · · < 𝑚𝑘, и на каждом из отрезков [𝑚𝑗−1,𝑚𝑗 ]
функция 𝜑(𝑝) либо строго монотонна, либо постоянна.

Определение 10. Пусть 𝜑(𝑝) ∈ ϒ. Возьмем 𝜀 > 0 и определим функцию
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𝜑𝜀(𝑝) равенством

𝜑𝜀(𝑝) =

⎧⎨⎩ 𝜑(0) + 𝑝, −𝜀 6 𝑝 6 0,
𝜑(𝑝), 0 6 𝑝 6 1,

𝜑(1) + 𝑝, 1 6 𝑝 6 1 + 𝜀.

Тогда нетрудно видеть, что 𝜑𝜀(𝑝) допускает полное выравнивание согласно
определению 8. Полным выравниванием для исходной функции 𝜑(𝑝) назовем
ограничение функции ℰ*𝜑𝜀(𝑝) на отрезок [0, 1].

Нетрудно видеть, что определение 10 корректно и допускает обобщение,
аналогичное определению 8.

2.9. Связь условия корректности с условием допустимого раз-
рыва. Пусть теперь 𝛾 ∈ 𝒦𝑅, 𝑆𝑡𝛾 — соответствующее геометрическое решение.
Предположим пока для простоты, что существует ровно один отрезок [𝑥1, 𝑥2]
такой, что 𝑆𝑡𝛾 не является графиком функции 𝐹𝛾(𝑥) на этом отрезке, 𝑆𝑡𝛾
является на этом отрезке графиком функции 𝜑(𝑝) при 𝑝 ∈ [𝑝1, 𝑝2], этот от-
резок — максимальное связное множество, удовлетворяющее этим условиям,
и 𝜑(𝑝) удовлетворяет двойному неравенству 𝜑(𝑝1) 6 𝜑(𝑝) 6 𝜑(𝑝2) для всех
𝑝 ∈ [𝑝1, 𝑝2]. Тогда, согласно рассуждениям предыдущего пункта, для функ-
ции 𝜑(𝑝) определено полное выравнивание ℰ*𝜑(𝑝).

Обозначим ℰ*𝑆𝑡𝛾 кривую, являющуюся объединением графика ℰ*𝜑(𝑝) и
ограничения 𝑆𝑡𝛾 на множество (−∞, 𝑥1)∪(𝑥2,+∞). Тогда существует кусочно-
непрерывная ограниченная функция 𝐹𝛾(𝑥) и множество 𝐴𝛾 меры нуль такие,
что ℰ*𝑆𝑡𝛾 ∩ {𝑥 /∈ 𝐴𝛾}— график функции 𝐹𝛾(𝑥).

Пусть 𝑥0 — точка разрыва 𝐹𝛾(𝑥). Тогда 𝑥0 ∈ 𝐴𝛾 , и, обозначая

𝑝𝐿 = 𝐹𝛾(𝑥0 − 0), 𝑝𝑅 = 𝐹𝛾(𝑥0 + 0),

получаем, что ℰ*𝜑(𝑝𝐿) = ℰ*𝜑(𝑝𝑅).
В силу неравенства 𝜑(𝑝1) 6 𝜑(𝑝) 6 𝜑(𝑝2) имеем 𝜑(𝑝) ∈ ϒ, и из опреде-

ления 10 следует, что ℰ*𝜑(𝑝) монотонно неубывающая, откуда 𝑝𝐿 < 𝑝𝑅. Из
условия корректности (определение 6) для всех 𝑝 ∈ [𝑝𝐿, 𝑝𝑅] имеет место нера-
венство ∫︁ 𝑝

𝑝𝐿

𝜑(𝜏)𝑑𝜏 >
∫︁ 𝑝

𝑝𝐿

(ℰ*𝜑) (𝜏)𝑑𝜏. (16)

Заметим, что все приведенные выше рассуждения можно проделать вне
зависимости от того, зависит ли гамильтониан от переменной 𝑥. Рассмотрим
теперь частный случай, когда гамильтониан от 𝑥 не зависит и имеет вид Φ(𝑝).
Тогда, задав начальную кривую 𝛾 в параметрическом виде

𝛾 = {(𝑥, 𝑝) | 𝑥 = 𝑋𝛾(𝜉), 𝑝 = 𝑃𝛾(𝜉), 𝜉 ∈ R},

получаем, что

𝑆𝑡𝛾 = {(𝑋𝛾(𝜉) + 𝑡Φ′(𝑃𝛾(𝜉)), 𝑃𝛾(𝜉)) | 𝜉 ∈ R}.

Обозначим 𝜉𝐿 и 𝜉𝑅 точки такие, что 𝑃𝛾(𝜉𝐿) = 𝑝𝐿, 𝑃𝛾(𝜉𝑅) = 𝑝𝑅. Тогда точ-
кам 𝑝 ∈ [𝑝𝐿, 𝑝𝑅] соответствуют значения параметра 𝜉 ∈ [𝜉𝐿, 𝜉𝑅]. После этого,
преобразуя (16), получаем
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0 6
∫︁ 𝑝

𝑝𝐿

(𝜑(𝜏)− 𝑥0)𝑑𝜏 =

∫︁ 𝜉

𝜉𝐿

(𝑋(𝜂) + 𝑡Φ′(𝑃𝛾(𝜂))− 𝑥0)𝑃
′(𝜂)𝑑𝜂 =

=

∫︁ 𝜉

𝜉𝐿

(𝑋𝛾(𝜂)− 𝑥0)𝑃
′(𝜂)𝑑𝜂 + 𝑡Φ(𝑃𝛾(𝜉))− 𝑡Φ(𝑃𝛾(𝜉𝐿)).

Заметим теперь, что 𝑥0 = 𝜑(𝑝𝐿) = 𝑋𝛾(𝜉𝐿) + 𝑡Φ′(𝑝𝐿). Кроме того, для того
чтобы описанная ситуация имела место для достаточно малых 𝑡, необходимо,
чтобы 𝛾 была графиком неубывающей функции 𝑝 = 𝑃𝛾(𝑋

−1
𝛾 (𝑥)). Но тогда,

продолжая преобразования, получаем∫︁ 𝜉

𝜉𝐿

(𝑋𝛾(𝜂)−𝑋𝛾(𝜉𝐿))𝑃
′(𝜂)𝑑𝜂+

+ 𝑡(Φ(𝑃𝛾(𝜉))− Φ(𝑃𝛾(𝜉𝐿))− Φ′(𝑝𝐿)(𝑃𝛾(𝜉)− 𝑃𝛾(𝜉𝐿))) > 0.

В силу указанного свойства начальной кривой 𝛾 интегральное слагаемое
в этом неравенстве неотрицательно, но может обратиться в нуль, если 𝛾 —
ломаная, содержащая вертикальный отрезок. В этом случае получаем

Φ(𝑃𝛾(𝜉))− Φ(𝑃𝛾(𝜉𝐿))− Φ′(𝑝𝐿)(𝑃𝛾(𝜉)− 𝑃𝛾(𝜉𝐿)) > 0.

Осталось заметить, что последнее неравенство совпадает с предложенным
Н. Введенской [15] условием допустимости разрыва— хорда, соединяющая
точки 𝑝𝐿 и 𝑝𝑅, не пересекает график Φ(𝑝). Таким образом, функция 𝐹𝛾(𝑥)
в каждой из точек разрыва удовлетворяет условию допустимости разрыва.

2.10. Обобщение полного выравнивания на случай несложных
кривых.

Определение 11. Кривую 𝛾 ∈ 𝒦𝑅 будем называть несложной, если най-
дется конечное множество отрезков 𝐼1, . . . , 𝐼𝑁 таких, что:

1) для всех 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 множество 𝛾 ∩ {𝑥 ∈ 𝐼𝑘}— график непрерывной
функции, зависящей от 𝑝;

2) множество 𝛾 ∩ (R ∖ (∪𝑁
𝑘=1𝐼𝑘)— график кусочно-непрерывной функции,

зависящей от 𝑥.
Будем далее считать, что 𝛾 параметризована непрерывным образом при

помощи параметра 𝜉, т.е.

𝛾 = {(𝑥, 𝑝) | 𝑥 = 𝑋𝛾(𝜉), 𝑝 = 𝑃𝛾(𝜉), 𝜉 ∈ R},

причем для некоторого 𝑅1 > 0 при 𝜉 < −𝑅1 имеют место соотношения
𝑋𝛾(𝜉) < −𝑅, 𝑃𝛾(𝜉) = 𝐶−(𝛾). Множество всех несложных кривых с такой
параметризацией будем обозначать ̂︀𝒦𝑅. Заметим, что в силу конечности ско-
рости распространения возмущений, если 𝛾 ∈ ̂︀𝒦𝑅, то для всех достаточно
малых 𝑡 > 0: 𝑆𝑡𝛾 ∈ ̂︀𝒦𝑅.

Определим полное выравнивание для несложной кривой. Для каждого
𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑁} положим 𝐽𝑘 = [𝜉

(𝑘)
𝐿 , 𝜉

(𝑘)
𝑅 ] так, чтобы 𝑋𝛾(𝐽𝑘) = 𝐼𝑘. Пусть

также 𝜑𝑘(𝑝)—функция, график которой на [𝑃𝛾(𝜉
(𝑘)
𝐿 ), 𝑃𝛾(𝜉

(𝑘)
𝑅 )] совпадает с

𝛾 ∩ {𝑥 ∈ 𝐼𝑘}.
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Определение 12. Полным выравниванием для 𝛾 ∈ ̂︀𝒦𝑅 будем называть
непрерывную кривую (далее будем обозначать ее ℰ*𝛾), которая строится по
следующему правилу: кривая ℰ*𝛾 является объединением участков кривой 𝛾
и отрезков, параллельных оси 𝑂𝑝. При этом каждый такой отрезок {(𝑥*, 𝑝) |
𝑝 ∈ [𝑝*1, 𝑝

*
2]} проектируется на 𝐼𝑘 для некоторого 𝑘, причем существуют 𝜉*1 , 𝜉*2 ∈

𝐽𝑘 такие, что:
1) 𝑃𝛾(𝜉

*
1) = 𝑝*1, 𝑃𝛾(𝜉

*
2) = 𝑝*2;

2)
∫︁ (𝑥*,𝑝*2)

(𝑥*,𝑝*1)
𝑋𝛾𝑑𝑃𝛾 = 𝑥*(𝑝*2 − 𝑝*1);

3) для всех 𝜉, лежащих между 𝜉*1 и 𝜉*2 , имеет место неравенство∫︁ (𝑋𝛾(𝜉),𝑃𝛾(𝜉))

(𝑥*,𝑝*1)
(𝑋𝛾 − 𝑥*)𝑑𝑃𝛾 > 0. (17)

Нетрудно видеть, что приведенное выше определение корректно, явля-
ется обобщением определения выравнивания, подробно рассматривавшегося
выше, и неравенство (17) согласовано с условием допустимого разрыва в об-
суждавшемся в предыдущем пункте смысле.

2.11. Связь полного выравнивания несложной кривой и обоб-
щенного решения. Пусть Φ(𝑝, 𝑥) ∈ 𝐶3. Рассмотрим задачу Коши{︂

𝑢𝑡 +
(︀
Φ(𝑢, 𝑥)

)︀
𝑥
= 0,

𝑢
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢0(𝑥),
(18)

где 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐶2 —функция, удовлетворяющая условию стабилизации.
Определение 13. Будем говорить, что для функции 𝑢0(𝑥) имеют место

условия стабилизации, если существуют константы 𝑢−, 𝑢+ ∈ R и 𝑅 > 0 такие,
что 𝑢0(𝑥) = 𝑢− для 𝑥 < −𝑅, 𝑢0(𝑥) = 𝑢+ для 𝑥 > 𝑅.

Пусть 𝛾0 = {(𝜉, 𝑢0(𝜉)) | 𝜉 ∈ R}. Определим параметризацию траектор-
ного решения 𝑆𝑡𝛾0 согласованно с параметризацией начальной кривой, т. е.
(𝑥(𝑡, 𝜉), 𝑝(𝑡, 𝜉)) = 𝑆𝑡(𝜉, 𝑢0(𝜉)). Предположим, что существует 𝑇 > 0 такое,
что при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] кривая 𝑆𝑡𝛾0 —несложная (заметим, что это предположение
выполнено для случая гамильтониана, не зависящего от 𝑥). Тогда опреде-
лено выравнивание ℰ*𝑆𝑡𝛾0. Заметим, что в силу свойств выравнивания для
каждого 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] существует кусочно-непрерывная функция переменной 𝑥—
функция 𝑈(𝑡, 𝑥) такая, что для п.в. 𝑥 ∈ R график 𝑈(𝑡, 𝑥) совпадает с ℰ*𝑆𝑡𝛾0.

Теорема 2. Пусть для любого 𝑐 ∈ R множества {(𝑥, 𝑝) | Φ(𝑝, 𝑥) = 𝑐} и
{(𝑥, 𝑝) | 𝜕2Φ

𝜕𝑝2
= 0} пересекаются либо по компоненте связности множества

{(𝑥, 𝑝) | Φ(𝑝, 𝑥) = 𝑐}, либо не более чем в счетном числе точек. Тогда для
п.в. 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) функция 𝑈(𝑡, 𝑥) является обобщенным решением задачи (18)
в смысле 𝐷′.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть сначала 𝑈(𝑡, 𝑥) непрерывна по 𝑥 в некоторой
окрестности точки 𝑥0. Тогда в силу замечания 1 функция 𝑈(𝑡, 𝑥)—классиче-
ское решение. Следовательно, 𝑈(𝑡, 𝑥)—решение п.в.

Пусть теперь 𝑈(𝑡, 𝑥) разрывна при 𝑥 = 𝑥0(𝑡). Покажем, что 𝑥0(𝑡) ∈ 𝐶1 для
п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Заметим, что существует единственное значение параметра

639



Палин В. В.

𝜉0(𝑡) такое, что 𝑥(𝑡, 𝜉0(𝑡)) = 𝑥0(𝑡), 𝑝(𝑡, 𝜉0(𝑡)) = 𝑈(𝑡, 𝑥0(𝑡) − 0). Аналогично
обозначим 𝜉1(𝑡) такое значение параметра, что 𝑥(𝑡, 𝜉1(𝑡)) = 𝑥0(𝑡), 𝑝(𝑡, 𝜉1(𝑡)) =
= 𝑈(𝑡, 𝑥0(𝑡) + 0).

Докажем сначала, что 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡)—непрерывно дифференцируемые функ-
ции для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Действительно, если 𝜉𝑗(𝑡)—интересующие нас функ-
ции, то для некоторого 𝑎 ∈ R имеет место система уравнений⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑥(𝑡, 𝜉0) = 𝑎,
𝑥(𝑡, 𝜉1) = 𝑎,∫︁ 𝜉1

𝜉0

(𝑥(𝑡, 𝜉)− 𝑎)𝑑𝑝(𝑡, 𝜉) = 0.

(19)

Здесь 𝑥(𝑡, 𝜉)—решение системы ОДУ Гамильтона{︃
�̇� = 𝜕Φ

𝜕𝑝 , 𝑥
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜉,

�̇� = −𝜕Φ
𝜕𝑥 , 𝑝

⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢0(𝜉).
(20)

Так как система (20) удовлетворяет всем условиям теоремы о дифферен-
цировании решения по параметру, 𝑥(𝑡, 𝜉)—непрерывно дифференцируемая
функция параметра 𝜉. Пусть теперь система (19) разрешима при 𝑡 = 𝑡0 (это
верно в нашем случае для 𝑎 = 𝑥0(𝑡0)). Тогда, вычисляя явно якобиан 𝐽(𝑡)
системы (19), получаем

𝐽(𝑡0) =
(︀
𝑝(𝑡0, 𝜉0(𝑡0)

)︀
− 𝑝

(︀
𝑡0, 𝜉1(𝑡0)

)︀𝜕𝑥
𝜕𝜉

(︀
𝑡0, 𝜉(𝑡0)

)︀𝜕𝑥
𝜕𝜉

(︀
𝑡0, 𝜉1(𝑡0)

)︀
.

Так как функция 𝑈(𝑡, 𝑥) разрывна при 𝑡 = 𝑡0, 𝑥 = 𝑥0(𝑡0), имеем

𝑝(𝑡0, 𝜉0(𝑡0)) ̸= 𝑝(𝑡0, 𝜉1(𝑡0)).

Докажем, что два оставшихся сомножителя также не обращаются в нуль для
п.в. 𝑡0. Обозначая 𝑞 = 𝜕𝑥

𝜕𝜉 , 𝑟 =
𝜕𝑝
𝜕𝜉 и выписывая систему уравнений в вариациях

для (20), получаем⎧⎨⎩ 𝑞 = 𝜕2Φ
𝜕𝑥𝜕𝑝𝑞 +

𝜕2Φ
𝜕𝑝2

𝑟, 𝑞
⃒⃒
𝑡=0

= 1,

�̇� = −𝜕2Φ
𝜕𝑥2 𝑞 − 𝜕2Φ

𝜕𝑝𝜕𝑥𝑟, 𝑟
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢′0(𝜉).
(21)

Обозначим для краткости 𝑚11 = 𝜕2Φ
𝜕𝑥𝜕𝑝 , 𝑚12 = 𝜕2Φ

𝜕𝑝2
, 𝑚21 = −𝜕2Φ

𝜕𝑥2 . Тогда
система ОДУ (21) перепишется в виде

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑞
𝑟

)︂
=

(︂
𝑚11 𝑚12

𝑚21 −𝑚11

)︂(︂
𝑞
𝑟

)︂
.

Рассмотрим теперь отдельно два случая. Пусть сначала для

𝑐 = Φ
(︀
𝑝(𝑡0, 𝜉0(𝑡0)), 𝑥(𝑡0, 𝜉0(𝑡0))

)︀
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множества {(𝑥, 𝑝) | Φ(𝑝, 𝑥) = 𝑐} и {(𝑥, 𝑝) | 𝜕2Φ
𝜕𝑝2

= 0} пересекаются по компо-
ненте связности множества {(𝑥, 𝑝) | Φ(𝑝, 𝑥) = 𝑐}. Тогда, т.к. гамильтониан—
первый интеграл, 𝑚11 = 0 для всех 𝑡. Но тогда для 𝑞(𝑡) имеем

𝑞 = 𝑚11𝑞, 𝑞
⃒⃒
𝑡=0

= 1,

т.е. 𝑞(𝑡)—решение линейного однородного ОДУ с ненулевыми начальными
данными, а значит, 𝑞(𝑡) ̸= 0 для всех 𝑡, откуда следует, что 𝐽(𝑡0) ̸= 0 для всех
𝑡0 ∈ [0, 𝑇 ].

Пусть теперь для

𝑐 = Φ
(︀
𝑝(𝑡0, 𝜉0(𝑡0)), 𝑥(𝑡0, 𝜉0(𝑡0))

)︀
множества {(𝑥, 𝑝) | Φ(𝑝, 𝑥) = 𝑐} и {(𝑥, 𝑝) | 𝜕2Φ

𝜕𝑝2
= 0} пересекаются не более

чем в счетном числе точек. Тогда для всех моментов 𝑡0 таких, что 𝑡0 не
соответствует точке пересечения, имеем 𝑚12 ̸= 0.

Предположим, что 𝑞(𝑡) = 0 для всех 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2). Тогда на этом интервале

0 = 𝑞 = 𝑚11𝑞 +𝑚12𝑟 = 𝑚12𝑟,

а значит, на этом интервале и 𝑟(𝑡) = 0. Но тогда в силу того, что (21) — линей-
ная однородная система ОДУ, равенство 𝑞(𝑡) = 𝑟(𝑡) = 0 должно выполняться
для всех 𝑡 ∈ R. Однако 𝑞(0) = 1 ̸= 0.

Следовательно, наше предположение неверно, и целого интервала такого,
что 𝑞(𝑡) = 0 во всех точках интервала, не существует. Но это означает, что
𝐽(𝑡0) ̸= 0 для п.в. 𝑡0.

Применяя теперь теорему о системе неявных функций к (19), получаем,
что 𝜉0(𝑡) ∈ 𝐶1, 𝜉1(𝑡) ∈ 𝐶1 для п.в. 𝑡.

Заметим теперь, что из гладкости 𝜉0(𝑡) в силу теоремы о дифференци-
ровании по параметру, примененной к системе (20), следует, что для п. в. 𝑡
функция 𝑥0(𝑡) ∈ 𝐶1.

Для того чтобы кусочно-гладкая 𝑈(𝑡, 𝑥) была 𝐷′-решением (18), необхо-
димо и достаточно, чтобы для каждой точки разрыва 𝑥0(𝑡) обнулялись коэф-
фициенты при сингулярных членах, возникающих при прямой подстановке
𝑈(𝑡, 𝑥) в (18).

Вычислим эти коэффициенты, представив 𝑈(𝑡, 𝑥) в виде

𝑈(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑡, 𝑥) + (𝑈(𝑡, 𝑥0(𝑡) + 0)− 𝑈(𝑡, 𝑥0(𝑡)− 0))𝜃(𝑥− 𝑥0(𝑡)),

где 𝑔(𝑡, 𝑥)—непрерывная. Тогда

Φ(𝑈(𝑡, 𝑥), 𝑥) = Ψ(𝑡, 𝑥) + (Φ(𝑈(𝑡, 𝑥0(𝑡) + 0), 𝑥0(𝑡))−
− Φ(𝑈(𝑡, 𝑥0(𝑡)− 0), 𝑥0(𝑡)))𝜃(𝑥− 𝑥0(𝑡)),

где Ψ(𝑡, 𝑥) непрерывна и, следовательно, равенство для сингулярной части
имеет вид

𝑥0(𝑡)(𝑝(𝑡, 𝜉1(𝑡))− 𝑝(𝑡, 𝜉0(𝑡))) = Φ(𝑝(𝑡, 𝜉1(𝑡)), 𝑥0(𝑡))− Φ(𝑝(𝑡, 𝜉0(𝑡)), 𝑥0(𝑡)). (22)
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Так как ℰ* —полное выравнивание, имеем∫︁ 𝜉1(𝑡)

𝜉0(𝑡)
𝑥(𝑡, 𝜉)𝑑𝑝(𝑡, 𝜉) = 𝑥0(𝑡)(𝑝(𝑡, 𝜉1(𝑡))− 𝑝(𝑡, 𝜉0(𝑡))).

Дифференцируя это равенство по 𝑡, получаем

𝜉1(𝑡)𝑥
(︀
𝑡, 𝜉1(𝑡)

)︀𝜕𝑝
𝜕𝜉

(︀
𝑡, 𝜉1(𝑡)

)︀
− 𝜉0(𝑡)𝑥

(︀
𝑡, 𝜉0(𝑡)

)︀𝜕𝑝
𝜕𝜉

(︀
𝑡, 𝜉0(𝑡)

)︀
+

+

∫︁ 𝜉1

𝜉0

�̇�𝑑𝑝(𝑡, 𝜉) +

∫︁ 𝜉1

𝜉0

𝑥(𝑡, 𝜉)
𝜕�̇�

𝜕𝜉
(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 = 𝑥0(𝑡)

(︀
𝑝(𝑡, 𝜉1(𝑡))− 𝑝(𝑡, 𝜉0(𝑡))

)︀
+

+ 𝑥0(𝑡)
(︁𝜕𝑝
𝜕𝜉

(𝑡, 𝜉1(𝑡))𝜉1(𝑡) + �̇�(𝑡, 𝜉1(𝑡))−
𝜕𝑝

𝜕𝜉
(𝑡, 𝜉0(𝑡))𝜉0(𝑡)− �̇�(𝑡, 𝜉0(𝑡))

)︁
.

Отсюда, приводя подобные слагаемые, получаем∫︁ 𝜉1

𝜉0

�̇�𝑑𝑝(𝑡, 𝜉) +

∫︁ 𝜉1

𝜉0

𝑥(𝑡, 𝜉)
𝜕�̇�

𝜕𝜉
(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 =

= 𝑥0(𝑡)
(︀
𝑝(𝑡, 𝜉1(𝑡))− 𝑝(𝑡, 𝜉0(𝑡))

)︀
+ 𝑥0(𝑡)

(︀
�̇�(𝑡, 𝜉1(𝑡))− �̇�(𝑡, 𝜉0(𝑡))

)︀
. (23)

Проинтегрируем по частям:∫︁ 𝜉1

𝜉0

𝑥(𝑡, 𝜉)
𝜕�̇�

𝜕𝜉
(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 = 𝑥(𝑡, 𝜉1(𝑡))�̇�(𝑡, 𝜉1(𝑡))−𝑥(𝑡, 𝜉0(𝑡))�̇�(𝑡, 𝜉0(𝑡))−

∫︁ 𝜉1

𝜉0

�̇�
𝜕𝑥

𝜕𝜉
𝑑𝜉 =

= 𝑥(𝑡, 𝜉1(𝑡))�̇�(𝑡, 𝜉1(𝑡))− 𝑥(𝑡, 𝜉0(𝑡))�̇�(𝑡, 𝜉0(𝑡)) +

∫︁ 𝜉1

𝜉0

𝜕Φ

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝜉
𝑑𝜉.

Заметим также, что ∫︁ 𝜉1

𝜉0

�̇�𝑑𝑝(𝑡, 𝜉) =

∫︁ 𝜉1

𝜉0

𝜕Φ

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝜉
𝑑𝜉.

Подставляя два последних равенства в левую часть (23), получаем∫︁ 𝜉1

𝜉0

(︁𝜕Φ
𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝜉
+
𝜕Φ

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝜉

)︁
𝑑𝜉 + 𝑥(𝑡, 𝜉1)�̇�(𝑡, 𝜉1)− 𝑥(𝑡, 𝜉0)�̇�(𝑡, 𝜉0) =

= Φ(𝑝(𝑡, 𝜉1), 𝑥0)− Φ(𝑝(𝑡, 𝜉0), 𝑥0) + 𝑥(𝑡, 𝜉1)�̇�(𝑡, 𝜉1)− 𝑥(𝑡, 𝜉0)�̇�(𝑡, 𝜉0).

Из последнего равенства и из (23) следует (22), что эквивалентно утвержде-
нию теоремы 2. �

Заключение. В работе предложено новое определение решения задачи
Римана для скалярного закона сохранения с функцией потока, зависящей
от 𝑥 (определение 1). Существование и единственность такого решения сра-
зу следуют из того, что введенное в определении множество операторов 𝑆𝑡
сдвига вдоль траекторий фазового потока ассоциированной гамильтоновой
системы является группой относительно операции композиция.
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Однако может оказаться так, что начиная с некоторого момента 𝑡0 геомет-
рическое решение 𝑆𝑡𝛾 не является графиком кусочно-непрерывной функции,
зависящей от 𝑥. Для преодоления этой трудности предложена процедура вы-
равнивания, позволяющая по геометрическому решению построить кусочно-
гладкую функцию.

Доказана теорема о корректности определения выравнивания в простей-
шем случае (теорема 1), сделаны естественные обобщения для того, чтобы
расширить класс кривых, к которым применима процедура выравнивания.

В теореме 2 показано, что результат выравнивания геометрического ре-
шения, являющегося несложной кривой, для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] будет кусочно-
гладкой функцией, являющейся обобщенным решением (в смысле 𝐷′) исход-
ной задачи Римана.

Кроме того, из раздела о связи условия корректности полного выравнива-
ния с условием допустимости разрыва следует, что в хорошо исследованном
в литературе случае Φ = Φ(𝑝), т.е. случае, когда функция потока не зависит
от 𝑥, полученное при помощи выравнивания из геометрического решения бу-
дет удовлетворять условию Н. Введенской о допустимости разрыва, т.е. будет
единственным энтропийным решением соответствующей задачи Римана.
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Abstract

For the Riemann problem{︂
𝑢𝑡 + (Φ(𝑢, 𝑥))𝑥 = 0,
𝑢|𝑡=0 = 𝑢− + [𝑢]𝜃(𝑥)

a new definition of the solution is proposed. We associate a Hamiltonian
system with initial conservation law, and define the geometric solution as
the result of the action of the phase flow on the initial curve. In the second
part of this paper, we construct the equalization procedure, which allows
us to juxtapose a geometric solution with a unique entropy solution under
the condition that Φ does not depend on 𝑥. If Φ depends on 𝑥, then the
equalization procedure allows us to construct a generalized solution of the
original Riemann problem.
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