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Аннотация
В теории массового обслуживания исследование систем 𝐺/𝐺/1 акту-

ально в связи с тем, что до сих пор не существует решения в конечном
виде в общем случае. Здесь 𝐺 по символике Кендалла означает произ-
вольный закон распределения интервалов между требованиями входно-
го потока и времени обслуживания.

В статье рассматривается задача определения характеристик систе-
мы массового обслуживания𝐻2/𝐻2/1 с запаздыванием типа𝐺/𝐺/1 с ги-
перэкспоненциальными распределениями второго порядка с использо-
ванием классического метода спектрального разложения решения инте-
грального уравнения Линдли.

В качестве входных распределений для рассматриваемой системы
выбраны вероятностные смеси сдвинутых вправо от нулевой точки экс-
поненциальных распределений, т.е. гиперэкспоненциальные распределе-
ния 𝐻2. Для таких законов распределений метод спектрального разло-
жения позволяет получить решение в замкнутой форме. Показано, что
в такой системе с запаздыванием среднее время ожидания требований
в очереди меньше, чем в обычной системе. Это связано с тем, что опе-
рация сдвига во времени уменьшает величину коэффициентов вариа-
ций интервалов между поступлениями и времени обслуживания, а, как
известно из теории массового обслуживания, среднее время ожидания
требований связано с этими коэффициентами вариаций квадратичной
зависимостью. Система массового обслуживания 𝐻2/𝐻2/1 с запаздыва-
нием вполне может использоваться в качестве математической модели
современного телетрафика.

Ключевые слова: система с запаздыванием, система массового обслу-
живания 𝐻2/𝐻2/1, преобразование Лапласа, среднее время ожидания
в очереди.

Получение: 15 февраля 2018 г. / Исправление: 7 октября 2018 г. /
Принятие: 12 ноября 2018 г. / Публикация онлайн: 29 декабря 2018 г.

Научная статья
cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0

International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)
Образец для цитирования
Та р а с о в В. Н., А хм е тшин а Э. Г. Среднее время ожидания в системе массового об-
служивания 𝐻2/𝐻2/1 с запаздыванием // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат.
науки, 2018. Т. 22, № 4. С. 702–713. doi: 10.14498/vsgtu1607.
Сведения об авторах
Вениамин Николаевич Тарасов http://orcid.org/0000-0002-9318-0797
доктор технических наук, профессор; заведующий кафедрой; каф. программного обеспе-
чения и управления в технических системах; e-mail: veniamin_tarasov@mail.ru
Элеонора Газинуровна Ахметшина; ассистент; каф. программного обеспечения и управле-
ния в технических системах; e-mail: elyamalusha@mail.ru

702

http://doi.org/10.14498/vsgtu1607
http://doi.org/10.14498/vsgtu1607
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=7343&option_lang=rus
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=7343&option_lang=rus
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
http://doi.org/10.14498/vsgtu1607
http://www.mathnet.ru/php/person.phtml?option_lang=rus&personid=114731
http://orcid.org/0000-0002-9318-0797
http://orcid.org/0000-0002-9318-0797
mailto:veniamin_tarasov@mail.ru
http://www.mathnet.ru/php/person.phtml?option_lang=rus&personid=143050
mailto:elyamalusha@mail.ru


Среднее время ожидания в системе массового обслуживания 𝐻2/𝐻2/1 с запаздыванием

Введение. В работе [1] впервые приведены результаты по исследованию
для системы 𝑀/𝑀/1 с запаздыванием во времени со смещенными экспонен-
циальными входными распределениями. Основной характеристикой систем
массового обслуживания (СМО), как известно, является среднее время ожи-
дания требования в очереди, а все остальные— производные от него. Среднее
время ожидания требования в очереди в такой системе меньше, чем в клас-
сической системе 𝑀/𝑀/1 при одинаковом коэффициенте загрузки за счет
того, что коэффициенты вариации времен поступления 𝑐𝜆 и 𝑐𝜇 обслужива-
ния меньше единицы при параметре запаздывания 𝑡0 > 0. Таким образом,
в данном случае мы имеем немарковскую модель массового обслуживания
из класса 𝐺/𝐺/1. В научной литературе, включая web-ресурсы, до опубли-
кования работы [1] не изучались СМО с предложенным определением «запаз-
дывания». Однако смещенное экспоненциальное распределение активно при-
меняется в других областях, например, в теории надежности, в статистике
и т. д. В работе [2] отмечено, что «в теории надежности смещенное экспонен-
циальное распределение интерпретируют как наличие «гарантийного» срока
𝑡0 > 0, в течение которого отказ произойти не может». Также это распреде-
ление используется в универсальном пакете имитационного моделирования
GPSS World [3]. Тем самым настоящая работа расширяет область применения
смещенного экспоненциального распределения за счет систем массового об-
служивания. В работе [4] приведен пример системы с запаздыванием, а также
ее описание и математическая трактовка с несколькими типами запаздыва-
ния во времени. Такую систему вполне можно свести к СМО с запаздывани-
ем.

В работе [1] впервые рассмотрена СМО, образованная двумя потоками,
определяемыми функциями вида

𝐹 (𝑡) =

{︂
1− 𝑒−𝛾(𝑡−𝑡0), 𝑡 > 𝑡0, 𝛾 > 0;

0, 0 6 𝑡 < 𝑡0,

где потоки имеют одинаковое время запаздывания 𝑡0 > 0. СМО с такими
входными распределениями обозначим через 𝑀−/𝑀−/1. Результаты рабо-
ты [1] позволяют развить теорию метода спектрального разложения решения
интегрального уравнения Линдли (ИУЛ) на смеси сдвинутых вправо от ну-
левой точки экспоненциальных распределений, т. е. на сдвинутое гиперэкспо-
ненциальное распределение. Это возможно благодаря некоторым свойствам
преобразования Лапласа плотности гиперэкспоненциального распределения.
Напомним, что распределение с плотностью

𝑓(𝑡) =
𝑅∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝛾𝑖𝑒
−𝛾𝑖𝑡,

где 𝑡 > 0,
∑︀𝑅

𝑖=1 𝛼𝑖 = 1, называют гиперэкспоненциальным (гиперпоказатель-
ным) и обозначают 𝐻𝑅 [5]. Использование этого распределения при 𝑅 > 2
затруднительно из-за трудоемких вычислений. В этой же работе доказано,
что коэффициент вариации 𝑐 случайной величины, распределенной по тако-
му закону, удовлетворяет неравенству 𝑐 > 1.
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1. Постановка задачи. Рассматривается задача определения среднего
времени ожидания для СМО, образованной двумя сдвинутыми гиперэкспо-
ненциальными распределениями второго порядка 𝐻2. C помощью использо-
вания классического метода спектрального разложения решения ИУЛ требу-
ется оценить, как операция сдвига во времени скажется на характеристиках
новой системы, и чем эта внешне схожая с СМО 𝐻2/𝐻2/1 система будет от
нее отличаться.

Метод спектрального разложения решения ИУЛ составляет важную часть
теории систем 𝐺/𝐺/1. Для записи ИУЛ введем следующие обозначения:

– 𝑊 (𝑦)—функция распределения вероятностей (ФРВ) времени ожида-
ния требования в очереди,

– 𝐶(𝑢) = 𝑃 (�̃� < 𝑢)—ФРВ случайной величины �̃� = �̃�− 𝑡, где �̃�— случай-
ное время обслуживания требования, 𝑡— случайная величина — интер-
вал времени между поступлениями требований.

Тогда одна из форм уравнения Линдли выглядит так:

𝑊 (𝑦) =

⎧⎨⎩
∫︁ 𝑦

−∞
𝑊 (𝑦 − 𝑢)𝑑𝐶(𝑢), 𝑦 > 0,

0, 𝑦 < 0.

При кратком изложении метода решения ИУЛ будем придерживаться
подхода и символики автора [5]. Для этого через 𝐴*(𝑠) и 𝐵*(𝑠) обозначим пре-
образования Лапласа функций плотности распределения интервалов между
поступлениями и времени обслуживания соответственно. Суть решения ИУЛ
методом спектрального разложения состоит в нахождении для выражения
𝐴*(−𝑠)𝐵*(𝑠)− 1 представления в виде произведения двух множителей, кото-
рое давало бы рациональную функцию от 𝑠. Следовательно, для нахождения
закона распределения времени ожидания необходимо следующее спектраль-
ное разложение:

𝐴*(−𝑠)𝐵*(𝑠)− 1 = 𝜓+(𝑠)/𝜓−(𝑠),

где 𝜓+(𝑠) и 𝜓−(𝑠)—некоторые рациональные функции от 𝑠. Функции 𝜓+(𝑠)
и 𝜓−(𝑠), согласно [5], должны удовлетворять следующим условиям:

1) для Re(𝑠) > 0 функция 𝜓+(𝑠) является аналитической без нулей
в этой полуплоскости;

2) для Re(𝑠) < 𝐷 функция 𝜓−(𝑠) является аналитической без нулей
в этой полуплоскости, где 𝐷 —некоторая положительная конс-
танта, определяемая из условия

lim
𝑡→∞

𝑎(𝑡)

𝑒−𝐷𝑡
<∞.

(1)

Кроме того, функции 𝜓+(𝑠) и 𝜓−(𝑠) должны обладать следующими свой-
ствами:

lim
|𝑠|→∞
Re(𝑠)>0

𝜓+(𝑠)

𝑠
= 1, lim

|𝑠|→∞
Re(𝑠)<𝐷

𝜓−(𝑠)

𝑠
= −1. (2)

Построение функций 𝜓+(𝑠) и 𝜓−(𝑠) с учетом условий (1) и (2) для обыч-
ной системы 𝐻2/𝐻2/1 подробно продемонстрировано в работе [6]. Там же
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найдено полученное решение для среднего времени ожидания в очереди для
указанной системы. Таким образом, в основу данной статьи положены две
работы автора [1, 6], а также классика теории массового обслуживания [5].

Примечание. Другой подход к решению уравнения Линдли использован
в [7]. Здесь вместо термина «спектральное разложение» использована фак-
торизация, а вместо функций 𝜓+(𝑠) и 𝜓−(𝑠)—компоненты факторизации
𝜔+(𝑧, 𝑡) и 𝜔−(𝑧, 𝑡) функции 1 − 𝑧𝜒(𝑡), где 𝜒(𝑡)— характеристическая функ-
ция случайной величины 𝜉 с произвольной функцией распределения 𝐶(𝑡),
а 𝑧 —любое число из интервала (−1, 1). Такой подход для получения конеч-
ного результата для систем 𝐻2/𝐻2/1 менее удобен, чем подход, описанный
в [5] и проиллюстрированный многочисленными примерами.

Теперь перейдем к изложению результатов по системе с запаздыванием.

2. Система 𝐻2/𝐻2/1 с запаздыванием. Рассмотрим СМО, на вход
которой поступают требования, случайные интервалы между которыми рас-
пределены по закону

𝑎(𝑡) =

{︂
𝑝𝜆1𝑒

−𝜆1(𝑡−𝑡0) + (1− 𝑝)𝜆2𝑒
−𝜆2(𝑡−𝑡0), 𝑡 > 𝑡0,

0, 0 6 𝑡 < 𝑡0.
(3)

Аналогично распределено и время обслуживания:

𝑏(𝑡) =

{︂
𝑞𝜇1𝑒

−𝜇1(𝑡−𝑡0) + (1− 𝑞)𝜇2𝑒
−𝜇2(𝑡−𝑡0), 𝑡 > 𝑡0,

0, 0 6 𝑡 < 𝑡0.
(4)

В выражениях (3) и (4) вероятности 𝑝, 𝑞 ∈ [0, 1]; 𝜆1, 𝜆2, 𝜇1, 𝜇2 > 0. Си-
стему 𝐻2/𝐻2/1 с запаздыванием в отличие от обычной системы обозначим
через 𝐻−

2 /𝐻
−
2 /1. Функции плотности (3) и (4) являются сдвинутыми вправо

от нулевой точки на величину 𝑡0 смесями экспоненциальных распределений
с тремя параметрами (𝑝, 𝜆1, 𝜆2) и (𝑞, 𝜇1, 𝜇2). Таким образом, имеем СМО с за-
паздыванием во времени на величину 𝑡0 > 0.

Определим числовые характеристики интервала между соседними требо-
ваниями и времени обслуживания для этой системы. Для этого воспользуемся
преобразованием Лапласа функций (3) и (4):

𝐴*(𝑠) =
[︁
𝑝

𝜆1
𝑠+ 𝜆1

+ (1− 𝑝)
𝜆2

𝑠+ 𝜆2

]︁
𝑒−𝑡0𝑠.

Выпишем значение первой производной функции 𝐴*(𝑠) со знаком минус
в точке 𝑠 = 0:

−𝑑𝐴
*(𝑠)

𝑑𝑠

⃒⃒⃒
𝑠=0

= 𝑝𝜆−1
1 + (1− 𝑝)𝜆−1

2 + 𝑡0.

Отсюда имеем среднее значение интервалов между соседними требованиями

𝜏𝜆 = 𝑝𝜆−1
1 + (1− 𝑝)𝜆−1

2 + 𝑡0

и среднее время обслуживания

𝜏𝜇 = 𝑞𝜇−1
1 + (1− 𝑞)𝜇−1

2 + 𝑡0.
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Значение второй производной функции 𝐴*(𝑠) в точке 𝑠 = 0 дает второй
начальный момент интервала поступления

𝜏2𝜆 = 2𝑝𝜆−2
1 + 2(1− 𝑝)𝜆−2

2 + 𝑡20 + 2𝑡0[𝑝𝜆
−1
1 + (1− 𝑝)𝜆−1

2 ].

Аналогично

𝜏2𝜇 = 2𝑞𝜇−2
1 + 2(1− 𝑞)𝜇−2

2 + 𝑡20 + 2𝑡0[𝑞𝜇
−1
1 + (1− 𝑞)𝜇−1

2 ].

Отсюда получаем значения квадратов коэффициентов вариации интервала
между поступлениями требований 𝑐𝜆 и времени обслуживания 𝑐𝜇:

𝑐2𝜆 =
[(1− 𝑝2)𝜆21 − 2𝜆1𝜆2𝑝(1− 𝑝) + 𝑝(2− 𝑝)𝜆22]

[𝑡0𝜆1𝜆2 + (1− 𝑝)𝜆1 + 𝑝𝜆2]2
,

𝑐2𝜇 =
[(1− 𝑞2)𝜇21 − 2𝜇1𝜇2𝑞(1− 𝑞) + 𝑞(2− 𝑞)𝜇22]

[𝑡0𝜇1𝜇2 + (1− 𝑝)𝜇1 + 𝑝𝜇2]2
.

Далее для определения неизвестных параметров распределений (3) и (4)
по методу моментов запишем следующую систему уравнений:

𝑝𝜆−1
1 + (1− 𝑝)𝜆−1

2 + 𝑡0 = 𝜏𝜆, (5)
[(1− 𝑝2)𝜆21 − 2𝜆1𝜆2𝑝(1− 𝑝) + 𝑝(2− 𝑝)𝜆22]

[𝑡0𝜆1𝜆2 + (1− 𝑝)𝜆1 + 𝑝𝜆2]2
= 𝑐2𝜆, (6)

𝑞𝜇−1
1 + (1− 𝑞)𝜇−1

2 + 𝑡0 = 𝜏𝜇, (7)
[(1− 𝑞2)𝜇21 − 2𝜇1𝜇2𝑞(1− 𝑞) + 𝑞(2− 𝑞)𝜇22]

[𝑡0𝜇1𝜇2 + (1− 𝑞)𝜇1 + 𝑞𝜇2]2
= 𝑐2𝜇. (8)

Величины 𝜏𝜆, 𝜏𝜇, 𝑐𝜆, 𝑐𝜇, 𝑡0 будем считать входными параметрами для
системы 𝐻−

2 /𝐻
−
2 /1. Заметим, что 𝑐𝜆, 𝑐𝜇 > 0. Исходя из вида уравнения (5)

положим
𝜆1 =

2𝑝

𝜏𝜆 − 𝑡0
, 𝜆2 =

2(1− 𝑝)

𝜏𝜆 − 𝑡0
(9)

и потребуем выполнения условия (6). Подставив (9) в равенство (6), полу-
чим решение для вероятности 𝑝 в виде функции параметра 𝑡0: 𝑝 = 𝜑1(𝑡0).
Аналогично поступим с уравнениями (7) и (8), положив

𝜇1 =
2𝑞

𝜏𝜇 − 𝑡0
, 𝜇2 =

2(1− 𝑞)

𝜏𝜇 − 𝑡0
(10)

и подставив (10) в равенство (8), получим решение для вероятности 𝑞 в виде
функции параметра 𝑡0: 𝑞 = 𝜑2(𝑡0). Такой подход к описанию гиперэкспоненци-
ального распределения с использованием первых двух начальных моментов
применен в работах [6, 8–11].

Таким образом, неопределенная система 4-х уравнений с 6-ю неизвестны-
ми (5)–(8) может быть решена методом подбора, при этом параметр запаз-
дывания 𝑡0 должен удовлетворять условию 0 < 𝑡0 < 𝜏𝜇 < 𝜏𝜆, а коэффициент
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загрузки определится отношением средних интервалов обслуживания и по-
ступления 𝜌 = 𝜏𝜇/𝜏𝜆 в случае стабильной системы.

Выражения (6) и (8) позволяют сделать предположение о том, что среднее
время ожидания для системы с запаздыванием будет меньше, чем для обыч-
ной системы, так как ввод параметра сдвига 𝑡0 > 0 уменьшает коэффициенты
вариаций 𝑐𝜆 и 𝑐𝜇, а время ожидания, как известно из [5], связано квадратич-
ной зависимостью от коэффициентов вариаций для системы 𝐺/𝐺/1.

3. Определение времени ожидания в системе 𝐻−
2 /𝐻−

2 /1. В работе
[6, 10] представлено решение для обычной системы 𝐻2/𝐻2/1, полученное на
основе метода спектрального разложения.

Утверждение 1. Спектральное разложение решения ИУЛ для системы
𝐻−

2 /𝐻
−
2 /1:

𝐴*(−𝑠) ·𝐵*(𝑠)− 1 = 𝜓+(𝑠)/𝜓−(𝑠),

где 𝐴*(𝑠) и 𝐵*(𝑠)— преобразования Лапласа функций плотности (3) и (4)
при 𝑡0 = 0, а 𝜓+(𝑠) и 𝜓−(𝑠)— рациональные функции от 𝑠, имеет точно
такой же вид, как и для системы 𝐻2/𝐻2/1 [6]:

𝜓+(𝑠)

𝜓−(𝑠)
=

𝑠(𝑠3 − 𝑐2𝑠
2 − 𝑐1𝑠− 𝑐0)

(𝑠− 𝜆1)(𝜆2 − 𝑠)(𝜇1 + 𝑠)(𝜇2 + 𝑠)
.

До к а з ат е л ь ств о. Преобразования Лапласа функций (3) и (4):

𝐴*(𝑠) =
[︁
𝑝

𝜆1
𝑠+ 𝜆1

+(1−𝑝) 𝜆2
𝑠+ 𝜆2

]︁
𝑒−𝑡0·𝑠, 𝐵*(𝑠) =

[︁
𝑞

𝜇1
𝑠+ 𝜇1

+(1−𝑞) 𝜇2
𝑠+ 𝜇2

]︁
𝑒−𝑡0·𝑠.

Тогда выражение 𝐴*(−𝑠) ·𝐵*(𝑠)− 1 примет вид

𝜓+(𝑠)

𝜓−(𝑠)
=

[︁
𝑝

𝜆1
𝜆1 − 𝑠

+ (1− 𝑝)
𝜆2

𝜆2 − 𝑠

]︁
·
[︁
𝑞

𝜇1
𝑠+ 𝜇1

+ (1− 𝑞)
𝜇2

𝑠+ 𝜇2

]︁
− 1,

так как показатели степени у экспонент обнуляются и тем самым операция
сдвига в спектральном разложении нивелируется.

Так как[︁
𝑝

𝜆1
𝜆1 − 𝑠

+ (1− 𝑝)
𝜆2

𝜆2 − 𝑠

]︁
=
𝜆1𝜆2 − [𝑝𝜆1 + (1− 𝑝)𝜆2]𝑠

(𝜆1 − 𝑠)(𝜆2 − 𝑠)
=

𝑎0 − 𝑎1𝑠

(𝜆1 − 𝑠)(𝜆2 − 𝑠)
,

где 𝑎0 = 𝜆1𝜆2, 𝑎1 = 𝑝𝜆1 + (1− 𝑝)𝜆2,[︁
𝑞

𝜇1
𝜇1 + 𝑠

+ (1− 𝑞)
𝜇2

𝜇2 + 𝑠

]︁
=
𝜇1𝜇2 − [𝑞𝜇1 + (1− 𝑞)𝜇2]𝑠

(𝜇1 + 𝑠)(𝜇2 + 𝑠)
=

𝑏0 + 𝑏1𝑠

(𝜇1 + 𝑠)(𝜇2 + 𝑠)
,

где 𝑏0 = 𝜇1𝜇2, 𝑏1 = 𝑞𝜇1 + (1− 𝑞)𝜇2, искомое выражение будет иметь вид:

𝜓+(𝑠)

𝜓−(𝑠)
=

(𝑎0 − 𝑎1𝑠)(𝑏0 − 𝑏1𝑠)− (𝜆1 − 𝑠)(𝜆2 − 𝑠)(𝜇1 + 𝑠)(𝜇2 + 𝑠)

(𝜆1 − 𝑠)(𝜆2 − 𝑠)(𝜇1 + 𝑠)(𝜇2 + 𝑠)
.

В числителе получим многочлен 4-й степени −𝑠4 + 𝑐2𝑠
3 + 𝑐1𝑠

2 + 𝑐0𝑠 с коэф-
фициентами 𝑐0 = 𝑎0𝑏1− 𝑎1𝑏0− 𝑎0(𝜇1+𝜇2)+ 𝑏0(𝜆1+𝜆2), 𝑐1 = −𝑎1𝑏1− 𝑎0− 𝑏0+
+ (𝜆1 + 𝜆2)(𝜇1 + 𝜇2) и 𝑐2 = 𝜆1 + 𝜆2 − 𝜇1 − 𝜇2.
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Тогда

𝜓+(𝑠)

𝜓−(𝑠)
=

𝑠(𝑠3 − 𝑐2𝑠
2 − 𝑐1𝑠− 𝑐0)

(𝑠− 𝜆1)(𝜆2 − 𝑠)(𝜇1 + 𝑠)(𝜇2 + 𝑠)
. (11)

Для окончательного разложения числителя на простые множители оста-
ется определить корни многочлена 𝑠3 − 𝑐2𝑠

2 − 𝑐1𝑠− 𝑐0. При этом для выпол-
нения вышеприведенных условий (1) и (2) необходимо наличие двух действи-
тельных отрицательных корней (−𝑠1) и (−𝑠2) или же двух комплексно сопря-
женных с отрицательными вещественными частями и одного положительно-
го корня 𝑠3 у многочлена третьей степени. Наличие таких корней следует из
существования и единственности такого разложения [5] или же факториза-
ции [7].

Исследование знака коэффициента 𝑐0 подтверждает данный факт. В ста-
ционарном режиме функционирования системы ее коэффициент загрузки

𝜌 =
𝜏𝜇

𝜏𝜆
=
𝜆1𝜆2
𝜇1𝜇2

[𝜇1 (1− 𝑞) + 𝜇2𝑞]

[𝜆1 (1− 𝑝) + 𝜆2𝑝]
< 1.

Запишем выражение для коэффициента 𝑐0 в развернутом виде:

𝑐0 = −𝜆1𝜆2 [𝜇1 (1− 𝑞) + 𝜇2𝑞] + 𝜇1𝜇2 [𝜆1 (1− 𝑝) + 𝜆2𝑝] .

Путем сравнения выражений для величин 𝑐0 и 𝜌 убеждаемся, что коэффици-
ент 𝑐0 > 0. С учетом знака минус перед 𝑐0 в многочлене, по теореме Виета,
произведение трех корней 𝑠1𝑠2𝑠3 = −𝑐0 < 0, что полностью согласуется с на-
шими допущениями о знаках корней.

Окончательно, спектральное разложение (11) запишется следующим об-
разом:

𝜓+ (𝑠)

𝜓− (𝑠)
=

−𝑠(𝑠+ 𝑠1)(𝑠+ 𝑠2)(𝑠− 𝑠3)

(𝑠− 𝜆1)(𝜆2 − 𝑠)(𝑠+ 𝜇1)(𝑠+ 𝜇2)
,

а ее компоненты имеют вид

𝜓+ (𝑠) =
𝑠 (𝑠+ 𝑠1) (𝑠+ 𝑠2)

(𝑠+ 𝜇1) (𝑠+ 𝜇2)
, 𝜓− (𝑠) =

− (𝜆1 − 𝑠) (𝜆2 − 𝑠)

𝑠− 𝑠3
.

Очевидно, что функции 𝜓+(𝑠) и 𝜓−(𝑠) удовлетворяют условиям (1) и (2).
Утверждение 1 доказано. �

Таким образом, результаты для обычной системы 𝐻2/𝐻2/1 справедливы
и для системы 𝐻−

2 /𝐻
−
2 /1, чем мы и воспользуемся при дальнейших расчетах.

Среднее время ожидания в очереди для СМО 𝐻2/𝐻2/1 выражается равен-
ством [6, 10]

𝑊 =
1

𝑠1
+

1

𝑠2
− 1

𝜇1
− 1

𝜇2
, (12)

где 𝑠1 и 𝑠2 — абсолютные значения отрицательных вещественных частей кор-
ней (−𝑠1) и (−𝑠2) многочлена 𝑠3 − 𝑐2𝑠

2 − 𝑐1𝑠 − 𝑐0 с определенными выше
коэффициентами.

Тогда алгоритм определения времени ожидания сводится к решению си-
стемы уравнений (9), (6), (10) и (8) при заданных входных параметрах: 𝜏𝜆,
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𝜏𝜇, 𝑐𝜆, 𝑐𝜇 и 𝑡0, причем 0 < 𝑡0 < 𝜏𝜇 < 𝜏𝜆, а затем к нахождению нужных
корней многочлена и использованию выражения (12).

Ниже в таблице приведены результаты расчетов времени ожидания в па-
кете Mathcad при коэффициентах загрузки 𝜌 = 0.1, 0.5 и 0.9 при нормирован-
ном времени обслуживания 𝜏𝜇 = 1 и коэффициентах вариаций 𝑐𝜆, 𝑐𝜇 = 2, 4, 8.
В правой колонке для сравнения приведены результаты для обычной систе-
мы 𝐻2/𝐻2/1. Результаты расчетов полностью подтверждают справедливость
нашего предположения о времени ожидания, причем чем меньше значения
параметра запаздывания 𝑡0, тем время ожидания в системе с запаздыванием
ближе к времени ожидания в обычной системе.

Результаты экспериментов для СМО 𝐻−
2 /𝐻−

2 /1 и 𝐻2/𝐻2/1
[Experimental results for 𝐻−

2 /𝐻−
2 /1 and 𝐻2/𝐻2/1 queueing systems]

Input parameters Average waiting time (in time units)

𝜌 (𝑐𝜆, 𝑐𝜇)
for 𝐻−

2 /𝐻−
2 /1 queueing system for 𝐻2/𝐻2/1

𝑡0 = 0.9 𝑡0 = 0.5 𝑡0 = 0.1 queueing system

(2, 2) 0.28 0.36 0.42 0.45
0.1 (4, 4) 1.19 1.54 1.73 1.78

(8, 8) 4.81 6.31 6.97 7.11
(2, 2) 2.31 3.13 3.87 4.04

0.5 (4, 4) 9.29 12.61 15.45 16.13
(8, 8) 37.22 50.50 61.54 64.18
(2, 2) 24.14 33.22 35.84 36.20

0.9 (4, 4) 96.51 132.30 143.27 144.83
(8, 8) 386.03 527.68 571.47 577.86

Отметим, что СМО 𝐻−
2 /𝐻

−
2 /1 определена и для случая, когда коэффи-

циенты вариаций меньше 1. Так для случая, когда 𝑐𝜆 = 0.2, 𝑐𝜇 = 0.2, 𝜌 = 0.9,
𝑡0 = 0.9, среднее время ожидания составляет 0.23 единицы времени.

Результаты расчетов полностью подтверждают справедливость нашего
предположения о времени ожидания в системе с запаздыванием. Расчеты
для обычной системы 𝐻2/𝐻2/1 выполнены с помощью программы, описан-
ной в работе [12]. Вышеприведенные результаты расчетов для обеих систем
хорошо согласуются с результатами работы [13] в той области определения
параметров, в которой действительны рассматриваемые системы.

Заключение. Полученные результаты приводят к следующим выводам.
1. Операция сдвига во времени с одной стороны приводит к увеличению

загрузки системы с запаздыванием. В этом можно убедиться, вычис-
лив отношение 𝜌 = 𝜏𝜇/𝜏𝜆 для систем 𝐻−

2 /𝐻
−
2 /1 и 𝐻2/𝐻2/1 с использо-

ванием выражений для их компонент. Например, если взять загрузку
системы с запаздыванием 𝜌′ = 0.1 в случае 𝑐𝜆 = 𝑐𝜇 = 2 и параметре
сдвига 𝑡0 = 0, 9 (северо-западная клетка таблицы), то увеличение будет
в 1.15 раз и загрузка 𝜌 обычной системы 𝐻2/𝐻2/1 составит 𝜌 = 0.087
вместо 0.1.

2. Операция сдвига во времени с другой стороны уменьшает коэффици-
енты вариаций интервала между поступлениями и времени обслужива-
ния требований. В связи с тем, что среднее время ожидания в системе
𝐺/𝐺/1 связано с коэффициентами вариаций интервалов поступления
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и обслуживания квадратичной зависимостью, среднее время ожида-
ния в системе с запаздыванием будет меньше, чем в обычной систе-
ме, при одинаковом коэффициенте загрузки. Например, для системы
𝐻−

2 /𝐻
−
2 /1 при параметре сдвига 𝑡0 = 0.9 (северо-западная клетка таб-

лицы), коэффициент вариации интервалов поступлений 𝑐𝜆 уменьша-
ется с 2 до 1.835, коэффициент вариации времени обслуживания 𝑐𝜇
уменьшается с 2 для обычной системы до 1.053, а время ожидания
уменьшается с 0.45 до 0.28 единицы времени.

3. В системе с запаздыванием 𝐻−
2 /𝐻

−
2 /1 и в обычной системе 𝐻2/𝐻2/1

значения коэффициентов вариаций интервала между поступлениями
𝑐𝜆 и времени обслуживания требований 𝑐𝜇 перекрывают интервал от 1
до ∞ и поэтому эти системы пригодны для описания и исследования
современного телетрафика при широком диапазоне изменения его па-
раметров.

4. Практическое применение полученных результатов при анализе совре-
менного телетрафика просматривается следующим образом: при коэф-
фициентах вариации 𝑐, больших 1, закон распределения можно аппрок-
симировать гиперэкспоненциальным распределением 2-го порядка 𝐻2

либо 𝐻−
2 . При этом необходимо учесть уникальное свойство гиперэкс-

поненциального распределения, состоящего в том, что оно может опре-
деляться как двумя первыми моментами, так и тремя моментами [6].
С точки зрения теории вероятностей, описание закона распределения
на уровне трех моментов все же точнее, но в таком случае примене-
ние изложенных результатов потребует большего объема вычислений
из-за необходимости решения систем 3-х уравнений с использованием
известного метода моментов.

5. Изложенные результаты справедливы только для одинаковых пара-
метров сдвига 𝑡0 для распределения времени между поступлениями
заявок и времени обслуживания.
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Abstract

In queueing theory, the study of 𝐺/𝐺/1 systems is particularly relevant
due to the fact that until now there is no solution in the final form in the
general case. Here 𝐺 on Kendall’s symbolics means arbitrary distribution
law of intervals between requirements of an input flow and service time.

In this article, the task of determination of characteristics of a 𝐻2/𝐻2/1
queueing system with delay of the 𝐺/𝐺/1 type is considered using the classi-
cal method of spectral decomposition of the solution of the Lindley integral
equation.

As input distributions for the considered system, probabilistic mixtures
of exponential distributions shifted to the right of the zero point are chosen,
that is, hyperexponential distributions 𝐻2. For such distribution laws, the
method of spectral decomposition allows one to obtain a solution in closed
form. It is shown that in such systems with a delay, the average waiting time
for calls in the queue is less than in conventional systems. This is due to the
fact that the operation of time shift reduces the coefficients of variation of
the intervals between the receipts and the service time, and as is known from
queueing theory, the average wait time of requirements is related to these
coefficients of variation by a quadratic dependence. The 𝐻2/𝐻2/1 queueing
system with a delay can quite well be used as a mathematical model of
modern teletraffic.

Keywords: system with delay, 𝐻2/𝐻2/1 queueing system, Laplace trans-
formation, average waiting time in the queue.
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