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Аннотация

Работа посвящена исследованию динамического поведения упругих
цилиндрических труб, имеющих поверхностный дефект и взаимодей-
ствующих с внутренним потоком сжимаемой жидкости. Дефект в ви-
де кольца прямоугольного сечения располагается на внутренней или
внешней поверхности упругого тела и характеризуется собственным на-
бором физико-механических параметров. Поведение идеальной сжима-
емой жидкости описывается согласно потенциальной теории, а труба
рассматривается в рамках линейной теории упругости. Для определе-
ния гидродинамического давления, действующего со стороны жидкости
на внутреннюю поверхность трубы (дефекта), используется уравнение
Бернулли. Математическая постановка задачи динамики упругого тела
выполнена с помощью вариационного принципа возможных перемеще-
ний, а система уравнений для жидкой среды формируется с использо-
ванием метода Бубнова—Галеркина. Численная реализация алгоритма
осуществляется на основе полуаналитического варианта метода конеч-
ных элементов. Оценка устойчивости базируется на вычислении и ана-
лизе комплексных собственных значений связанной системы уравнений.
Верификация модели произведена для случая идеальной трубы путем
сопоставления результатов с известными экспериментальными и чис-
ленными данными. Для цилиндрической трубы, жестко защемленной с
обоих краев, изучено влияние геометрических и физико-механических
параметров дефекта на критическую скорость потока жидкости, при
которой система теряет устойчивость. Показано, что наличие дефекта
снижает границу гидроупругой устойчивости. Установлено, что разме-
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щение дефекта на внешней поверхности трубы оказывает большее вли-
яние, чем его расположение на смоченной поверхности.

Ключевые слова: метод конечных элементов, теория упругости, по-
верхностный дефект, цилиндрическая труба, гидроупругая устойчивость,
потенциальная сжимаемая жидкость.
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Введение. В природе не существует идеальных объектов — реальные те-
ла обладают несовершенствами, которые могут образовываться как в про-
цессе их создания, так и под влиянием физических, физико-химических или
электрохимических воздействий. Примерами таких несовершенств служат
дефекты формы (углубления, выступы, неровности и т. п.), которые в том
числе возникают в результате коррозии материала. Последние из них пред-
ставляют больший интерес, потому что кроме геометрических размеров и фор-
мы обладают собственным набором физико-механических параметров [1–7].

Чаще всего попытки учета коррозийных дефектов сводятся к их моде-
лированию в виде так называемых «коррозийных ям» [1–3]. Как и в случае
с дефектом формы, здесь учитываются лишь геометрические характеристи-
ки, что выражается в исключении части упругого тела из расчета. Такой
подход позволяет оценить максимальный эффект, оказываемый дефектом.
В предельном случае этот метод сводится к анализу конструкций, содержа-
щих вырезы различной формы, в том числе имеющих технологическое на-
значение [8–11]. Другой способ заключается в задании в области дефекта
собственных физико-механических параметров (модуль упругости, коэффи-
циент Пуассона, плотность). Поскольку в настоящее время явление коррозии
остается малоизученным [4], выбор конкретной модели и параметров, описы-
вающих ее поведение, как правило, определяется личными предпочтениями
исследователя. Наиболее часто область с коррозией описывается в рамках
теории упругости, а выбор параметров модели не имеет под собой строго-
го обоснования. В [4] приводятся результаты исследования оксидов железа,
выращенных в лабораторных условиях, характеристики которых достаточно
близки к используемым в теоретических расчетах. Однако эти данные нельзя
считать в полной мере достоверными в силу того, что изучаемый материал
представлял собой порошок, а корректность полученных результатов зави-
села от степени его прессовки. Таким образом, оба подхода обладают как
сильными сторонами, так и недостатками. В частности, первый из них более
экономичен в плане вычислительных ресурсов, но он не предоставляет воз-
можности для анализа каких-либо свойств дефекта, кроме геометрических.
Существует также подход, основанный на использовании обучаемых нейрон-
ных сетей [2–3], способных к выявлению сложных зависимостей между вход-
ными и выходными данными и их обобщению. Недостатком здесь является
необходимость наличия базы данных, сформированной на основании резуль-
татов натурных или численных экспериментов. Последние по-прежнему тре-
буют построения численной модели, описывающей дефект каким-либо обра-
зом.
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Вопросам моделирования и предсказания роста коррозии с целью опреде-
ления периода безопасной эксплуатации различных конструкций посвящены
работы [5–6]. В некоторых исследованиях [1,3,7] поднимается вопрос о взаи-
модействии дефектов, поскольку их колонии оказывают бо́льшее влияние на
эксплуатационные характеристики конструкций, в отличие от изолирован-
ных дефектов. Однако, как правило, в данных работах анализ осуществля-
ется с точки зрения «коррозийных ям».

Очевидно, что изучение влияния дефектов различной природы на напря-
женно-деформированное состояние или устойчивость трубопроводов, предна-
значенных для транспортировки разнообразных жидкостей или газов, в свете
их безопасной эксплуатации приобретает особый смысл. Исследования соб-
ственных колебаний или устойчивости труб, моделируемых в рамках различ-
ных теорий оболочек или в виде балки и взаимодействующих с неподвижной
или текущей жидкостью, имеют достаточно длительную историю [12–14]. В
контексте настоящей работы наибольший интерес представляют публикации,
в которых деформируемое тело рассматривается с помощью линейной теории
упругости [15–22]. Насколько известно авторам, воздействие на динамические
характеристики конструкций оценивалось только для начальных неправиль-
ностей формы. Таким образом, целью настоящей работы является анализ
влияния области с дефектом на границу гидроупругой устойчивости системы
«упругое тело – жидкость» при граничных условиях в виде жесткой заделки.

1. Постановка задачи и основные соотношения. Рассматривается
упругая цилиндрическая труба длиной 𝐿(1), средним радиусом 𝑅(1) и толщи-
ной ℎ(1), взаимодействующая с внутренним потоком сжимаемой жидкости,
текущим со скоростью 𝑈 (рис. 1). На внутренней или внешней поверхности
трубы располагается один или несколько дефектов, обладающих собствен-
ными физико-механическими параметрами. Область дефекта представляет
собой кольцо, в сечении которого лежит прямоугольник длиной 𝐿(2) в осевом
направлении и глубиной ℎ(2) — в радиальном. Здесь и далее верхние индексы
(1) и (2) характеризуют упругое тело и дефект соответственно. Целью рабо-
ты является исследование влияния расположения дефектов и их свойств на
границы гидроупругой устойчивости.

Труба и дефект рассматриваются с точки зрения линейной теории упру-
гости [23] исходя из предположения о малости деформаций, возникающих
в результате гидродинамического воздействия. В цилиндрической системе ко-

Рис. 1. Цилиндрическая труба с внутренним потоком жидкости и внешним кольцевым
дефектом: a — общий вид; b — сечение по плоскости симметрии

[Figure 1. The cylindrical pipe with an internal fluid flow and an external annular defect;
a — the general view; b — the cross-section along the plane of symmetry]
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ординат (𝑥, 𝜃, 𝑟) вектор деформаций 𝜀 примет вид

𝜀 = {𝜀𝑥, 𝜀𝜃, 𝜀𝑟, 2𝛾𝑥𝜃, 2𝛾𝜃𝑟, 2𝛾𝑟𝑥}T =

=
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,
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1
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𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑟

}︂T

,

где 𝑢, 𝑣, 𝑤—меридиональная, окружная и радиальная компоненты вектора
перемещений трубы (дефекта).

Согласно обобщенному закону Гука, физические соотношения, устанав-
ливающие связь между вектором напряжений 𝜎 и вектором деформаций 𝜀,
в матричном виде записываются как

𝜎T = D (𝑟, 𝑥) 𝜀,

где D (𝑟, 𝑥) —матрица жесткостей, компоненты которой для изотропного ма-
териала упругого тела и дефекта формируются известным образом.

Гидродинамическое давление 𝑝, оказываемое потоком жидкости на смо-
ченную поверхность трубы (дефекта) 𝑆𝜎 = 𝑆𝑠∩𝑆𝑓 , определяется из уравнения
Бернулли [24]

𝑝 = −𝜌𝑓

(︁𝜕𝜑
𝜕𝑡

+ 𝑈
𝜕𝜑

𝜕𝑥

)︁
, (1)

где 𝜑 и 𝜌𝑓 —потенциал возмущения скорости и плотность жидкости соответ-
ственно; 𝑆𝑠 и 𝑆𝑓 —поверхности, ограничивающие области трубы 𝑉𝑠 и жид-
кости 𝑉𝑓 . Поток идеальной сжимаемой жидкости описывается в рамках по-
тенциальной теории, волновое уравнение которой относительно потенциала
возмущения скорости 𝜑 и соответствующие граничные условия формулиру-
ются как

∇2𝜑 =
1

𝑐2
𝜕2𝜑

𝜕𝑡2
+

2𝑈

𝑐2
𝜕2𝜑

𝜕𝑡𝜕𝑥
+

𝑈2

𝑐2
𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
, (2)

𝜑
⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝜕𝜑/𝜕𝑥
⃒⃒
𝑥=𝐿

= 0, (3)

где 𝑐— скорость звука в жидкости. Формирование системы алгебраических
уравнений для жидкости осуществляется из соотношений (2), (3) с помощью
метода Бубнова—Галеркина аналогично работе [25].

Математическая формулировка задачи динамики упругой трубы (дефек-
та) основана на вариационном принципе возможных перемещений. С учетом
уравнения Бернулли (1) и работы силы инерции он может быть записан в мат-
ричной форме следующим образом:∫︁

𝑉𝑠

𝛿𝜀TD (𝑟, 𝑥) 𝜀𝑑𝑉 +

∫︁
𝑉𝑠

𝜌𝑠 (𝑟, 𝑥) 𝛿𝑑T�̈�𝑑𝑉 −
∫︁
𝑆𝜎

𝛿𝑑T𝑃 𝑑𝑆 = 0, 𝑃 = {0, 0, 𝑝}T,

где 𝜌𝑠 (𝑟, 𝑥) —плотность материала трубы (дефекта), 𝑑— вектор узловых пе-
ремещений трубы, 𝑃 — вектор поверхностных нагрузок трубы.

Связанная система уравнений, описывающая совместное движение упру-
гого тела и жидкости, может быть представлена в матричном виде
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где
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FTN̄𝑑𝑆.

Здесь 𝑚𝑠 и 𝑚𝑓 —количество конечных элементов, на которые разбивают-
ся области трубы с дефектом 𝑉𝑠 и жидкости 𝑉𝑓 ; B—матрица связи векто-
ра деформаций с вектором узловых перемещений конечного элемента трубы
и дефекта; 𝑓 — вектор узловых значений потенциала возмущения скорости;
F, N, N̄—функции формы для потенциала возмущения скорости жидко-
сти, конечного элемента трубы (дефекта) и нормальной составляющей век-
тора перемещения трубы (дефекта); K, M, C, A—матрицы жесткости, масс,
демпфирования и гидродинамической жесткости соответственно.

С учетом представления (𝑑,𝑓) =
(︀
𝑑,𝑓

)︀
exp (𝜆𝑡) система (4) может быть

переписана в виде
𝜆2M𝑥 + 𝜆C𝑥 + (K + A)𝑥 = 0. (5)

Здесь 𝑑, 𝑓 —некоторые функции координат; 𝜆 = 𝜆1 + i𝜆2 — характеристиче-
ский показатель; i =

√
−1; 𝑥 =

{︀
𝑑 𝑓

}︀T.
Для нахождения 𝜆 система уравнений (5) преобразуется к обобщенной

задаче на собственные значения для несимметричных матриц удвоенной раз-
мерности (︂[︂

C K + A
−I 0

]︂
+ 𝜆

[︂
M 0
0 I

]︂)︂{︂
𝜆𝑥
𝑥

}︂
= 0, (6)

где I— единичная матрица. Таким образом, решение задачи сводится к вы-
числению и анализу комплексных собственных значений 𝜆 системы (6).

Численная реализация осуществляется с использованием полуаналитиче-
ского варианта метода конечных элементов [26] в осесимметричной постанов-
ке. В результате исходная трехмерная задача сводится к совокупности дву-
мерных задач для каждой окружной гармоники 𝑗. При проведении расчетов
как для трубы (дефекта), так и для жидкости был использован восьмиузло-
вой лагранжев конечный элемент с квадратичной аппроксимацией [26].
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2. Численные результаты. Достоверность численного решения под-
тверждена сравнением с результатами работы [17] и экспериментальными
данными [27]. В данном примере рассматривается жестко защемленная с обо-
их торцов резиновая труба (модуль Юнга 𝐸(1) = 8.957 · 105 Па, коэффициент
Пуассона 𝜈(1) = 0.5, 𝜌(1)𝑠 = 850 кг/м3, 𝑅(1) = 7.85 ·10−3 м, ℎ(1) = 1.78 ·10−4 м),
содержащая внутренний поток газа (𝜌𝑓/𝜌

(1)
𝑠 = 0.00136, 𝑐 = 326 м/с). Отме-

тим, что в [17] моделирование трубы также осуществлялось в рамках линей-
ной теории упругости, но для описания поведения газа были использованы
линеаризованные уравнения Эйлера.

На рис. 2 показано изменение безразмерной критической скорости

Λ = 𝑈
[︀
𝜌(1)𝑠

(︀
1 − (𝜈(1))2

)︀
/𝐸(1)

]︀0.5
в зависимости от отношения длины трубы к ее радиусу 𝐿/𝑅. Из представ-
ленных данных следует, что полученные результаты хорошо согласуются с
известными решениями, а незначительные отличия могут быть объяснены
использованием разных подходов к описанию жидкости.

Рассматривается стальная жестко защемленная с обоих краев цилиндри-
ческая труба с кольцевым дефектом (𝐸(1) = 2.05 · 1011 Па, 𝜈(1) = 0.3, 𝜌(1)𝑠 =

= 7.8 ·103 кг/м3, 𝑅(1)/ℎ(1) = 77.25), внутри которой содержится поток сжима-
емой жидкости (𝜌𝑓 = 103 кг/м3, 𝑐 = 1.5·103 м/с). Анализируются два вариан-
та положения дефекта в радиальном направлении: на внешней поверхности
трубы и на внутренней.

Отображение результатов численного исследования осуществляется с ис-
пользованием следующих безразмерных параметров области с дефектом: осе-
вая координата 𝜁, длина 𝜉 и глубина 𝜂:

𝜉 =
𝐿(2)

𝐿(1)
, 𝜂 =

ℎ(2)

ℎ(1)
, 𝜁 =

𝑥

𝐿(1)
;

Рис. 2. Зависимость безразмерных критических скоростей Λ от отношения длины тру-
бы к ее радиусу 𝐿/𝑅: пунктирная линия — расчет, сплошная линия — результаты рабо-

ты [17], символы — экспериментальные данные [27]
[Figure 2. Dependence of the dimensionless critical velocities Λ on the ratio of the pipe
length to the pipe radius 𝐿/𝑅; dashed line—computation, solid line—results from [17],

symbols—experimental data [27]]
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𝑘 =
𝐸(2)

𝐸(1)
, Ψ =

𝑈(𝑘<1)

𝑈(𝑘=1)
, 𝑙 =

𝐿(1)

𝑅(1)
.

Расчеты проводились при различных значениях коэффициента 𝑘, пред-
ставляющего собой отношение модуля Юнга дефекта 𝐸(2) к модулю Юнга
материала трубы 𝐸(1). Величина Ψ обозначает отношение скоростей потери
устойчивости системы с дефектом (𝑘 < 1) и без него (𝑘 = 1).

При исследовании влияния положения дефекта на границу гидроупругой
устойчивости его размер оставался неизменным. На рис. 3 отображена зави-
симость безразмерной критической скорости Ψ от безразмерного положения
дефекта 𝜁 на внутренней или внешней поверхности. Приведенные результаты
получены при различной жесткости в области дефекта 𝑘 и глубине: 𝜂 = 0.1
(рис. 3, a) и 𝜂 = 0.3 (рис. 3, b). Из данных графиков можно заключить, что
наличие дефекта на любой поверхности трубы приводит к снижению границ
устойчивости. При этом скорости потери устойчивости более чувствительны
к размещению дефекта на внешней поверхности трубы, т. к. в этом случае
Ψ меняется в более широких пределах. Такое поведение можно объяснить
тем, что на дефект с внутренней стороны оказывает влияние поток жидко-
сти. В этом случае локальное уменьшение жесткости приводит к возрастанию
присоединенной массы жидкости [13], выступая тем самым в виде причины,
стабилизирующей последствия падения жесткости системы в целом. Отличие
в конфигурациях при разных вариантах расположения дефекта возрастает
с уменьшением его жесткости 𝐸(2).

Для жестко защемленной трубы можно выделить два варианта поведе-
ния. В первом случае минимальное значение критических скоростей дости-
гается при расположении дефекта в центре при 𝜁 = 0.5 (вариант I), а во
втором— имеют место два локальных минимума на одинаковых расстояниях
от концов трубы при 𝜁 = 1/3 и 𝜁 = 2/3 (вариант II). В обоих случаях наи-
большее падение скоростей достигается при размещении дефекта с внешней
стороны. В чередовании этих вариантов можно выявить некоторую законо-

Рис. 3. Зависимости критической скорости Ψ от положения дефекта 𝜁 при глубине
𝜂 = 0.1 (a) и 𝜂 = 0.3 (b): 𝑙 = 6, 𝜉 = 0.1; �, �— 𝑘 = 0.7; N, M— 𝑘 = 0.3; ∙, ∘— 𝑘 = 0.01;

сплошные символы — внешний дефект; открытые символы — внутренний дефект
[Figure 3. Dependence of the critical velocity Ψ on the defect location 𝜁 at a depth 𝜂 = 0.1
(a) and 𝜂 = 0.3 (b): 𝑙 = 6, 𝜉 = 0.1; �, � — 𝑘 = 0.7; N, M — 𝑘 = 0.3; ∙, ∘ — 𝑘 = 0.01; filled

markers stand for the external defect; open markers—for the internal defect]
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мерность. Из анализа зависимостей критических скоростей от параметра 𝑙,
представленных на рис. 4, можно заключить, что изменение формы потери
устойчивости приводит к смене одного варианта другим. В частности видно,
что для более короткой трубы (𝑙 = 5) вариант с минимумом скорости при
центральном расположении дефекта вдоль трубы (рис. 4, a) имеет место,
когда критическая окружная гармоника равна 𝑗 = 4. По мере увеличения 𝑙
наблюдаются два минимума (рис. 4, b). Данные на рис. 4, c отражают некото-
рое переходное состояние, где, с одной стороны, для большей части значений
Ψ критической является четвертая гармоника и характер изменения крити-
ческой скорости соответствует варианту II, а с другой стороны, в окрестно-
сти значения 𝜁 = 0.5 идет снижение скорости по третьей гармонике. Далее
(рис. 4, d) полностью происходит изменение номера критической гармони-
ки на 𝑗 = 3, и в зависимости Ψ(𝜁) присутствует один четко выраженный
локальный минимум.

Более детально описанное поведение демонстрируется на рис. 5, где при-
ведены зависимости Ψ от длины трубы при фиксированном радиусе для
𝑘 = 0.5, 𝜉 = 0.1, 𝜂 = 0.1. Представленные данные наглядно демонстриру-

Рис. 4. Зависимости критической скорости Ψ от положения дефекта 𝜁 при длине трубы
𝑙 = 5 (a), 𝑙 = 6 (b), 𝑙 = 7 (c) и 𝑙 = 8 (d): 𝑘 = 0.5, 𝜉 = 0.1, 𝜂 = 0.1; �, �— 𝑗 = 4; N, M—
𝑗 = 3; сплошные символы — внешний дефект; открытые символы — внутренний дефект

[Figure 4. Dependence of the critical velocity Ψ on the defect location 𝜁 for a pipe length
𝑙 = 5 (a), 𝑙 = 6 (b), 𝑙 = 7 (c) and 𝑙 = 8 (d): 𝑘 = 0.5, 𝜉 = 0.1, 𝜂 = 0.1 ; �, � — 𝑗 = 4; N, M —
𝑗 = 3; filled markers stand for the external defect; open markers—for the internal defect]
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ют, что минимальная скорость потери устойчивости Ψ при 𝜁, равном 0.5 или
1/3, достигается на разных окружных гармониках. Отметим, что графики
для различных вариантов расположения дефекта имеют качественно схожие
зависимости с незначительными количественными отличиями.

Для трубы с двумя дефектами, располагающимися симметрично относи-
тельно центра конструкции, количество минимумов критических скоростей
и значения координат 𝜁, при которых они достигаются, полностью соот-
ветствуют варианту с одним дефектом. Это демонстрируется на рис. 6, a,
где показаны зависимости для дефектов, имеющих как одинаковый размер
(𝜉 = 0.05, 𝜂 = 0.1), так и одинаковый набор физико-механических свойств.
Размеры дефектов были подобраны таким образом, чтобы их суммарная дли-
на совпадала с вариантом, представленным на рис. 3, a. Наряду с качествен-
ным подобием зависимостей имеет место незначительное количественное от-
личие. Оно обусловлено тем, что для одного дефекта (рис. 3, a) критические
скорости потери устойчивости различны в точках локальных минимумов при
𝜁 = 1/3 и 𝜁 = 2/3. В случае симметричного расположения дефектов такое
различие отсутствует. Резкое увеличение значения Ψ в окрестности 𝜁 = 0.5
объясняется тем, что на интервале 𝜁 ∈ (0.475, 0.5) дефекты сливаются в один,
и его безразмерная длина 𝜉 изменяется от 0.1 до 0.05 в точке 𝜁 = 0.5.

Характер динамического поведения конструкций с несколькими дефек-
тами, которые сами по себе оказывают влияние на жесткость тела в целом,
существенно усложняется под действием гидродинамической нагрузки. В ка-

Рис. 5. Зависимости безразмерной критической скорости Ψ от отношения длины
трубы к ее радиусу 𝑙 при расположении дефекта на внутренней (a) или внешней
(b) поверхностях: 𝑘 = 0.5, 𝜉 = 0.1, 𝜂 = 0.1; сплошная линия — 𝜁 = 1/3; штрих-

пунктирная линия — 𝜁 = 0.5

[Figure 5. Dependence of the dimensionless critical velocity Ψ on the ratio of the pipe
length to its radius 𝑙 when the defect is located on the inner (a) or outer (b) surfaces:
𝑘 = 0.5, 𝜉 = 0.1, 𝜂 = 0.1; solid line is for 𝜁 = 1/3; dot-and-dash line is for 𝜁 = 0.5]
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Рис. 6. Зависимости критической скорости Ψ от положения двух дефектов 𝜁 при глу-
бине 𝜂 = 0.1 (a) и 𝜂 = 0.3 (b): 𝑙 = 6, 𝜉 = 0.05; �, �— 𝑘 = 0.7; N, M— 𝑘 = 0.3; ∙, ∘— 𝑘 = 0.01;

сплошные символы — внешний дефект; открытые символы — внутренний дефект
[Figure 6. Dependence of the critical velocity Ψ on the location of two defects 𝜁 at a depth
𝜂 = 0.1 (a) and 𝜂 = 0.3 (b); 𝑙 = 6, 𝜉 = 0.05; �, �— 𝑘 = 0.7; N, M— 𝑘 = 0.3; ∙, ∘— 𝑘 = 0.01;

filled markers stand for the external defect; open markers—for the internal defect]

честве демонстрации вышеизложенного могут быть приведены результаты,
показанные на рис. 6,b. Здесь при сближении двух глубоких (𝜂 = 0.3) и ме-
нее жестких (𝑘 = 0.3 и 𝑘 = 0.01) внешних дефектов наблюдается осцилляция
критической скорости Ψ, которая, кроме того, для случая 𝑘 = 0.01 сопровож-
дается изменением формы потери устойчивости на 𝑗 = 5 начиная с 𝜁 = 0.36.
Отметим, что при взаимодействии дефектов важную роль играют их взаим-
ное расположение и расстояние между ними, что подробно рассматривается
в работах [1–3].

Из представленных результатов следует, что для жестко закрепленной
трубы независимо от количества дефектов и выбора поверхности их распо-
ложения наибольшее падение критических скоростей наблюдается, как пра-
вило, при 𝜁 = 1/3, 𝜁 = 2/3 и 𝜁 = 0.5. Конкретное количество локальных ми-
нимумов безразмерной критической скорости Ψ и их расположение 𝜁 зависят
как от параметров дефекта, так и от характеристик самой трубы. Очевидно,
что приведенные здесь и далее примеры численного моделирования, в ко-
торых параметры дефекта принимают значения, недопустимые в реальных
конструкциях, следует рассматривать как модельные.

Исследование зависимости критических скоростей от геометрических раз-
меров дефекта проводилось при его фиксированном положении с центром
в точке 𝜁 = 0.5. Изменение длины осуществлялось вдоль трубы симметрично
в обе стороны, а глубины— радиально в направлении от поверхности распо-
ложения.

Безразмерные критические скорости Ψ в зависимости от длины дефекта
𝜉 при его фиксированной глубине 𝜂 представлены на рис. 7. Здесь рассмотре-
ны трубы разной длины 𝑙 с целью воспроизведения поведения критических
скоростей, соответствующих варианту II (рис. 7, a) и варианту I (рис. 7, b)
при одинаковых безразмерных параметрах дефекта. Множественные пересе-
чения кривых для дефектов на разных поверхностях вызваны чередованием
минимальной критической скорости. В случае внешнего расположения несо-
вершенства соответствующие графики выглядят менее монотонными. Когда
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длина дефекта достигает некоторого порогового значения, влияние поверхно-
сти расположения на критические скорости потери устойчивости становится
минимальным. Величина этой нейтральной области зависит не от жесткости
дефекта, а от его геометрических размеров и размеров трубы.

При анализе зависимости критических скоростей жидкости Ψ от глубины
дефекта 𝜂 в случае его фиксированной длины 𝜉, как и ранее, рассматрива-
ются трубы различных размеров, соответствующие варианту II (рис. 8, a)
и варианту I (рис. 8, b) при одинаковых безразмерных параметрах. Данные,
приведенные на рис. 8, демонстрируют существенное различие в поведении
критических скоростей потери устойчивости, возникающее в результате вы-
бора поверхности расположения дефекта. Причем с увеличением глубины
𝜂 это различие увеличивается. Кроме этого, в случае дефекта на внешней

Рис. 7. Зависимости критической скорости Ψ от длины дефекта 𝜉 при размере трубы
𝑙 = 6 (a) и 𝑙 = 8 (b): 𝜁 = 0.5, 𝜂 = 0.1; �, �— 𝑘 = 0.7; N, M— 𝑘 = 0.3; ∙, ∘— 𝑘 = 0.01;

сплошные символы — внешний дефект; открытые символы — внутренний дефект
[Figure 7. Dependence of the critical velocity Ψ on the length of the defect 𝜉 for a pipe size
𝑙 = 6 (a) and 𝑙 = 8 (b); 𝜁 = 0.5, 𝜂 = 0.1; �, �— 𝑘 = 0.7; N, M— 𝑘 = 0.3; ∙, ∘— 𝑘 = 0.01;

filled markers stand for the external defect; open markers—for the internal defect]

Рис. 8. Зависимости критической скорости Ψ от глубины дефекта 𝜂 при длине трубы
𝑙 = 6 (a) и 𝑙 = 8 (b): 𝜁 = 0.5, 𝜉 = 0.1; �, �— 𝑘 = 0.7; N, M— 𝑘 = 0.3; ∙, ∘— 𝑘 = 0.01;

сплошные символы — внешний дефект; открытые символы — внутренний дефект
[Figure 8. Dependence of the critical velocity Ψ on the depth of the defect 𝜂 for a pipe
length 𝑙 = 6 (a) and 𝑙 = 8 (b); 𝜁 = 0.5, 𝜉 = 0.1; �, �— 𝑘 = 0.7; N, M— 𝑘 = 0.3; ∙, ∘—

𝑘 = 0.01; filled markers stand for the external defect; open markers—for the internal defect]
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поверхности имеет место такой диапазон его глубин, убывающий со сниже-
нием жесткости дефекта, при котором изменение критической скорости Ψ
незначительно. Для более длинных оболочек (рис. 8, b) такая зависимость
отсутствует.

Характер зависимостей, представленных на рис. 8, определяется толь-
ко заданной комбинацией параметров дефекта. Различие в критических ско-
ростях Ψ, полученных при различном расположении дефекта 𝜁, снижается
с увеличением его длины 𝜉. Вышеизложенное демонстрируется результатами,
приведенными на рис. 9, a, которые получены при длине дефекта, равной
𝜉 = 0.4, в отличие от рис. 8, a, где 𝜉 = 0.1. Для сравнения: зависимость Ψ(𝜉),
полученная для более глубокого дефекта 𝜂 = 0.3 и показанная на рис. 9, b,
не имеет качественных отличий от результатов, представленных на рис. 7, a.

Рис. 9. Зависимости критической скорости Ψ от глубины 𝜂 (a) и длины 𝜉 (b) дефекта при
𝑙 = 6 и 𝜁 = 0.5: a — 𝜉 = 0.4; b — 𝜂 = 0.3; �, �— 𝑘 = 0.7; N, M— 𝑘 = 0.3; ∙, ∘— 𝑘 = 0.01;

сплошные символы — внешний дефект; открытые символы — внутренний дефект
[Figure 9. Dependence of the critical velocity Ψ on the depth 𝜂 (a) and the length 𝜉 (b) of the

defect for 𝑙 = 6 and 𝜁 = 0.5; a — 𝜉 = 0.4; b — 𝜂 = 0.3; �, �— 𝑘 = 0.7; N, M— 𝑘 = 0.3; ∙, ∘—
𝑘 = 0.01; filled markers stand for the external defect; open markers—for the internal defect]

Численным экспериментами было подтверждено, что по мере уменьше-
ния жесткости дефекта, расположенного на внешней поверхности трубы, ре-
зультаты стремятся к предельному варианту, при котором область дефекта
целиком исключается из расчета («коррозийная яма»).

Заключение. В работе представлена математическая модель и алгоритм
ее численной реализации, предназначенные для исследования гидроупругой
устойчивости цилиндрических труб, имеющих поверхностный дефект и взаи-
модействующих с внутренним потоком потенциальной сжимаемой жидкости.
Проведен ряд численных экспериментов с целью выявления степени влияния
различных параметров дефекта на критические скорости потери устойчи-
вости. Из полученных результатов следует, что наличие дефекта приводит
к снижению границ гидроупругой устойчивости. Степень и характер влия-
ния определяются геометрическими размерами области дефекта, принятыми
для нее физико-механическими параметрами и поверхностью расположения.
Установлено, что в зависимости от характеристик трубы и дефекта мини-
мальные критические скорости имеют место при его расположении в центре
или на расстоянии одной трети от торцов трубы. С прикладной точки зре-
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ния эти критические точки требуют дополнительной защиты во избежание
снижения границ гидроупругой устойчивости.
Конкурирующие интересы. Мы заявляем, что у нас нет конфликта интересов в
отношении авторства и публикации этой статьи.
Авторский вклад и ответственность. Мы несем полную ответственность за
предоставление окончательной рукописи в печать. Каждый из нас одобрил окон-
чательную версию рукописи.
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Abstract

This paper is concerned with the dynamic behavior of an elastic cylin-
drical pipe with surface defects interacting with the internal flow of a com-
pressible fluid. A defect in the form of a ring of rectangular cross-section is
located on the inner or outer surface of an elastic body and characterized
by its own set of physico-mechanical parameters. The behavior of an ideal
compressible fluid is described using the potential theory, and the behavior
of the pipe is considered in the framework of the linear theory of elasticity.
The hydrodynamic pressure exerted by the fluid on the inner surface of the
pipe (defect) is determined with the use of the Bernoulli equation. A mathe-
matical formulation of the problem of the elastic body dynamics is based on
the variational principle of virtual displacements, and the system of equa-
tions for a liquid medium is developed using the Bubnov-Galerkin method.
For the numerical implementation of the algorithm, a semi-analytic version
of the finite element method is used. The stability of the system is estimated
based on the results of computation and analysis of complex eigenvalues for
a coupled system of equations. Verification of the model is carried out for
the case of an ideal pipe by comparing the obtained results with the known
experimental and numerical data. The effect of the geometric and physico-
mechanical parameters of the defect on the critical fluid velocity responsible
for the loss of stability is studied for a cylindrical pipe clamped at both ends.
It is shown that defects reduce the boundary of hydroelastic stability. It has
been found that the defect located on the outer surface of the pipe exerts
a greater impact on the system stability than it does when located on the
wetted surface of the pipe.
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