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Аннотация
Использование аналитических решений для анализа состояния тел

при исследовательских и инженерных расчетах обеспечивает вычисли-
тельное ресурсосбережение. Цель работы — обеспечение методологии по-
строения полнопараметрических решений задач математической физи-
ки, в том числе основной смешанной задачи эластостатики. Средством
является относительно новый энергетический метод граничных состоя-
ний, опирающийся на компьютерные алгебры, который исходит из по-
нятия состояния среды, изоморфизма гильбертовых пространств внут-
ренних и граничных состояний тела и является самодостаточным в том
смысле, что принципиально не требует сопоставления решения тестовых
задач с таковыми, построенными иными методами. Для включения в ре-
шение в явном виде констант среды в работе рекомендуется экономящий
вычислительные ресурсы метод граничных состояний с возмущениями,
в котором прямой метод «обвязывается» подходом А. Пуанкаре. Для
явного включения в решение параметров граничных условий предложе-
на технология эталонных решений. Ее эффективность продемонстриро-
вана на конкретном примере основной смешанной задачи эластостати-
ки. В качестве объекта исследования назначено односвязное ограничен-
ное тело, граница которого разбита на три участка. На каждом участке
удерживается индивидуальный способ параметризации точек границы:
полярная, цилиндрическая, сферическая системы координат. Расчеты
выполняются с применением компьютерной алгебры вычислительной
системы Mathematica. Продемонстрирована эффективность разработан-
ной методологии для достижения поставленной цели. Описана последо-
вательность шагов метода, ведущая к гарантированному достижению
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Построение полнопараметрических аналитических решений. . .

цели. Выполнено решение конкретной задачи. Результаты представле-
ны в явной аналитической форме, содержащей все параметры краевой
задачи теории упругости, и проиллюстрированы графически после рас-
чета по аналитическому решению при конкретном наборе значений па-
раметров.

Ключевые слова: метод граничных состояний, метод граничных со-
стояний с возмущениями, полнопараметрическое аналитическое реше-
ние, основная смешанная задача, эластостатика, компьютерная алгебра.

Получение: 25 января 2018 г. / Исправление: 25 июля 2018 г. /
Принятие: 3 сентября 2018 г. / Публикация онлайн: 13 октября 2018 г.

Введение. Факт наличия аналитического решения краевых задач урав-
нений математической физики переоценить трудно. Простой расчет по гото-
вым формулам позволяет проводить любой анализ решения и отвечать даже
на самые замысловатые вопросы вплоть до решения задач параметрической
оптимизации объекта с вполне конкретными целевыми назначениями при со-
блюдении любых ограничений на характеристики объекта. Конечно, широкое
применение современных вычислительных технологий, основанных на «чис-
ле», позволяет во многих случаях справиться и с такой проблемой, но при
этом приходится вести глобальный пересчет практически на всех этапах по-
строения численного решения, а не просто расчет по формулам единожды
построенного аналитического решения. Эта альтернатива делает актуальной
тему работы— построение полнопараметрического решения (ППР).

К настоящему моменту времени этапы в построении ППР (обезразмери-
вание, учет варьируемости физических параметров среды с последующим
интерполированием [1], построение ППР первой и второй основных задач
теории упругости (ТУ) при учете множественных символьных параметров
в граничных условиях (ГУ) и в выражениях для объемных сил) уже прой-
дены. На очереди стоят задачи со смешанными ГУ опять же при наличии
множественности варьируемых параметров в выражениях как для поверх-
ностных усилий, так и для перемещений. Кроме этого, представляется более
эффективной методология использования метода возмущений, «обвязываю-
щего» метод граничных состояний (МГСВ), для вычислительного ресурсо-
сбережения.

Цель работы состоит в построении ППР основной смешанной задачи ТУ
при конечном наборе варьируемых параметров ГУ и учет в аналитическом
по форме решении физических параметров среды средствами МГСВ.

Задачи, соответствующие поставленной цели:
1) формулировка и построение эталонных решений основной смешанной

задачи ТУ по классификации Н. И. Мусхелишвили [2]. В эталонном
решении участвует лишь состояние среды, соответствующее ровно од-
ному варьируемому параметру ГУ. Линейная комбинация эталонных
решений с коэффициентами— символами включает таковые в ППР;

2) каждое эталонное решение должно в явном виде содержать символ 𝜈 —
коэффициент Пуассона линейно-упругой среды;

3) выполнение решения конкретной задачи, подтверждающее достижение
поставленной цели.
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1. Метод граничных состояний с возмущениями как средство
учета параметров среды в полнопараметрическом решении

1.1. Основные положения метода граничных состояний. В основу
построения ППР положен метод граничных состояний (МГС), сравнитель-
но новый «прямой» метод, исходящий из изоморфизма гильбертовых про-
странств внутренних 𝜉 = {𝑢𝑖, 𝑒𝑖 𝑗 , 𝜎𝑖 𝑗} ∈ Ξ и граничных 𝛾 = {𝑢𝑖, 𝑝𝑖} ∈ Γ
состояний упругого тела, занимающего область 𝑉 ⊂ R3 с границей 𝜕𝑉 , где
𝑢𝑖 —компонента вектора перемещений; 𝑒𝑖𝑗 , 𝜎𝑖𝑗 —компоненты тензоров дефор-
мации и напряжений; 𝑝𝑖 = 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 , 𝑛𝑗 символизирует единичный вектор внеш-
ней нормали к границе. Изоморфизм Ξ ↔ Γ обусловлен, с одной стороны,
возможностью продолжения решения 𝜉 на границу (𝜉 → 𝛾), а с другой — тео-
ремой Сомильяна [3], гарантирующей обратное соответствие 𝛾 → 𝜉. Свойства
аддитивности и однородности выполняются:

𝛼𝜉(1) + 𝛽𝜉(2) ↔ 𝛼𝛾(1) + 𝛽𝛾(2);

равенство скалярных произведений заведомо выполняется в силу принципа
возможных перемещений:

(𝜉(1), 𝜉(2))Ξ =

∫︁
𝑉
𝜎
(1)
𝑖𝑗 𝑒

(2)
𝑖𝑗 𝑑𝑣 =

∫︁
𝜕𝑉

𝑝
(1)
𝑖 𝑢

(2)
𝑖 𝑑𝑠 = (𝛾(1), 𝛾(2))Γ. (1)

Определяющие эластостатическое состояние уравнения суть (тензорно-
индексная форма записи, безразмерная форма) [4]:

1) соотношения Коши

𝑒𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖), (2)

2) обобщенный закон Гука

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝜃𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝑒𝑖𝑗 , 𝜃 = 𝑒𝑖𝑖, (3)

3) уравнения равновесия
𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑋0

𝑖 = 0, (4)

где 𝜆 = 2𝜈𝜇
1−2𝜈 —параметр Ламе, 𝜈 —коэффициент Пуассона, 𝜇—модуль

сдвига, 𝜃— объемная деформация, 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера, 𝑋0
𝑖 отвечает

за вектор объемных сил.
Соотношения (1)–(4) ниже будем понимать записанными в безразмерной

форме в соответствии с Π-теоремой [5]. В качестве геометрического мас-
штабирующего коэффициента выберем некоторое значение 𝑅, совпадающее
с каким-либо характерным параметром конкретной задачи. В качестве жест-
костного параметра удобно принимать значение модуля сдвига.

Соотношения (2)–(4) приводятся к системе трех дифференциальных урав-
нения Ламе относительно перемещений, общее решение которой построено
Папковичем и Нейбером [6]. Однако для формирования базиса гильбертовых
пространств Ξ для односвязного тела удобно использовать общее решение
Аржаных—Слободянского [3]:

𝑢𝑖 = 4(1 − 𝜈)𝐵𝑖 + 𝑥𝑗𝐵𝑖,𝑗 − 𝑥𝑖𝐵𝑗,𝑗 + 𝜒,𝑖,
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где 𝐵𝑖 —компонента произвольного гармонического вектора (полагаем базис
гармонических многочленов известным); 𝜒 в случае потенциальных объем-
ных сил (Π —их потенциал) является решением уравнения Пуассона

𝜒,𝑖𝑖 =
1 − 2𝜈

2𝜇(1 − 𝜈)
Π. (5)

В случае неограниченного односвязного тела Аржаных и Слободянским так-
же построено общее решение. Комбинирование обеих форм решений позволя-
ет организовать базис пространств состояний для произвольного полостного
тела [7].

После ортогонализации базиса в соответствии со скалярным произведе-
нием (1) любое состояние 𝜉 можно разыскивать в виде ряда Фурье

𝜉 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝜉
(𝑘)

с коэффициентами 𝑐𝑘 по элементам 𝜉(𝑘), 𝑘 ∈ N ортонормированного базиса.
В общем случае линейная однородная задача приводится к разрешающей

бесконечной системе уравнений (БСУ)

𝑄c = q

относительно коэффициентов Фурье c = {𝑐𝑘} (в случае неоднородной за-
дачи выполняется традиционная декомпозиция). Коэффициенты матрицы
𝑄 = [𝑄𝑛𝑘] («скелет» задачи) зависят от базиса пространства Γ и типа ГУ;
правые части определяются базисом пространства Γ и конкретизацией ГУ.

В случае первой и второй основных задач матрица 𝑄 является единичной,
следовательно, коэффициенты Фурье вычисляются рутинно в соответствии
с определением скалярного произведения (1), примененного к ортонормиро-
ванному базису. Для основной смешанной задачи «скелет» есть

𝑄𝑛𝑘 =

∫︁
𝑆𝑝

𝑢
(𝑛)
𝑖 𝑝

(𝑘)
𝑖 𝑑𝑠 +

∫︁
𝑆𝑢

𝑝
(𝑛)
𝑖 𝑢

(𝑘)
𝑖 𝑑𝑠,

где 𝑆𝑝
⋃︀
𝑆𝑢 = 𝜕𝑉 , 𝑆𝑝

⋂︀
𝑆𝑢 = ∅, т.е. граница тела разбита на два класса в со-

ответствии с удерживаемыми на них условиями.
В основных задачах теории упругости коэффициенты Фурье определяют-

ся либо квадратурами

𝑐𝑛 =

∫︁
𝜕𝑉

𝑝𝑖𝑢
(𝑛)
𝑖 𝑑𝑠, (6)

либо формулой

𝑐𝑛 =

∫︁
𝜕𝑉

𝑢𝑖𝑝
(𝑛)
𝑖 𝑑𝑠, (7)

где 𝑝𝑖, 𝑢𝑖 конкретизируют ГУ в соответствующих задачах.
Основная смешанная задача имеет следующее представление правых ча-

стей БСУ:
𝑞𝑛 =

∫︁
𝑆𝑝

𝑝𝑖𝑢
(𝑛)
𝑖 𝑑𝑠 +

∫︁
𝑆𝑢

𝑢𝑖𝑝
(𝑛)
𝑖 𝑑𝑠. (8)
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Приближенное решение БСУ можно получать методом усечения, добива-
ясь необходимой точности.

1.2. Использование метода возмущений в контексте МГС. При
коэффициенте 𝜈0 = 1/4 имеем 𝜆 = 𝜆0 = 𝜇0. При этом, если масштаби-
рующий напряжения параметр принять равным реальному модулю сдвига
𝜇, то 𝜆0 = 𝜇0 = 1. При применении метода возмущений для прочностных
оценок упругих тел (нерыхлых, сжимаемых) представляется наиболее удоб-
ным для введения малого параметра 𝛽 использовать коэффициент Пуассона
𝜈 ∈ (0; 0.5), принимая за 𝜈0 = 1/4. Тогда 𝜈 = 𝜈0(1 + 𝛽), 𝛽 ∈ (−0.25; 0.25). Ре-
шение любой задачи средствами МГС, т. е. внутреннее состояние и граничное
состояние, будем искать в форме асимптотического разложения по малому
параметру 𝛽, порожденному представлением объемного параметра Ламе

𝜆 =
2𝜈𝜇

1 − 2𝜈
=

2𝜈0(1 + 𝛽)𝜇0

1 − 2𝜈0(1 + 𝛽)
=

2𝜈0𝜇0

1−2𝜈0
(1 + 𝛽)

1 − 2𝜈0
1−2𝜈0

𝛽
.

Последнее представление для 𝜆 выполнено для того, чтобы его знамена-
тель отвечал за сумму известной бесконечной геометрической прогрессии.

Из соображений удобства введем обозначения

𝜆0 =
2𝜈0𝜇0

1 − 2𝜈0
, 𝛼 =

2𝜈0
1 − 2𝜈0

𝛽.

Убеждаемся, что 𝛼— также малый параметр, например, при 𝜈0 = 1/4 имеем
𝛼 = 𝛽. Тогда для параметра Ламе получаем следующее представление:

𝜆 =
𝜆0 + 𝜇0𝛼

1 − 𝛼
= (𝜆0 + 𝜇0𝛼)

∞∑︁
𝑡=0

𝛼𝑡.

Здесь использована сумма бесконечной геометрической прогрессии с показа-
телем |𝛼| < 1. Окончательно можно записать

𝜆 =

∞∑︁
𝑡=0

𝜆
(𝑡)
* 𝛼𝑡, 𝜆

(𝑡)
* =

{︂
𝜆0, 𝑡 = 0

𝜆0 + 𝜇0, 𝑡 > 0.

Будем разыскивать решение любой краевой задачи для (2)–(4) в форме
асимптотических рядов по 𝛼 (разложение для 𝑋0

𝑖 считаем известным):

{︀
𝑢𝑖, 𝑒𝑖 𝑗 , 𝜎𝑖 𝑗 , 𝑋

0
𝑖

}︀
=

∞∑︁
𝑡=0

𝛼𝑡
{︀
𝑢
(𝑡)
𝑖 , 𝑒𝑡𝑖 𝑗 , 𝜎

(𝑡)
𝑖 𝑗 , 𝑋

0(𝑡)
𝑖

}︀
. (9)

Подстановка (9) в формулу Коши (2) дает аналогичное соотношение для ите-
раций метода малого параметра:

2𝑒
(𝑡)
𝑖𝑗 = 𝑢

(𝑡)
𝑖,𝑗 + 𝑢

(𝑡)
𝑗,𝑖.

Аналогичная операция с (3) приводит к соотношению
∞∑︁
𝑡=0

𝜎
(𝑡)
𝑖𝑗 𝛼𝑡 =

∞∑︁
𝑚=0

𝜆
(𝑚)
* 𝛼𝑚

∞∑︁
𝑙=0

𝜃(𝑙)𝛼𝑙𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇0

∞∑︁
𝑡=0

𝑒
(𝑡)
𝑖𝑗 𝛼

𝑡,
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в котором первое слагаемое правой части преобразуем, изменив порядок сум-
мирования. А именно, положим 𝑡 = 0, 1, . . . , 𝑞 = 0, 1, . . . , 𝑡− 1 и обозначим

𝜗(𝑡) = − 1

𝜆
(𝑡)
*

Π(𝑡) + 𝜃(𝑡), Π(𝑡) =

{︂
0, 𝑡 = 0

−𝜆
(𝑡)
*

∑︀𝑡−1
𝑞=0 𝜃

(𝑞), 𝑡 > 0.

Введение дополнительного обозначения

𝑠
(𝑡)
𝑖𝑗 = 𝜎

(𝑡)
𝑖𝑗 +

1

𝜆
(𝑡)
*

Π(𝑡) (10)

приводит соотношение (3) к форме обобщенного закона Гука для каждой ите-
рации 𝑡 метода возмущений А. Пуанкаре, фундаментально описанного в [8]
и эффективно приспособленного к механике деформируемого твердого те-
ла [9]:

𝑠
(𝑡)
𝑖𝑗 = 𝜆

(𝑡)
* 𝜗(𝑡)𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇0𝑒

(𝑡)
𝑖𝑗 ,

которые для альтернирующих случаев принимают вид

𝑡 = 0 : 𝑠
(0)
𝑖𝑗 = 𝜆0𝜗

(0)𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇0𝑒
(0)
𝑖𝑗 ,

𝑡 > 0 : 𝑠
(𝑡)
𝑖𝑗 = (𝜆0 + 𝜇0)𝜗

(𝑡)𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇0𝑒
(𝑡)
𝑖𝑗 .

Анализ выражения коэффициента Пуассона 𝜈 = 𝜆
2(𝜆+𝜇) применительно к двум

последним формулам показывает, что для случая 𝑡 = 0 удачным вариантом
является коэффициент Пуассона 𝜈0 = 1/4, поскольку коэффициент Пуас-
сона представляется простейшим допустимым рациональным числом. Тогда
итерациям 𝑡 > 0 соответствует 𝜈0 = 1/3.

Разложение уравнений равновесия (4) в ряд по малому параметру приво-
дит к форме классического соотношениям равновесия, но относительно 𝑠

(𝑡)
𝑖𝑗 :

𝑠
(𝑡)
𝑖𝑗,𝑗 + 𝑋

(𝑡)
𝑖 = 0,

где 𝑋
(𝑡)
𝑖 = 𝑋

0(𝑡)
𝑖 + Π

(𝑡),𝑖 . Отсюда становится понятен смысл принятого обо-
значения в (10), в котором позиция Π(𝑡) оказывается потенциалом фиктив-
но добавленных объемных сил. Если при 𝑡 > 0 величина 𝑋

0(𝑡)
𝑖 отсутствует,

что всегда можно обеспечить, заложив в качестве 𝑋
0(0)
𝑖 изначально задан-

ную силу, то далее становятся пригодными для проведения анализа решения
Папковича—Нейбера или Аржаных—Слободянского.

2. Алгоритм решения задачи. На каждой итерации МГСВ исполь-
зуется метод граничных состояний. Обозначим нулевую итерацию номером
𝑡 = 0; последующим итерациям соответствует 𝑡 > 0.

1. Проводим декомпозицию искомого решения:

𝜉(𝑡) = 𝜉∘(𝑡) + 𝜉∙(𝑡),

𝜉∘(𝑡) — состояние, обусловленное ГУ, учитывающими их изменение от
действия объемных сил на границе; 𝜉∙(𝑡) — состояние, обусловленное
объемными силами.
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2. Строим состояние 𝜉∙(𝑡) от объемных сил. Эти силы, фиктивно возника-
ющие в задаче, всегда будут потенциальными. Способ их нахождения
связан с решением уравнения (5) и не составляет труда.

3. Вносим поправку в ГУ для 𝜉∘(𝑡).
4. Методом граничных состояний решаем задачу для 𝜉∘(𝑡):

а) набираем исходный базис внутренних и граничных состояний на
основе формул Аржаных—Слободянского, соотношения Коши и
обобщенного закона Гука. Требуется два разных базиса для ну-
левой и последующих итераций;

б) проводим ортогонализацию каждого базиса [7] в соответствии со
скалярным произведением (1);

в) строим матрицу БСУ и вектор правых частей БСУ. Для первой
и второй основных задач «скелетом» является единичная матри-
ца. В случае основной смешанной задачи

𝑄𝑡𝑚 =

∫︁
𝑆𝑝

(︀
𝑢(𝑡)𝑥 𝑝(𝑚)

𝑥 + 𝑢(𝑡)𝑦 𝑝(𝑚)
𝑦 + 𝑢(𝑡)𝑧 𝑝(𝑚)

𝑧

)︀
𝑑𝑠+

+

∫︁
𝑆𝑢

(︀
𝑝(𝑡)𝑥 𝑢(𝑚)

𝑥 + 𝑝(𝑡)𝑦 𝑢(𝑚)
𝑦 + 𝑝(𝑡)𝑧 𝑢(𝑚)

𝑧

)︀
𝑑𝑠.

В первой и второй основных задачах правые части в соответ-
ствии с определениями (6), (7) таковы:

𝑞𝑡 =

∫︁
𝜕𝑉

(︀
𝑝𝑥𝑢

(𝑡)
𝑥 + 𝑝𝑦𝑢

(𝑡)
𝑦 + 𝑝𝑧𝑢

(𝑡)
𝑧

)︀
𝑑𝑠,

𝑞𝑡 =

∫︁
𝜕𝑉

(︀
𝑢𝑥𝑝

(𝑡)
𝑥 + 𝑢𝑦𝑝

(𝑡)
𝑦 + 𝑢𝑧𝑝

(𝑡)
𝑧

)︀
𝑑𝑠.

В основной смешанной задаче в соответствии с (8) правые части
уравнения имеют развернутый вид:

𝑞𝑡 =

∫︁
𝑆𝑝

(︀
𝑝𝑥𝑢

(𝑡)
𝑥 + 𝑝𝑦𝑢

(𝑡)
𝑦 + 𝑝𝑧𝑢

(𝑡)
𝑧

)︀
𝑑𝑠+

∫︁
𝑆𝑢

(︀
𝑢𝑥𝑝

(𝑡)
𝑥 +𝑢𝑦𝑝

(𝑡)
𝑦 +𝑢𝑧𝑝

(𝑡)
𝑧

)︀
𝑑𝑠;

г) рассчитываем коэффициенты Фурье: c = 𝑄−1q;
д) о сходимости решения на каждой итерации косвенно свидетель-

ствует насыщение суммы Бесселя (левая часть неравенства Бес-
селя), характеризуемая величиной 𝑏 =

√︀∑︀
𝑛 c2𝑛 разложения ре-

шения в ряд Фурье, и среднеквадратическая интегральная невяз-
ка построенного решения на границе с заданными ГУ.

5. Строим результирующее решение задачи

𝜉 =
∑︁
𝑘

𝜔𝑘𝜉(𝑘)

и изоморфное ему граничное состояние

𝛾 =
∑︁
𝑘

𝜔𝑘𝛾(𝑘).
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Последнее позволяет непосредственно оценить погрешность постро-
енного решения сравнением граничного состояния с заданными ГУ
и при необходимости повторить процедуру за счёт увеличения мощ-
ности удерживаемого отрезка базиса.

3. Метод эталонных решений для включения параметров гра-
ничных условий основной смешанной задачи. В качестве примера эф-
фективного применения разработанного аппарата рассмотрим осесимметрич-
ную задачу для тела (рис. 1), допускающую различные сочетания параметров
нагружения трех типов постановок (см. таблицу, наборы параметров, участ-
вующих в граничных условиях, определены параметризацией: на 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3

применены соответственно полярная, цилиндрическая, сферическая системы
координат). Ниже понимаем: 𝑆𝑢 = 𝑆1, 𝑆𝑝 = 𝑆2 ∪ 𝑆3.

Будем предполагать, что геометрические пропорции зафиксированы (𝑅—
параметр геометрического подобия), материал тела, как и его упругие моду-
ли, варьируется произвольным образом. Требуется выписать ППР, учитыва-
ющее произвольное сочетание параметров нагружения.

Для построения решения можно использовать известный процесс Швар-
ца [10], итерационно и поочередно учитывая ГУ лишь на одном из трех участ-
ков границы (он и сейчас эффективно используется [11]). Однако более эф-
фективным является прямой МГС, который и был реально применен.

Эталонные состояния 𝜉𝐼 , 𝜉𝐼𝐼 и 𝜉𝐼𝐼𝐼 строились независимо друг от друга
при ГУ, приведенных в таблице.

Рис. 1. Деформируемое тело
[Figure 1. Deformable body]

Граничные условия в эталонных задачах
[Border conditions in the reference problems]

u|𝑆1
p|𝑆2

p|𝑆3

Problem 1

(︃
0
0
0

)︃ (︃
0
0
0

)︃ (︃
cos𝜙 cos 𝜃 sin 2𝜃
cos 𝜃 sin𝜙 sin 2𝜃

0

)︃

Problem 2

(︃
0
0
−1

)︃ (︃
𝑧 cos𝜙
𝑧 sin𝜙

0

)︃ (︃
0
0
0

)︃

Problem 3

⎛⎝ 0
0

(−1 + 𝑟2)2

⎞⎠ (︃
0
0
0

)︃ (︃
0
0
0

)︃
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На рис. 2 представлены линии уровня напряжений в сечении 𝑦 = 0 при
линейной комбинации состояний 𝜉𝐼 , 𝜉𝐼𝐼 , 𝜉𝐼𝐼𝐼 соответственно в задачах 1, 2, 3:

𝜉 = 𝑚1𝜉
𝐼 + 𝑚2𝜉

𝐼𝐼 + 𝑚3𝜉
𝐼𝐼𝐼

при значениях параметров 𝑚1 = −0.01, 𝑚2 = −0.005, 𝑚3 = 0.002 (безразмер-
ная постановка).

Значения 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 определяются постановкой конкретных ГУ.
Представленные на осевых купюрах линии уровня механических харак-

теристик комментариев не требуют. Внешней области по отношению к телу
соответствует нулевой уровень характеристики. Более светлым слоям по от-
ношению друг другу соответствуют более высокие по уровню значения.

После перехода к размерным величинам получаем ППР, учитывающее
произвольное сочетание параметров нагружения:

Рис. 2. Линии уровня безразмерных напряжений
[Figure 2. The level lines of dimensionless stresses]
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𝑢𝑥 = 𝑘
[︀
0.245𝑥𝑧/𝑅 + 0.218𝑥𝑧2/𝑅2 − 0.229𝑥𝑧4/𝑅4+

+ 4
(︀
−0.115𝑥5𝑧3/𝑅5 + 0.117𝑥3𝑧3/𝑅5 + 0.116𝑥𝑦2𝑧3/𝑅5−
− 0.225𝑥3𝑦2𝑧3/𝑅7 − 0.117𝑥𝑧4/𝑅4 − 0.134𝑥𝑧5/𝑅5

)︀
(𝜈 − 0.25)+

+ 16
(︀
−0.167𝑥3𝑦2𝑧3/𝑅7 − 0.125𝑥𝑧4/𝑅4 − 0.124𝑥𝑧5/𝑅5

)︀
(𝜈 − 0.25)2

]︀
+

+ 𝑚
[︀
−0.214𝑥3𝑧2/𝑅4 − 0.210𝑥𝑦2𝑧2/𝑅4 + 0.322𝑥3𝑦2𝑧3/𝑅7 + 0.271𝑥𝑧4/𝑅4+

+ 4
(︀
−0.177𝑥𝑧2/𝑅2 + 0.172𝑥3𝑦2𝑧3/𝑅7 + 0.211𝑥𝑧4/𝑅4

)︀
(𝜈 − 0.25)+

+ 16
(︀
−0.201𝑥𝑧2/𝑅2 + 0.217𝑥𝑧4/𝑅4

)︀
(𝜈 − 0.25)2

]︀
+

+ 𝑛
[︀
−0.309𝑥𝑧/𝑅 + 0.248𝑥3𝑧3/𝑅5 − 0.243𝑥𝑦2𝑧5/𝑅7+

+ 4
(︀
−0.234𝑥𝑧/𝑅− 0.273𝑥3𝑧5/𝑅7 − 0.274𝑥𝑦2𝑧5/𝑅7

)︀
(𝜈 − 0.25)+

+16
(︀
−0.191𝑥𝑧/𝑅−0.196𝑥3𝑦2𝑧/𝑅5−0.283𝑥3𝑧5/𝑅7−0.285𝑥𝑦2𝑧5/𝑅7

)︀
(𝜈−0.25)2

]︀
;

𝑢𝑦 = 𝑘
[︀
0.245𝑦𝑧/𝑅 + 0.218𝑦𝑧2/𝑅2 − 0.228𝑦𝑧4/𝑅4+

+ 4
(︀
0.115𝑥2𝑦𝑧3/𝑅5 + 0.116𝑦3𝑧3/𝑅5 − 0.229𝑥2𝑦3𝑧3/𝑅7−
− 0.115𝑦𝑧4/𝑅4 − 0.134𝑦𝑧5/𝑅5

)︀
(𝜈 − 0.25)+

+ 16
(︀
−0.171𝑥2𝑦3𝑧3/𝑅7 − 0.123𝑦𝑧4/𝑅4 − 0.124𝑦𝑧5/𝑅5

)︀
(𝜈 − 0.25)2

]︀
+

+ 𝑚
[︀
0.315𝑥2𝑦3𝑧3/𝑅7 + 0.270𝑦𝑧4/𝑅4+

+ 4
(︀
−0.177𝑦𝑧2/𝑅2 + 0.173𝑥2𝑦3𝑧3/𝑅7 + 0.210𝑦𝑧4/𝑅4

)︀
(𝜈 − 0.25)+

+ 16
(︀
−0.201𝑦𝑧2/𝑅2 + 0.216𝑦𝑧4/𝑅4

)︀
(𝜈 − 0.25)2

]︀
+

+ 𝑛
[︀
−0.309𝑦𝑧/𝑅 + 0.246𝑦3𝑧3/𝑅5 − 0.243𝑥2𝑦𝑧5/𝑅7 − 0.241𝑦3𝑧5/𝑅7+

+ 4
(︀
−0.234𝑦𝑧/𝑅− 0.274𝑥2𝑦𝑧5/𝑅7 − 0.272𝑦3𝑧5/𝑅7

)︀
(𝜈 − 0.25)+

+ 16
(︀
−0.286𝑥2𝑦𝑧5/𝑅7 − 0.283𝑦3𝑧5/𝑅7

)︀
(𝜈 − 0.25)2

]︀
;

𝑢𝑧 = 𝑘
[︀
−0.238𝑥4𝑦2𝑧2/𝑅7 + 0.183𝑥2𝑦2𝑧3/𝑅6 + 0.182𝑥2𝑦2𝑧4/𝑅7+

+ 4
(︀
−0.234𝑥2𝑦2𝑧2/𝑅5 − 0.239𝑥4𝑦2𝑧2/𝑅7−

− 0.234𝑥2𝑦4𝑧2/𝑅7 + 0.317𝑥2𝑦2𝑧4/𝑅7
)︀
(𝜈 − 0.25)+

+ 16
(︀
0.212𝑥2𝑧2/𝑅3 + 0.213𝑦2𝑧2/𝑅3 + 0.249𝑥2𝑦2𝑧4/𝑅7

)︀
(𝜈 − 0.25)2

]︀
+

+ 𝑚
[︀
0.672𝑥4𝑦2𝑧2/𝑅7 + 0.633𝑥2𝑦4𝑧2/𝑅7 − 0.754𝑥2𝑦2𝑧4/𝑅7+

+
(︀
0.403𝑥4𝑦2𝑧2/𝑅7 + 0.401𝑥2𝑦4𝑧2/𝑅7 − 0.298𝑥2𝑦2𝑧3/𝑅6−

− 0.257𝑥2𝑦2𝑧4/𝑅7
)︀
(4(𝜈 − 0.25) + 16(𝜈 − 0.25)2

]︀
+

+ 𝑛
[︀
0.836𝑥2𝑦2𝑧2/𝑅5 − 0.801𝑥4𝑦2𝑧2/𝑅7 − 0.746𝑥2𝑦4𝑧2/𝑅7+

+ 4
(︀
0.331𝑥2𝑧/𝑅2 + 0.332𝑦2𝑧/𝑅2 − 0.322𝑥2𝑦2𝑧/𝑅4+

+ 0.577𝑥2𝑦2𝑧2/𝑅5
)︀
(𝜈 − 0.25)+

+ 16
(︀
0.608𝑥2𝑦2𝑧2/𝑅5 − 0.337𝑥2𝑦2𝑧/𝑅4 − 0.331𝑥2𝑧2/𝑅3−

− 0.331𝑦2𝑧2/𝑅3
)︀
(𝜈 − 0.25)2

]︀
.
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Выводы
1. МГС является эффективным средством организации ресурсосберегаю-

щих ППР.
2. МГСВ рациональным образом обеспечивает присутствие констант сре-

ды в ППР.
3. Использование «эталонных» решений позволяет включать параметры

ГУ основной смешанной задачи эластостатики в аналитическое пред-
ставление решения.

Описанная методология позволяет получать ППР не только в задачах тео-
рии упругости (для односвязных, многосвязных тел, ограниченных и неогра-
ниченных, содержащих поверхностные особенности, однородных и неодно-
родных, с консервативными и непотенциальными объемными силами, изо-
тропных и анизотропных, с основными и смешанными граничными услови-
ями), но и в любых задачах математической физики, пространства решений
которых являются гильбертовыми.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
Финансирование. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 16–41–480729 р_а).
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Abstract

Using analytical solutions to analyze the state of the bodies at the re-
search and engineering calculations provides computing resources. We pro-
pose a methodology for structuring full parametric solutions to the problems
of mathematical physics, including the basic mixed problem of elastostatic.
The tool is a relatively new energy method of boundary states based on com-
puter algebra. The method is based on the concept of state of the medium,
isomorphism of Hilbert spaces of internal and boundary states of the body.
The method is self-sufficient in the sense that, in principle, does not require
comparison of the solution of test problems with those constructed by other
methods. For inclusion in the solution in an explicit form of the medium
constants we recommend saving computing resources method of boundary
states with perturbations in which the direct method is combined with ap-
proach to A. Poincare. To explicitly include in the decision parameters
the boundary conditions we suggested the technology of the reference so-
lutions. Its effectiveness is demonstrated on a concrete example the basic
mixed problem of elastostatic. The object of research is a limited simply
connected body whose boundary is divided into three sections. At each
site held individual method of parameterization of the points of the border:
polar, cylindrical, spherical coordinate systems. The calculations are made
using the computer algebra of the system “Mathematica” and demonstrated
the effectiveness of the developed methodology to achieve this goal. The
sequence of steps leading to guaranteed achievement of goal is described.
The decision of a concrete task is made. Its results are presented in explicit
analytical form containing all the parameters of the boundary value prob-
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lem of elasticity theory and illustrated graphically after calculation by the
analytic solution for a concrete set of parameter values.
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