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Аннотация

Изложены основные положения теории расчета предельных нагру-
зок, действующих на дискретные механические системы с разупрочня-
ющимися элементами. Методика опирается на численное определение
вырожденных критических точек потенциальной функции системы, где
происходит переход от устойчивости процесса нагружения к неустойчи-
вости (катастрофа, разрушение), и позволяет избежать решения боль-
шого числа нелинейных уравнений равновесия. В качестве примера при-
менения методики решена задача об определении предельного внутрен-
него давления в тонкостенном цилиндрическом резервуаре. При постро-
ении потенциальной функции системы использован специально постро-
енный единый потенциал для плоского квадратного элемента материала
в условиях двухосного растяжения, описывающий все стадии деформи-
рования, включая и разупрочнение.
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Введение. Вычисление предельной несущей способности механических
систем основывается на расчете параметров равновесных состояний при по-
степенно возрастающей нагрузке. Затем эти параметры тем или иным спосо-
бом сводят к некоторому скаляру и сравнивают его с предельной величиной,
полученной в эксперименте. Например, на каждом шаге догружения опреде-
ляют напряженное состояние элемента конструкции, находят соответствую-
щий инвариант тензора напряжений, который сравнивают с его предельной
величиной, взятой из эксперимента.

Возможен и другой подход, основанный на исследовании устойчивости
положений равновесия, когда разрушение связывают с невозможностью рав-
новесия, то есть с моментом потери устойчивости [1, 2]. Реализация данного
подхода возможна, если учитывать физически неустойчивые состояния ма-
териала (разупрочнение) [2–6]. Но и в этом случае возникает необходимость
в решении не удовлетворяющих условиям корректности по Адамару [7] боль-
ших систем нелинейных уравнений равновесия для определения критических
точек потенциальной функции механической системы, что является нетриви-
альной задачей [8]. Кроме того, выделение из них вырожденных критических
точек, где происходит смена устойчивости на неустойчивость, требует приме-
нения нетрадиционного аппарата теории катастроф [9,10]. Однако информа-
ция о параметрах равновесия (критических точках потенциальной функции
системы) при возрастающих нагрузках, вообще говоря, является излишней.
При определении предельной несущей способности нужно знать только вы-
рожденные критические точки. В данной работе представлена методика, ко-
торая позволяет избежать аналитического решения нелинейных уравнений.
Она основана на специальной числовой процедуре приближенного выбора
вырожденных критических точек. В качестве примера рассмотрена задача
о разрушении цилиндрического резервуара под действием внутреннего давле-
ния. Для построения потенциальной функции разработана методика постро-
ения единого потенциала для элемента материала, находящегося в плоском
напряженном состоянии и описывающего его свойства как при упрочнении,
так и при разупрочнении.

1. Общие положения. Положение механической системы в простран-
стве определяется конечным набором обобщенных координат (параметров со-
стояния) 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 . Величины параметров состояния зависят от набо-
ра задаваемых параметров управления системой 𝑠𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑀 (внешние
силы, перемещения некоторых точек системы, физико-механические свойства
элементов и т. п.). Причем параметры состояния должны принимать такие
значения, при которых механическая система находится в состоянии равно-
весия. Разрушение системы есть явление того же порядка, что и явление
невозможности равновесия [1]. Когда равновесие становится неустойчивым,
то реализуется или скачкообразный переход в ближайшее устойчивое равно-
весие, или глобальная катастрофа (разрушение). Поэтому под предельными
значениями параметров управления следует понимать такие их величины,
при реализации которых нарушается устойчивость системы.

В тех случаях, когда механическая система является градиентной [10], для
определения предельных значений параметров управления можно восполь-
зоваться следующей методикой. Градиентная система при квазистатическом
нагружении с постоянной температурой описывается потенциальной функци-
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ей (лагранжианом) Π(𝑞𝑖, 𝑠𝑗), связывающей параметры состояния и управле-
ния. Эта функция есть сумма потенциальных функций элементов системы,
которые могут быть как вогнутыми, так и выпукло-вогнутыми. Выпуклые
вниз (вогнутые) участки отвечают устойчивым состояниям элемента, выпук-
лые (выпуклые вверх) — неустойчивым. Точки перехода от выпуклости к во-
гнутости — пограничные точки, являющиеся в общем случае седловыми точ-
ками соответствующих потенциальных функций.

Когда механическая система находится в равновесии (устойчивом или
неустойчивом), для связи параметров состояния и управления в этом рав-
новесии можно использовать уравнение Лагранжа второго рода [11]. Тогда
уравнение равновесия имеет вид

𝜕Π(𝑞𝑖, 𝑠𝑗)

𝜕𝑞𝑖
= 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁. (1)

Если функция является выпукло-вогнутой, то при заданных управляющих
параметрах система (1) может иметь одно или более одного решения, как
устойчивых, так и неустойчивых. Следовательно, в данном случае не выпол-
няются условия Адамара [7].

Все решения системы (1) для всевозможных параметров управления обра-
зуют совокупность критических точек потенциальной функции Π. Известно
[10], что смена типа равновесия (устойчивого или неустойчивого) происходит
в вырожденных критических точках, которые определяются из совместного
решения уравнений (1) и уравнения, получающегося приравниванием к нулю
детерминанта матрицы устойчивости (матрицы Гессе потенциальной функ-
ции):

det
⃒⃒⃒𝜕2Π(𝑞𝑖, 𝑠𝑗)

𝜕𝑞𝑚𝜕𝑠𝑛

⃒⃒⃒
= 0, 𝑚, 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁. (2)

Очевидно, что уравнение (2) выделяет из множества критических точек вы-
рожденные критические точки.

Таким образом, для отыскания предельных значений параметров управ-
ления, при достижении которых система теряет устойчивость, сначала, как
правило, вычисляются все критические точки (решения уравнений (1)), за-
тем выделяются вырожденные точки и после подстановки их в уравнение (1)
определяются соответствующие параметры управления. Те параметры управ-
ления, при которых в первый раз достигается вырожденная критическая точ-
ка, то есть происходит смена устойчивого состояния механической системы
на неустойчивое, и будут предельными значениями внешних нагрузок.

При реализации данной системы нахождения предельных значений па-
раметров управления необходимо искать решения большого числа нелиней-
ных уравнений, что представляет достаточно сложную задачу. Однако задача
о вычислении предельных значений параметров управления не требует, во-
обще говоря, знания всех критических точек функции Π (параметров всех
положений равновесия механической системы). Необходимы только вырож-
денные точки, удовлетворяющие уравнению (2). Кроме того, для технических
приложений можно использовать их приближенные значения, вычисленные
с достаточной степенью точности.

Вычисление приближенных значений вырожденных критических точек
можно осуществить, применяя следующую численную процедуру. Рассмот-
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рим евклидово пространство R𝑀 ×R𝑁 —декартово произведение евклидовых
пространств размерности 𝑀 и 𝑁 . Элементами этого пространства являются
числа (𝑞𝑖, 𝑠𝑗). Задавая физически обоснованные пределы изменения парамет-
ров состояния и управления, получаем (𝑀+𝑁)-мерный куб в пространстве
R𝑀 × R𝑁 , который разбиваем сеткой узлов на множество «кубиков» с за-
данным шагом. Затем в каждом узле сетки разбиения вычисляем значения
компонент матрицы Гессе и величину ее определителя. Таким образом, каж-
дому узлу ставится в соответствие значение детерминанта матрицы Гессе.

После этого выделяем те узлы, в которых детерминант близок к нулю с до-
статочной степенью точности. Полученное множество 𝐵 точек пространства
R𝑀×R𝑁 содержит в себе все вырожденные критические точки потенциальной
функции Π. Чтобы выделить из множества 𝐵 критические точки функции Π,
следует подставить элементы множества 𝐵 в уравнения равновесия (1). Те из
них, которые удовлетворяют этим уравнениям с заданной степенью точно-
сти, будут вырожденными критическими точками. Параметры управления,
соответствующие ближайшей (по евкледовой метрике) к началу координат
вырожденной точке, образуют совокупность искомых предельных значений
управлений. Если существует группа вырожденных точек, находящихся на
одинаковом наименьшем расстоянии от начала координат, то получим раз-
личные сочетания значений параметров управления.

Таким образом, минуя стадию расчета параметров равновесных состоя-
ний, можно найти критические нагрузки, что достаточно для оценки проч-
ности механических систем.

2. Модельный пример. Применим изложенную выше методику к опре-
делению предельных параметров управления (нагрузок) при растяжении мо-
дельной стержневой системы, изображенной на рис. 1. Стержень 2— абсолют-
но упругий с жесткостью при растяжении, равной 𝑐. Стержень 1 изготовлен
из разупрочняющегося материала.

2.1. При мягком нагружении растягивающая сила 𝑝—параметр управ-
ления, а удлинение 𝑥 стержня 1 и перемещение 𝑢 правого свободного конца
стержня 2—параметры состояния (см. рис. 1). Сопротивление растяжению
стержня 1 задано функцией 𝑔(𝑥) (зависимость растягивающей силы от удли-
нения), обладающей как восходящей ветвью (упрочнение), так и ветвью, па-
дающей до нуля (стадия разупрочнения) [2,5]. В этом случае его потенциаль-

ная функция, равная
∫︁ 𝑥

0
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥, является выпукло-вогнутой, а лагранжиан

системы [5]

𝑄𝑝 =

∫︁ 𝑥

0
𝑔(𝑥)𝑑𝑥+

𝑐

2
(𝑢− 𝑥)2 −

∫︁ 𝑢

0
𝑝𝑑𝑢,

где второе слагаемое — энергия упругих деформаций стержня 2, последнее —

Рис. 1. Растягиваемая стержневая система с разупрочняющимся элементом
[Figure 1. A rod system with a softening element under tension]
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работа внешней силы, взятая со знаком минус.
Уравнения равновесия имеют вид

𝑄𝑝,𝑥 = 𝑔(𝑥) − 𝑐(𝑢− 𝑥) = 0, 𝑄𝑝,𝑢 = 𝑐(𝑢− 𝑥) − 𝑝 = 0. (3)

Здесь запятой обозначены частные производные по соответствующим аргу-
ментам. Приравнивая к нулю детерминант матрицы Гессе, получим уравне-
ние

𝑔,𝑥 = 0. (4)

Отметим, что это уравнение определяет максимум функции 𝑔(𝑥). Его
можно разрешить, используя следующую процедуру.

Проведем разбиение оси 𝑋 узлами с достаточно малым шагом. Подстав-
ляя координаты этих узлов в уравнение (4), находим среди них значение 𝑥′,
приближенно ему удовлетворяющее. Затем из уравнений (3) для данного 𝑥′
определяем 𝑝′ —предельную величину растягивающей силы.

2.2. В случае жесткого нагружения, когда растяжение осуществляется за-
данным перемещением 𝑢 (параметр управления), а 𝑥 является единственным
параметром состояния, лагранжиан системы есть функция 𝑄𝑢, равная двум
первым слагаемым в выражении для 𝑄𝑝.

Тогда имеем лишь одно уравнение равновесия (первое уравнение в системе
(3)). В матрице Гессе только один элемент. Тогда равенство детерминанта
нулю дает уравнение 𝑔′𝑥 + 𝑐 = 0. Его приближенное решение ищем так же,
как и решение уравнения (4).

В зависимости от величины параметра 𝑐 возможны три варианта.
В первом— решения не существует. Следовательно, деформирование си-

стемы идет равновесно вплоть до разделения стержня 1 на части при зна-
чении 𝑥 = 𝑥𝑧, когда падающая ветвь функции 𝑔(𝑥) достигает оси 𝑋. Пре-
дельное значение параметра управления получаем из уравнения равновесия
после подстановки 𝑥 = 𝑥𝑧:

𝑢𝑧 = 𝑔(𝑥𝑧)/𝑐+ 𝑥𝑧.

Во втором варианте имеется только одно приближенное решение 𝑥 = 𝑥1.
После достижения параметром 𝑥 значения этой величины система переходит
в неустойчивое состояние. Поэтому предельный параметр управления

𝑢1 = 𝑔(𝑥1)/𝑐+ 𝑥1.

И, наконец, в третьем варианте имеем два решения 𝑥1, 𝑥2 (𝑥1 > 𝑥2). Тогда
предельное значение 𝑢 = 𝑢1.

Отметим, что такие же результаты были получены и в работах [5,8] только
после решения нелинейных уравнений равновесия при постепенном возрас-
тании параметров управления и построения соответствующих многообразий
катастроф и сепаратрис, состоящих из вырожденных критических точек.

3. Вогнуто-выпуклый потенциал при двухосном растяжении тон-
кой пластины. Для реализации положений теории, изложенной выше, необ-
ходимо знать вогнуто-выпуклый потенциал элементов системы. В механике
сплошной среды эта функция должна быть определена для элемента мате-
риала вплоть до разупрочнения и разделения на фрагменты.
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Рассмотрим плоский квадратный элемент материала с единичными раз-
мерами, находящийся в плоско-напряженном состоянии, причем касательные
напряжения и деформации отсутствуют. Деформирование осуществляется
заданием нормальных деформаций 𝜀1, 𝜀2 (двуосное растяжение). Если ма-
териал находится в состоянии упругости, то его потенциальная энергия

𝑉 𝑒(𝜀1, 𝜀2) =
1

2
(𝜎1𝜀1 + 𝜎2𝜀2) =

𝐸

2(1 − 𝜈2)
(𝜀21 + 2𝜈𝜀1𝜀2 + 𝜀22), (5)

где 𝐸 —модуль Юнга, 𝜈 —коэффициент Пуассона. Здесь использован закон
Гука, связывающий нормальные напряжения 𝜎1, 𝜎2 и нормальные деформа-
ции 𝜀1, 𝜀2 и записанный в векторно-матричной форме:(︂

𝜎1
𝜎2

)︂
= 𝐶

(︂
𝜀1
𝜀2

)︂
. (6)

В этом выражении

𝐶 =
𝐸

(1 − 𝜈2)

(︂
1 𝜈
𝜈 1

)︂
можно трактовать как матричный коэффициент пропорциональности.

Формула (5) определяет кривые второго порядка на плоскости 𝜀1𝜀2 (линии
уровня потенциала 𝑉 𝑒), а именно центральные эллипсы, главные оси которых
наклонены к декартовым осям 𝜀1, 𝜀2 под углом 𝜋/4. Большая ось распола-
гается во втором и четвертом квадрантах, малая— в первом и третьем. Для
полуосей выполняется отношение

𝑎2

𝜌2
=

(1 − 𝜈)

(1 + 𝜈)
,

где 𝑎—малая полуось, 𝜌— большая полуось. Точки, расположенные на малой
оси, отвечают равномерному растяжению (𝜀1 = 𝜀2) или сжатию (−𝜀1 = −𝜀2),
а точки на большой оси определяют чистый сдвиг (𝜀1 = −𝜀2, −𝜀1 = 𝜀2).
Произвольная точка (𝜀1, 𝜀2) лежит на линии уровня с большой полуосью,
равной

𝜌 =
1√
2

√︂
(𝜀1 + 𝜀2)

2 1 + 𝜈

1 − 𝜈
+ (𝜀1 − 𝜀2)

2. (7)

При чистом сдвиге (𝜀1 = 𝜀, 𝜀2 = −𝜀) 𝜌 = 𝛾/
√

2, где 𝛾 = 𝜀1 − 𝜀2 = 2𝜀—
сдвиг. После исчерпания упругости для описания свойств материала мож-
но было бы использовать теорию малых упруго-пластических деформаций
[12,13], в которой предполагается упругость объемной деформации и пропор-
циональность девиаторов тензоров напряжений и деформаций. Однако после
выхода на стадию разупрочнения первая гипотеза не выполняется, так как
материал уже существенно поврежден множеством микротрещин и объемный
модуль изменяется.

Чтобы остаться в рамках деформационной теории, следует отказаться от
первой гипотезы, а вместо второй сохранить пропорциональность напряже-
ний и деформаций с некоторым уже переменным, зависящим от деформаций
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матричным коэффициентом. Например, в рассматриваемой задаче этот мат-
ричный коэффициент в законе (6) можно принять в виде 𝐶𝜓(𝜀1, 𝜀2), где 𝜓—
некоторая скалярная функция, требующая специального определения.

Следствием принятого предположения является тот факт, что в области
неупругости линии уровня функции энергии деформаций 𝑉 (потенциальной
энергии) подобны линиям уровня потенциала 𝑉 𝑒, то есть представляют собой
эллипсы с тем же самым отношением главных осей. Необходимо только знать
распределение значений потенциала по этим линиям уровня.

Воспользуемся полной диаграммой для чистого сдвига 𝜏(𝛾) (𝜏 —касатель-
ное напряжение, 𝛾 —деформация сдвига), которая обладает восходящей и
нисходящей до нуля ветвями. Такую диаграмму материала можно получить,
используя опытную диаграмму кручения стержней круглого поперечного се-
чения с пересчетом на диаграмму материала [14]. Тогда энергия, затраченная
на деформирование, есть

𝑉 =

∫︁ 𝛾

0
𝜏(𝛾)𝑑𝛾.

После взятия интеграла и замены 𝛾 на
√

2𝜌 с учетом выражения (7) по-
лучаем искомый единый потенциал 𝑉 (𝜀1, 𝜀2).

Пусть 𝜏 = 0.1𝐺𝛾(1− 5𝛾), если 0 6 𝛾 6 0.2, где 𝐺 = 𝐸
2(1+𝜈) —модуль сдвига

в упругости. Тогда

𝑉 (𝜀1, 𝜀2) =

{︃
𝑉 𝑒

2

(︁
0.1 − 1

3

√︁
𝑉 𝑒

𝐺

)︁
, (𝜀1, 𝜀2) ∈ Ω,

0.002𝐺/3, (𝜀1, 𝜀2) /∈ Ω.
(8)

Очевидно, что область Ω ограничена эллипсом с полуосями 𝜌 = 0.141;
𝑎 = 𝜌

√︀
(1 + 𝜈)/(1 − 𝜈). Качественный вид поверхности 𝑉 (𝜀1, 𝜀2) изображен

на рис. 2. Функция 𝑉 описывает все состояния материала (выпуклость вниз —
устойчивость, упрочнение; выпуклость вверх — неустойчивость, разупрочне-
ние).

Связь между напряжениями и деформа-
циями (определяющие соотношения) в данном
случае будет задана законом(︂

𝜎1
𝜎2

)︂
=

(︃
𝜕𝑉
𝜕𝜀1
𝜕𝑉
𝜕𝜀2

)︃
= 𝐶𝜓(𝜀1, 𝜀2)

(︂
𝜀1
𝜀2

)︂
,

где

𝜓(𝜀1, 𝜀2) =
1

2

(︁
0.1 − 1

2

√︂
𝑉 𝑒

𝐺

)︁
.

Отметим, что напряжения являются компо-
нентами градиента функции 𝑉 .

Рис. 2. Качественный вид по-
верхности потенциала 𝑉 (𝜀1, 𝜀2)

[Figure 2. Qualitative form of the
potential surface 𝑉 (𝜀1, 𝜀2)]
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4. Разрушение цилиндрического резервуара. Рассмотрим тонкостен-
ный резервуар в виде длинной трубы с заделанными абсолютно жесткими
крышками торцами. Радиус трубы равен 𝑏, длина 𝑙, толщина стенки 𝑡 (𝑡≪ 𝑏).
Резервуар находится под действием монотонно и квазистатически возрастаю-
щего при постоянной температуре внутреннего давления с интенсивностью 𝑝
[15,16]. Материал обладает свойством деформационного разупрочнения. При-
меним изложенную выше методику для расчета предельного значения дав-
ления.

Каждый элемент трубы находится в плоском напряженном состоянии при
всестороннем растяжении: 𝜀1 = 𝜀𝑧 —продольная деформация, 𝜀2 = 𝜀𝜃 — тан-
генциальная деформация. Его потенциальная функция 𝑉 задана выражени-
ем (8).

Механическая система (резервуар) обладает двумя параметрами состоя-
ния (обобщенными координатами) 𝜀𝑧, 𝜀𝜃 (однородное напряженно-деформи-
рованное состояние) и одним параметром управления 𝑝.

Лагранжиан (потенциальная функция) этой системы

𝑊 = 𝑉 (𝜀𝑧, 𝜀𝜃)2𝜋𝑏𝑙𝑡− 𝑝𝜋𝑏2𝑙𝜀𝑧 − 2𝜋𝑝𝑏2𝑙𝜀𝜃.

Здесь первое слагаемое — полная энергия деформаций стенок трубы, второе
и третье — взятые со знаком минус соответственно работа сил давления на
перемещении жестких крышек и перемещении, равном увеличению радиуса.
Тогда уравнения равновесия, определяющие критические точки функции 𝑊 ,
имеют вид

𝜕𝑊

𝜕𝜀𝑧
=
𝜕𝑉

𝜕𝜀𝑧
2𝜋𝑏𝑙𝑡− 𝑝𝜋𝑏2𝑙 = 0;

𝜕𝑊

𝜕𝜀𝜃
=
𝜕𝑉

𝜕𝜀𝜃
2𝜋𝑏𝑙𝑡− 2𝑝𝜋𝑏2𝑙 = 0. (9)

Уравнения (9) сводятся к одному:

2
𝜕𝑉

𝜕𝜀𝑧
=
𝜕𝑉

𝜕𝜀𝜃
.

Производя необходимые вычисления, находим, что

𝜀𝜃 =
2 − 𝜈

1 − 2𝜈
𝜀𝑧, (10)

то есть в пространстве деформаций путь деформирования элемента мате-
риала является прямой линией, уравнение которой задается равенством (10).
Кроме этого, из уравнений (9) следует, что 𝜎𝑧 = 𝑝𝑏/2𝑡, 𝜎𝜃 = 𝑝𝑏/𝑡. Отсюда путь
нагружения в пространстве напряжений также является прямой линией. Та-
ким образом, имеем ситуацию с пропорциональным нагружением элемента
материала.

Определим, наконец, предельное значение внутреннего давления. Как сле-
дует из приведенных выше теоретических положений, для этого необходи-
мо гессиан функции 𝑊 приравнять к нулю, найти все решения полученного
уравнения, по крайней мере, приближенно, и выделить из них вырожденные
критические точки потенциала 𝑊 , которые принадлежат множеству крити-
ческих точек (решений уравнений (9)) потенциала. Имеем{︁𝜕2𝑉

𝜕𝜀2𝑧
· 𝜕

2𝑉

𝜕𝜀2𝜃
−
(︁ 𝜕2𝑉

𝜕𝜀𝑧𝜕𝜀𝜃

)︁}︁
4𝜋2𝑏2𝑙2𝑡 = 0.
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После несложных преобразований получаем(︀
0.05 − 𝛼𝛽 − 𝛼𝛽−1(𝜀𝑧 + 𝜈𝜀𝜃)

2
)︀(︀

0.05 − 𝛼𝛽 − 𝛼𝛽−1(𝜀𝜃 + 𝜈𝜀𝑧)
2
)︀
−

− 𝜈2
(︀
0.05 − 𝛼𝛽 − 𝛼𝛽−1(𝜀𝑧 + 𝜈𝜀𝜃)(𝜀𝜃 + 𝜈𝜀𝑧)

)︀2
= 0, (11)

где 𝛼 = 0.25(1 − 𝜈)−1/2, 𝛽 = (𝜀2𝑧 + 2𝜈𝜀𝑧𝜀𝜃 + 𝜀2𝜃)
1/2; 𝜀𝑧, 𝜀𝜃 > 0, (𝜀𝑧, 𝜀𝜃) ∈ Ω.

Для вычисления вырожденных критических точек функции𝑊 применим
следующую численную процедуру.

Построим на плоскости 𝜀𝑧𝜀𝜃 квадрат Ω1 такой, что в нем 𝜀𝑧, 𝜀𝜃 > 0,
(𝜀𝑧, 𝜀𝜃) ∈ Ω ⊂ Ω1 (рис. 3). Для определения стороны этого квадрата най-
дем на осях 𝜀𝜃 и 𝜀𝑧 равные отрезки, внутри которых детерминант матрицы
Гессе меняет знак. Получаем отрезки длиной 0.1. Эту величину и берем за
сторону квадрата Ω1. Отметим, что данный прием может быть использован
при построении 𝑀 ×𝑁 -мерного куба в общей теории.

Рис. 3. Вид кривой, в точках которой гессиан равен нулю
[Figure 3. The curve where the Hessian is equal to zero at all points]

Разобьем этот квадрат прямоугольной сеткой с достаточно малым шагом
(на рис. 3 показана укрупненная сетка). В каждом узле сетки по формуле
(11) при 𝜈 = 0.3 вычисляем детерминант (гессиан) матрицы Гессе. Выделяем
те из них, где детерминант мало отличен от нуля, что определяется заданной
точностью вычислений.

Производя расчеты, получаем множество точек, расположенных на кри-
вой 1 (рис. 3). Затем координаты точек кривой 1 подставляем в уравнения
(9) и выделяем те из них, которые удовлетворяют уравнениям с заданной
точностью. В результате находим только одну точку (точка 𝐴, рис. 3). Точ-
ка 𝐴 лежит на прямой (10) и имеет координаты 𝜀𝑧 = 0.018, 𝜀𝜃 = 0.076
(с точностью до округления). Это и есть искомая вырожденная критиче-
ская точка потенциальной функции 𝑊 . Подставляя ее координаты в урав-
нения равновесия, находим критическое внутреннее давление, при котором
происходит потеря устойчивости системы (катастрофа, разрушение). Если
𝐸 = 2 · 105 МПа, 𝑏 = 100 мм, 𝑡 = 2 мм, то критическое (предельное) зна-
чение давления 𝑝 = 18 МПа. Заметим, что величина предельного давления
увеличивается пропорционально толщине стенки.
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Abstract
The fundamental provisions of the limiting load calculation theory are

presented for a discrete mechanical system with softening elements. The
method is based on the numerical determination of degenerate critical points
for the potential function of the system. At these points there is a transition
from the stability of the loading process to instability such as a catastrophe or
a failure. This approach helps to avoid solving a large number of nonlinear
equilibrium equations. The problem of determining the limiting internal
pressure in a thin walled cylindrical tank is solved as an example. A unified
potential specially defined for a flat square element of material in biaxial
tension is used in developing a potential function of the system. It describes
all stages of deformation including the softening stage.

Keywords: potential function, degenerate critical points, unified potential,
Hesse matrix, thin walled reservoir, limiting pressure.
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