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Аннотация

Рассматривается уравнение дробной диффузии с сингулярным опе-
ратором Бесселя, действующим по пространственной переменной, и опе-
ратором дробного дифференцирования Римана–Лиувилля, действую-
щим по временной переменной. Когда порядок дробной производной ра-
вен единице, а особенность у оператора Бесселя отсутствует, рассматри-
ваемое уравнение совпадает с классическим уравнением теплопровод-
ности. Ранее для уравнения дробной диффузии с оператором Бесселя
было построено решение задачи Коши и доказана теорема единственно-
сти решения в классе функций экспоненциального роста.

Построен пример, показывающий, что увеличение показателя сте-
пени в условии, гарантирующем единственность решения задачи Ко-
ши, влечет за собой неединственность решения. С помощью известных
свойств функции Райта получены оценки для построенной функции.
Показывается, что она, будучи не равной тождественно нулю, удовле-
творяет однородному уравнению и однородному условию Коши.
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К проблеме единственности решения задачи Коши. . .

Введение. В области Ω = {(𝑥, 𝑦) : −∞ < 𝑥 < ∞, 0 < 𝑦 < 𝑇} рассмотрим
уравнение

𝐵𝑥𝑢(𝑥, 𝑦) −𝐷𝛼
0𝑦𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (1)

где𝐷𝛼
0𝑦 — оператор дробного дифференцирования в смысле Римана—Лиувил-

ля порядка 𝛼, определяемый равенствами [1,2]

𝐷𝛼
0𝑦 𝑔(𝑦) =

𝑑𝑔

𝑑𝑦
,

если 𝛼 = 1, и

𝐷𝛼
0𝑦 𝑔(𝑦) =

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑦

∫︁ 𝑦

0

𝑔(𝑡)

(𝑦 − 𝑡)𝛼
𝑑𝑡,

если 0 < 𝛼 < 1;

𝐵𝑥 = 𝑥−𝑏 𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑥𝑏

𝑑

𝑑𝑥

)︂
=

𝑑2

𝑑𝑥2
+

𝑏

𝑥

𝑑

𝑑𝑥

— оператор Бесселя, |𝑏| < 1.
Уравнение (1) при 𝛼 = 1, то есть уравнение

𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) +
𝑏

𝑥
𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) − 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 0, (2)

совпадает с 𝐵-параболическим уравнением. Краевые задачи в ограниченной
и неограниченной областях для этого уравнения при различных значениях
параметра 𝑏 рассматривали многие авторы. Например, в работе V. Alexia-
des [3] для него решены первая, вторая и третья краевые задачи в области
с подвижной границей, в работе D. Calton [4] для него исследована задача
Коши.

Уравнение (2) заменой 𝑧 = 𝑥2/(4𝑛) сводится к уравнению

𝑢𝑧𝑧(𝑧, 𝑦) +
𝑚 + 1

𝑧
𝑢𝑧(𝑧, 𝑦) − 𝑛

𝑧
𝑢𝑦(𝑧, 𝑦) = 0, 𝑚 = (𝑏− 1)/2,

для которого S. Kȩpiński [5] исследовал краевую задачу в полуполосе 𝑥 > 0,
0 < 𝑦 < 𝑦0. Уравнение (2) было также объектом исследования монографий
С. А. Терсенова [6] и М. И. Матийчука [7].

Дифференциальные уравнения, содержащие оператор Бесселя, наиболее
подробно исследованы в работах И. А. Киприянова и его учеников [8,9]. От-
метим здесь, что очень важные результаты по применению операторов преоб-
разования в теории дифференциальных уравнений с особенностями в коэф-
фициентах, в частности с операторами Бесселя, получены В. В. Катраховым
и С. М. Ситником [10,11].

В случае, когда 𝑏 = 0, 0 < 𝛼 < 2, уравнение (1) совпадает с диффузион-
но-волновым уравнением. Различные краевые задачи для него, а также для
многомерных его обобщений подробно исследованы в работах многих авто-
ров. Приведем некоторые из них.

А. Н. Кочубей [12] исследовал задачу Коши для уравнения диффузии
дробного порядка с регуляризованной дробной производной (производной
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Капуто) и эллиптическим оператором с непрерывными ограниченными ве-
щественными коэффициентами

𝐿 =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗(𝑥)
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑐(𝑥)𝑢.

В случае, когда 𝐿 = ∆ — оператор Лапласа, фундаментальное решение по-
строено в терминах 𝐻-функции Фокса. Исследованию задачи Коши для диф-
фузионного и диффузионно-волнового уравнений дробного порядка с произ-
водной Капуто посвящены также работы А. Н. Кочубея и С. Д. Эйдельма-
на [13–16].

А. В. Псху [17] построил фундаментальное решение и исследовал зада-
чу Коши для многомерного диффузионно-волнового уравнения с операто-
ром дробного дифференцирования Джрбашяна—Нерсесяна, который вклю-
чает в себя как частный случай операторы дробного дифференцирования
Римана—Лиувилля и Капуто.

В работах [18, 19] также построено фундаментальное решение и исследо-
вана задача Коши для уравнения дробной диффузии соответственно с опера-
тором дискретно распределенного дифференцирования и оператором Джр-
башяна—Нерсесяна, действующим по многим переменным времени. В рабо-
те [20] решена первая краевая задача в нецилиндрической области для диф-
фузионно-волнового уравнения с оператором Джрбашяна—Нерсесяна. Дока-
зана теорема существования и единственности исследуемой задачи, конструк-
тивно построено ее решение.

А. А. Ворошилов и А. А. Килбас [21] методом интегральных преобразо-
ваний построили решение задачи Коши для уравнения

𝐷𝛼
0𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜆2∆𝑥𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ R𝑚, 𝑡 > 0, (3)

где ∆𝑥 =
∑︀𝑚

𝑗=1 𝜕
2/𝜕𝑥2𝑗 , 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛, 𝑛 ∈ N. При 0 < 𝛼 6 1 и 1 < 𝛼 < 2

решения выписаны в терминах 𝐻-функции Фокса. В работе [22] было так-
же построено решение задачи Коши в случае, когда в уравнении (3) вместо
оператора Римана—Лиувилля содержится оператор Капуто.

Задача Коши для уравнения (3) при 𝜆 = 1, 0 < 𝛼 6 1 была ранее рас-
смотрена С. Х. Геккиевой [23], а в работе [24] ею исследована первая краевая
задача в первом квадранте для уравнения (3) при 𝑚 = 𝜆 = 1, 0 < 𝛼 6 1.

Уравнение диффузии дробного порядка и некоторые его обобщения рас-
сматривали F. Mainardi, G. Pagnini, Yu. Luchko, P. Paradisi [25–29] и многие
другие. Более подробную библиографию по данному вопросу можно найти
в монографиях [2,30,31].

1. Постановка задачи Коши и теорема единственности решения.
Пусть Ω+ = Ω ∩ {𝑥 > 0}, Ω− = Ω ∩ {𝑥 < 0}, Ω̄ — замыкание области Ω.

Определение. Регулярным решением уравнения (1) в области Ω будем
называть функцию 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющую уравнению (1) в области
Ω+∪Ω−, и такую, что 𝑦 1−𝛼𝑢 ∈ 𝐶(Ω̄), |𝑥|𝑏𝑢𝑥 ∈ 𝐶(Ω), 𝑢𝑥𝑥, 𝐷

𝛼
0𝑦𝑢 ∈ 𝐶(Ω+ ∪ Ω−).

Задача Коши. Найти регулярное в области Ω решение уравнения (1),
удовлетворяющее условию

lim
𝑦→0

𝐷𝛼−1
0𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥), −∞ < 𝑥 < ∞, (4)
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где 𝜙(𝑥) — заданная функция.
В работе [32] доказана следующая теорема единственности.
Теорема. Существует не более одного регулярного решения задачи Коши

(1), (4) в классе функций, удовлетворяющих для некоторой положительной
постоянной 𝑘 условию

lim
|𝑥|→∞

𝑦1−𝛼 𝑢(𝑥, 𝑦) exp
(︀
− 𝑘 |𝑥|

2
2−𝛼

)︀
= 0. (5)

Отметим, что условие (5) имеет место и в случае задачи Коши для урав-
нения дробной диффузии. Теоремы единственности решения задачи Коши
в классе ограниченных функций и в классе функций экспоненциального ро-
ста для многомерного уравнения дробной диффузии с оператором Капуто
были доказаны в работе А. Н. Кочубея [12], теорема единственности решения
задачи Коши в классе функций экспоненциального роста для многомерного
диффузионно-волнового уравнения с оператором Джрбашяна—Нерсесяна —
в работе А. В. Псху [17]. В этих же работах построены примеры, показыва-
ющие, что увеличение показателя 2/(2 − 𝛼) ведет к утрате единственности
решения соответствующих задач. При 𝛼 = 1 условие (5) совпадает с хорошо
известным условием Тихонова

lim
|𝑥|→∞

𝑢(𝑥, 𝑦) exp
(︀
− 𝑘 |𝑥|2

)︀
= 0.

Как известно, пример неединственности решения задачи Коши для уравне-
ния теплопроводности был впервые построен А. Н. Тихоновым в основопо-
лагающей работе [34] (см. также [35]).

В данной работе эти идеи развиваются применительно к задаче (1), (4).
2. Неулучшаемость показателя степени в условии единственно-

сти решения задачи Коши. Рассмотрим функцию

𝑇𝜇(𝑧, 𝜁) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑧 𝛽+𝑛

𝑛! Γ(1 + 𝛽 + 𝑛)
𝜑 (−𝜌, 𝜇− 𝛼𝛽 − 𝛼𝑛;−𝜁) , (6)

где 𝜑 (−𝜌, 𝛿; 𝑧) —функция Райта, определяемая степенным рядом [2,33]

𝜑 (−𝜌, 𝛿; 𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛! Γ(𝛿 − 𝜌𝑛)
.

Далее будем считать, что 𝜌 ∈ (0; 1). Для любых 𝜈, 𝛿 ∈ R справедливы
формулы [2, с. 26, 44]

𝑑

𝑑𝑧
𝜑(−𝜌, 𝛿;−𝑧) = −𝜑(−𝜌, 𝛿 − 𝜌;−𝑧), (7)

𝐷𝜈
𝑎𝑦 𝑦

𝛿−1𝜑(−𝜌, 𝛿;−𝑐 𝑦−𝜌) = 𝑦𝛿−𝜈−1𝜑(−𝜌, 𝛿 − 𝜈;−𝑐 𝑦−𝜌). (8)

Лемма 1. Если 𝛿 > 1, то для любого положительного 𝑧 справедливо нера-
венство [2, с. 47]

𝜑 (−𝜌, 𝛿;−𝑧) 6
1

Γ (𝛿)
exp

[︁
−(1 − 𝜌) 𝜌

𝜌
1−𝜌 𝑧

1
1−𝜌

]︁
. (9)

777



Хушто в а Ф. Г.

Лемма 2. Если 𝛿 < 1, то для любых положительных 𝑥 и 𝑦, 𝑎 ∈ (0;𝑥),
𝜔 ∈ (1/2;𝜔0), 𝜔0 = min{1, 1/(2𝜌)}, справедливы неравенства [2, с. 49]⃒⃒⃒

𝑦 𝛿−1𝜑
(︁
−𝜌, 𝛿;− 𝑥

𝑦𝜌

)︁⃒⃒⃒
6

Γ ((1 − 𝛿)/𝜌)

𝜌 𝜋 [𝑎𝐶𝜌(𝜌, 𝜔)](1−𝛿)/𝜌
𝜑
(︁
−𝜌, 1;−𝑥− 𝑎

𝑦𝜌

)︁
, (10)⃒⃒⃒

𝑦 𝛿−1𝜑
(︁
−𝜌, 𝛿;− 𝑥

𝑦𝜌

)︁⃒⃒⃒
6

Γ (1 − 𝛿)

𝜋 [𝑦𝐶𝜌(1, 𝜔)]1−𝛿
, (11)

где 𝐶𝜌(𝜌, 𝜔) = 1
𝜌𝜋 cos 𝜌𝜔𝜋, 𝐶𝜌(1, 𝜔) = − 1

𝜋 cos𝜔𝜋.

Как следует из (11), ряд (6) сходится абсолютно для любых 𝑧 ∈ C, 𝜁 > 0,
𝜌, 𝛼, 𝛽 ∈ (0; 1), 𝜇 ∈ R.

Докажем следующую лемму.
Лемма 3. Если 0 < 𝛼 < 𝜌 < 1, 𝜇 > 0, то при любых 𝑥 ∈ R, 𝑦 > 0

справедливо неравенство⃒⃒⃒
𝑦𝜇−1𝑇𝜇

(︁ 𝑥2

4𝑦𝛼
,

1

𝑦𝜌

)︁⃒⃒⃒
6

𝐶|𝑥|
2[1−𝜌(1−𝛽)]

2𝜌−𝛼 𝑦𝜇

Γ(𝜇 + 1)
exp

[︁
𝑘1|𝑥|

2𝜌
2𝜌−𝛼 − 𝑘2𝑦

− 𝜌
1−𝜌

]︁
, (12)

где 𝐶, 𝑘1, 𝑘2 — положительные постоянные, зависящие только от 𝛼, 𝛽 и 𝜌.

До к а з ат е л ь ств о. Из (10) следует оценка⃒⃒⃒
𝑦−𝛼𝛽−𝛼𝑛−1𝜑

(︁
−𝜌,−𝛼𝛽 − 𝛼𝑛;− 1

𝑦𝜌

)︁⃒⃒⃒
6

Γ (1/𝜌 + 𝜀𝛽 + 𝜀𝑛)

𝜌𝜋 (𝑎𝐶𝜌)1/𝜌+𝜀𝛽+𝜀𝑛
𝜑
(︁
−𝜌, 1;−1 − 𝑎

𝑦𝜌

)︁
,

где 𝜀 = 𝛼/𝜌, 𝑎 ∈ (0; 1), 𝐶𝜌 = 𝐶𝜌(𝜌, 𝜔).
С помощью последней оценки получим⃒⃒⃒
𝑦 𝜇−1𝑇𝜇

(︁ 𝑥2

4𝑦𝛼
,

1

𝑦𝜌

)︁⃒⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐷−𝜇

0𝑦

∞∑︁
𝑛=0

|𝑥|2𝛽+2𝑛

22𝛽+2𝑛𝑛!Γ(1 + 𝛽 + 𝑛)
𝑦−𝛼𝛽−𝛼𝑛−1𝜑

(︁
−𝜌,−𝛼𝛽 − 𝛼𝑛;− 1

𝑦𝜌

)︁⃒⃒⃒⃒⃒ 6
6

|𝑥|2𝛽𝑦𝜇𝜑
(︀
−𝜌, 𝜇 + 1;−1−𝑎

𝑦𝜌

)︀
22𝛽𝜌𝜋 (𝑎𝐶𝜌)1/𝜌+𝜀𝛽

∞∑︁
𝑛=0

Γ (1/𝜌 + 𝜀𝛽 + 𝜀𝑛)

𝑛!Γ(1 + 𝛽 + 𝑛)

(︁ 𝑥2

4 (𝑎𝐶𝜌)𝜀

)︁𝑛
. (13)

Степенной ряд, стоящий справа от неравенства (13), представляет собой
обобщенную функцию Райта

1Ψ1

[︂
𝑧

⃒⃒⃒⃒ (︀
1/𝜌 + 𝜀𝛽, 𝜀

)︀(︀
1 + 𝛽, 1

)︀ ]︂
=

∞∑︁
𝑛=0

Γ (1/𝜌 + 𝜀𝛽 + 𝜀𝑛)

𝑛! Γ(1 + 𝛽 + 𝑛)
𝑧𝑛, 𝑧 =

𝑥 2

4(𝑎𝐶𝜌)𝜀
.

Из ее асимптотических свойств при 𝑧 → ∞ следует [36]

1Ψ1

[︂
𝑧

⃒⃒⃒⃒ (︀
1/𝜌 + 𝜀𝛽, 𝜀

)︀(︀
1 + 𝛽, 1

)︀ ]︂
= 𝑍 1/𝜌−𝛽(1−𝜀)−1 𝑒𝑍

[︃
𝑀−1∑︁
𝑚=0

𝐴𝑚𝑍−𝑚 + 𝑂
(︀
𝑍−𝑀

)︀]︃
,
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где 𝑍 = (2 − 𝜀) 𝜀
𝜀

2−𝜀 𝑧
1

2−𝜀 , 𝜀 < 2, а коэффициенты 𝐴𝑚, 𝑚 = 0, 1, 2, ..., зависят
только от 𝜌, 𝜀 и 𝛽.

Учитывая, что 𝑎—произвольное число из интервала (0; 1), из последней
оценки и соотношений (13), (9) получаем (12). �

Покажем, что функция 𝑦𝜇−1𝑇𝜇

(︀
𝑥2

4𝑦𝛼 ,
1
𝑦𝜌

)︀
является решением уравнения (1).

Из (6), (7) и (8) имеем

𝐵𝑥𝑇𝜇

(︁ 𝑥2

4𝑦𝛼
,

1

𝑦𝜌

)︁
=

= 𝑦−𝛼
∞∑︁
𝑛=1

1

(𝑛− 1)!Γ(𝛽 + 𝑛)

(︁ 𝑥2

4𝑦𝛼

)︁𝛽+𝑛−1
𝜑
(︁
−𝜌, 𝜇− 𝛼𝛽 − 𝛼𝑛;− 1

𝑦𝜌

)︁
=

= 𝑦−𝛼
∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!Γ(1 + 𝛽 + 𝑘)

(︁ 𝑥2

4𝑦𝛼

)︁𝛽+𝑘
𝜑
(︁
−𝜌, 𝜇− 𝛼− 𝛼𝛽 − 𝛼𝑘;− 1

𝑦𝜌

)︁
=

= 𝑦−𝛼𝑇𝜇−𝛼

(︁ 𝑥2

4𝑦𝛼
,

1

𝑦𝜌

)︁
,

𝐷𝜈
0𝑦𝑦

𝜇−1𝑇𝜇

(︁ 𝑥2

4𝑦𝛼
,

1

𝑦𝜌

)︁
= 𝑦𝜇−𝜈−1𝑇𝜇−𝜈

(︁ 𝑥2

4𝑦𝛼
,

1

𝑦𝜌

)︁
. (14)

Из последних двух равенств следует

(︀
𝐵𝑥 −𝐷𝛼

0𝑦

)︀
𝑦𝜇−1𝑇𝜇

(︁ 𝑥2

4𝑦𝛼
,

1

𝑦𝜌

)︁
= 0. (15)

Из равенства (14) и оценки (12) также имеем

lim
𝑦→0

𝐷𝛼−1
0𝑦 𝑦𝜇−1𝑇𝜇

(︁ 𝑥2

4𝑦𝛼
,

1

𝑦𝜌

)︁
= 0. (16)

Таким образом, из соотношений (12), (15) и (16) следует, что нетривиаль-
ная функция

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝜇−1𝑇𝜇

(︁ 𝑥2

4𝑦𝛼
,

1

𝑦𝜌

)︁
является решением однородного уравнения (1), удовлетворяет однородному
условию (4) (𝜙(𝑥) ≡ 0) и для любого положительного сколь угодно малого 𝛿,
некоторых положительных постоянных 𝑘 и 𝐶, а также параметра 𝜌, выбран-
ного из условия 𝜌 = 𝛼

2
2+𝛿(2−𝛼)
𝛼+𝛿(2−𝛼) , имеет место оценка

|𝑢(𝑥, 𝑦)| 6 𝐶 exp
(︁
𝑘|𝑥|𝛿+

2
2−𝛼

)︁
.

Последняя оценка показывает, что увеличение показателя 2/(2−𝛼) в усло-
вии (5) ведет к неединственности решения задачи (1), (4) и в этом смысле
условие (5) является необходимым.
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Заключение. В данной работе показывается, что показатель степени
в условии, обеспечивающем единственность решения задачи Коши для урав-
нения дробной диффузии с оператором Бесселя, является предельным, и его
увеличение приводит к нарушению единственности.
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Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.

Библиографический список
1. Нахушев А. М. Дробное исчисление и его применение. М.: Физматлит, 2003. 271 с.
2. Псху А. В. Уравнения в частных производных дробного порядка. М.: Наука, 2005. 199 с.
3. Alexiades V. Generalized axially symmetric heat potentials and singular parabolic initial

boundary value problems // Arch. Rational Mech. Anal., 1982. vol. 79, no. 4. pp. 325–350.
doi: 10.1007/BF00250797.

4. Calton D. Cauchy’s problem for a singular parabolic partial differential equation // J. Diff.
Equations, 1970. vol. 8, no. 2. pp. 250–257. doi: 10.1016/0022-0396(70)90004-5.
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Abstract

In this paper, we consider fractional diffusion equation involving the
Bessel operator acting with respect to a spatial variable and the Riemann-
Liouville fractional differentiation operator acting with respect to a time
variable. When the order of the fractional derivative is unity, and the sin-
gularity of the Bessel operator is absent, this equation coincides with the
classical heat equation. Earlier, a solution of the Cauchy problem has been
considered for the considered equation and a uniqueness theorem has been
proved for a class of functions satisfying the analog of the Tikhonov condi-
tion.

In this paper, we have constructed an example to show that the exponent
(power) at the condition of the uniqueness of the solution to the Cauchy
problem cannot be raised under. Its increase leads to a non-uniqueness of the
solution. Using the well-known properties of the Wright function, we have
obtained estimates for constructed function, which satisfies the homogeneous
equation and the zero Cauchy condition.
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