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Рассматриваются обобщённые интегральные преобразования Лапласа, которые
в ядре содержат обобщённую конфлюэнтную гипергеометрическую функцию
1Φτ,β1 (a; c; z). С использованием свойств этих преобразований для них получен
аналог теоремы о свёртке. Методом интегральных преобразований решены ин-
тегральные уравнения Вольтерра первого рода, содержащие в ядре конфлюэнт-
ную гипергеометрическую функцию. При решении интегральных уравнений ис-
пользовались формулы обращения введённых интегральных преобразований, по-
лученные автором ранее.

Ключевые слова: интегральное преобразование Лапласа, интегральные уравне-
ния, обобщённая гипергеометрическая функция.

Метод интегральных преобразований широко используется для решения
дифференциальных и интегральных уравнений, а сама теория интеграль-
ных преобразований является одной из важных ветвей прикладного анализа.
Многие задачи математической физики, астрофизики, термодинамики, ме-
ханики и других естественных наук приводят к необходимости применения
теории интегральных преобразований.

Преимущества метода интегральных преобразований заключаются в том,
что он даёт возможность:

1) сведения сложных задач к менее сложным;
2) получения окончательного результата в явном виде.
Разработкой теории и методов интегральных преобразований занимались

Г. Бейтмен, В. А. Диткин, A. A. Килбас, А. П. Прудников, С. М. Ситник,
А. Эрдейи, M. Saigo, I. N. Sneddon [1–4] и многие другие.

Изучение интегральных уравнений первого рода и так называемых пар-
ных, тройных иN -арных интегральных уравнений, которые часто встречают-
ся в приложениях, приводит к необходимости рассматривать интегральные
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преобразования со специальными функциями в ядрах. Эти вопросы изучены
в работах [3, 5].

Рассмотрим обобщённые интегральные преобразования Лапласа:

L̃ {f(t);x} =

∫ ∞
0

exp(−tx)1Φ
τ,β
1 (a; c;−b(tx)γ) f(t)dt, (1)

L̃γ1,γ2,γ {f(t);x} =

∫ ∞
0

tγ2 exp(−(xt)γ1)1Φ
τ,β
1 (a; c;−b(tx)γγ1) f(t)dt, (2)

где t > 0; γ ∈ C, γ1 > 0, γ2 > 0, b > 0; f(t) ≡ 0 при t < 0; tγ2f(t) <

< M exp(s0t
γ1); M , s0 —постоянные числа (при t > 0); 1Φ

τ,β
1 — обобщённая

конфлюэнтная гипергеометрическая функция [6]:

1Φ
τ,β
1 (a, c; z) =

Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

∫ 1

0
ta−1(1− t)c−a−11Ψ1

[
(c, τ)
(c, β)

∣∣∣∣ ztτ] dt,
Re c > Re a > 0, τ > 0, τ ∈ R, β > 0, β ∈ R, τ − β < 1;

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt

—классическая Гамма-функция;

1Ψ1

[
(c, τ)
(c, β)

∣∣∣∣ ztτ] =
∞∑
n=0

Γ(c+ τn)

Γ(c+ βn)

zntτn

n!

—частный случай функции Райта [7].
Заметим, что при b = 0 преобразование (1) совпадает с классическим

преобразованием Лапласа [1]:

L{f(t);x} =

∫ ∞
0

exp(−tx)f(t)dt. (3)

Аналогично при γ2 = 0, γ1 = 1, b = 0 преобразование (2) совпадает с (3).
В работах [8, 9] приведены и доказаны формулы обращения для инте-

гральных преобразований (1), (2). Например, для интегрального преобразо-
вания (1) справедлива формула

f(u) =
Γ(a)

Γ(c)

∫ ∞
0

(ux)−1g(x)K(ux)dx, (4)

где

K(x) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

xs

ξ(s)
ds, g(y) = L̃ {f(x); y} ,

ξ(s) = 2Ψ1

[
(a, τ); (s, γ)

(c, β)

∣∣∣∣− b] .
Теорема 1. При условиях Re c > Re a > 0, τ ∈ R, τ > 0, β ∈ R, β > 0,

τ − β < 1, h(x) ∈ L(0,+∞) интегральное уравнение Вольтерра первого рода∫ x

0
g(t)(x− t)γ−11Φ

τ,β
1 (a; c;−b(st)γ) dt = h(x) (5)

20



Обобщённое интегральное преобразование Лапласа . . .

имеет единственное решение

g(t) =
Γ(a)

Γ(c)Γ(γ)

∫ ∞
0

xγ−1t−1K(xt) · L {h(y);x} dx. (6)

До к а з ат е л ь ств о. Применим к обеим частям уравнения (5) преобра-
зование Лапласа:∫ ∞

0
e−xs

(∫ x

0
g(t)(x− t)γ−11Φ

τ,β
1 (a; c;−b(st)γ) dt

)
dx = L{h(x); s} .

Непосредственными вычислениями убеждаемся в справедливости равенства

L{h(x); s} = L̃ {g(x); s} · L
{
xγ−1; s

}
.

Учитывая, что [1]

L
{
xγ−1; s

}
=

Γ(γ)

sγ
,

будем иметь

L̃ {g(t); s} =
sγ

Γ(γ)
· L {h(t); s} .

Применяя формулу обращения (4) для интегрального преобразования
L̃ {g(t); s}, получим искомую функцию (6). �

Теорема 2. При условиях существования интегралов

ϕ(s) = Lm {f(t); s} =

∫ ∞
0

tm−1e−(ts)
m
f(t)dt,

ψ(s) = Lm {g(t); s} =

∫ ∞
0

tm−1e−(ts)
m
g(t)dt

и их абсолютной сходимости имеет место следующее равенство:

Lm {F (x); s} = Lm {f(t); s} · Lm {g(t); s} , (7)

где
F (x) =

∫ x

0
ym−1g(y)f

(
m
√
xm − ym

)
dy.

До к а з ат е л ь ств о. Здесь f(t) = 0 и g(t) = 0 при t < 0. При доказа-
тельстве формулы (7) воспользуемся формулой обращения для интегрально-
го преобразования Lm:

f(t) =
m

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
ϕ(s1/m)est

m
ds.

Рассмотрим интеграл
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m

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
ϕ(s1/m)ψ(s1/m)est

m
ds =

=
m

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
ϕ(s1/m)est

m

(∫ ∞
0

ym−1e−sy
m
g(y)dy

)
ds =

=

∫ ∞
0

g(y)ym−1dy

(
m

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
es(t

m−ym)ϕ(s1/m)ds

)
=

=

∫ ∞
0

g(y)ym−1f
(
m
√
tm − ym

)
dy =

∫ t

0
ym−1g(y)f

(
m
√
tm − ym

)
dy,

так как f(t) = 0 при t < 0.
Введём обозначение

f ∗ g =

∫ t

0
ym−1g(y)f

(
m
√
tm − ym

)
dy.

Тогда формула (7) запишется в виде

Lm {f ∗ g; s} = ϕ(s) · ψ(s). �

Рассмотрим применение формулы (7) для решения интегрального уравне-
ния, содержащего в ядре обобщённую конфлюэнтную гипергеометрическую
функцию:∫ x

0
ym−1(xm − ym)γ/m1Φ

τ,β
1

(
a; c;−b(xm − ym)γ1/m

)
· g(y)dy = F (x). (8)

Применим к обеим частям уравнения (8) интегральное преобразование Lm.
Поскольку

f
(

(xm − ym)1/m
)

= (xm − ym)1/m · 1Φ
τ,β
1

(
a; c;−b(xm − ym)1/m

)
,

в силу равенства (7) получим

Lm {f(z); s} · Lm {g(t); s} = Lm {F (x); s} , (9)

где z = (xm − ym)1/m, то есть f(z) = zγ1Φ
τ,β
1 (a; c;−bzγ1) .

Вычислим

Lm
{
zγ1Φ

τ,β
1 (a; c;−bzγ1) ; s

}
=

∫ ∞
0

zm−1e−z
msmzγ1Φ

τ,β
1 (a; c;−bzγ1) dz =

=
Γ(c)

Γ(a)

∫ ∞
0

zm−1+γe−z
msm ·

∞∑
n=0

Γ(a+ τn)

Γ(c+ βn)

(−bzγ1)n

n!
dz =

=
Γ(c)

Γ(a)

∞∑
n=0

Γ(a+ τn)

Γ(c+ βn)

(−b)n

n!

∫ ∞
0

e−z
msmzm−1+γ+γ1ndz =
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=
Γ(c)

Γ(a)

1

msm+γ

∞∑
n=0

Γ(a+ τn)Γ
(γ+γ1n

m + 1
)

Γ(c+ βn)
· (−b)n

n!sγ1n
=

=
1

msm+γ

Γ(c)

Γ(a)
· 2Ψ1

[
(a; τ);

( γ
m + 1; γ1m

)
(c;β)

∣∣∣∣ −bsγ1
]
.

Здесь использовалась замена переменной zmsm = t.
Следовательно, уравнение (9) можно записать в виде

1

msm+γ

Γ(c)

Γ(a)2
Ψ1

[
(a; τ);

( γ
m + 1; γ1m

)
(c;β)

∣∣∣∣ −bsγ1
]
· Lm {g(t); s} = Lm {F (x); s} .

Отсюда

Lm {g(t); s} = msm+γ Γ(a)

Γ(c)

(
2Ψ1

[
(a; τ);

( γ
m + 1; γ1m

)
(c;β)

∣∣∣∣ −bsγ1
])−1

· Lm {F (x); s} .

Применяя формулу обращения для преобразования Lm, получим решение
уравнения (8):

g(t) =
m2

2πi

Γ(a)

Γ(c)

∫ σ+i∞

σ−i∞
est

m
s(m+γ)/m

(
2Ψ1

[
(a; τ);

( γ
m + 1; γ1m

)
(c;β)

∣∣∣∣ −b
s
γ1
m

])−1
×

× Lm
{
F (x); s1/m

}
ds.
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We present integral transforms L̃ {f(t);x} and L̃γ1,γ2,γ {f(t);x}, generalizing the clas-
sical Laplace transform. The (τ, β)- generalized confluent hypergeometric functions are
the kernels of these integral transforms. At certain values of the parameters these trans-
forms coincides with the famous classical Laplace transform. The inverse formula for

the transforms is given. The convolution theorem for transform L̃ {f(t);x} is proven.
Volterra integral equations of the first kind with core containing the generalized conflu-
ent hypergeometric function 1Φτ,β1 (a; c; z) are considered. The above equation is solved
by the method of integral transforms. The treatment of integral transforms is applied
to get the desired solution of the integral equation. The solution is obtained in explicit
form.

Keywords: Laplace integral transform, integral equations, generalized hypergeometric
function.

Received 30/IX/2013;
received in revised form 05/XII/2013;
accepted 17/I/2014.

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print); doi: http://dx.doi.org/10.14498/vsgtu1265
© 2014 Samara State Technical University.

Citation: S. M. Z a i k i n a, “Generalized Integral Laplace Transform and Its Application to
Solving Some Integral Equations”, Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki
[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. & Math. Sci.], 2014, no. 1 (34), pp. 19–24.
doi: 10.14498/vsgtu1265. (In Russian)
Author Details: Svetlana M. Zaikina, Postgraduate Student, Dept. of Applied Mathematics
& Computer Science1; Assistant, Dept. of Computer Science & and Experimental Mathema-
tics2.

E-mail address: svetzai@inbox.ru

http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=2786&option_lang=eng
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=2786&option_lang=eng
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=1172&option_lang=eng
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=1172&option_lang=eng
http://mi.mathnet.ru/eng/vsgtu1265
http://mi.mathnet.ru/eng/vsgtu1265
http://www.mathnet.ru/php/person.phtml?option_lang=eng&personid=65335
mailto:svetzai@inbox.ru

	С. М. Заикина  ``Обобщëнное интегральное преобразование Лапласа и его применение к решению некоторых интегральных уравнений''

