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Исследуются полиномиальные алгебры Лейбница—Пуассона. Рассматриваются
тождества специального вида в данных алгебрах. Показано, что последователь-
ность коразмерностей {rn(V)}n>1 любого пространства специального вида мно-
гообразия алгебр Лейбница—Пуассона V над произвольным полем либо ограниче-
на полиномом, либо не ниже показательной функции. При этом, если данная по-
следовательность ограничена полиномом, то найдется такой многочлен R(x) с
рациональными коэффициентами, что rn(V) = R(n) для всех достаточно боль-
ших n. Из данного результата следует, что не существует многообразий ал-
гебр Лейбница—Пуассона V, для которых последовательность {rn(V)}n>1 имела
бы промежуточный рост между полиномиальным и экспоненциальным. Приво-
дятся нижняя и верхняя границы для многочленов R(x) произвольной фиксиро-
ванной степени.

Ключевые слова: алгебра Лейбница, алгебра Лейбница—Пуассона, многообразие
алгебр.

Векторное пространство A над полем K с двумя K-билинейными опера-
циями умножения · и {,} называется алгеброй Лейбница—Пуассона, если от-
носительно операции · пространство A является коммутативной ассоциатив-
ной алгеброй с единицей, относительно операции {,}— алгеброй Лейбница, и
данные операции связаны правилами

{a · b, c} = a · {b, c}+ {a, c} · b, {c, a · b} = a · {c, b}+ {c, a} · b,
где a, b, c ∈ A. При этом алгебра Лейбница A(+, {,},K) над полем K опреде-
ляется тождеством

{{x, y}, z} = {{x, z}, y}+ {x, {y, z}}.
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Алгебры Лейбница—Пуассона были введены в работе [1] и активно изучались
в работах [2–8]. Данные алгебры являются обобщениями алгебр Пуассона.
Заметим, что если в алгебре Лейбница выполнено тождество {x, x} = 0, то
она будет являться алгеброй Ли, поэтому, если данное тождество выполнено
в алгебре Лейбница—Пуассона, то данная алгебра будет являться алгеброй
Пуассона. Алгебры Пуассона возникают естественным образом в некоторых
разделах алгебры, дифференциальной геометрии, топологии, современной
теоретической физики и т. д. Исследование полиномиальных алгебр Пуас-
сона началось сравнительно недавно, но тем не менее в данном направлении
получен ряд интересных результатов [9–17]. Заметим также, что с использо-
ванием свободных алгебр Пуассона и Пуассоновых скобок У. У. Умирбаевым
и И. П. Шестаковым [18] была решена известная проблема Нагаты [19] о
существовании диких автоморфизмов свободной ассоциативной алгебры над
полем характеристики 0 с тремя порождающими.

Пусть F (X) — свободная алгебра Лейбница—Пуассона, где X = {x1, x2,
x3, . . . }— счётное множество свободных образующих. Обозначим через Pn
пространство в F (X), состоящее из полилинейных элементов степени n от
переменных x1, . . . , xn. Выделим в пространстве P2n подпространство Q2n,
порождённое элементами вида

{xa1 , xa2} · {xa3 , xa4} · . . . · {xa2n−1 , xa2n}.

Тогда данное пространство есть линейная оболочка следующих элементов:

Q2n = 〈{xτ(1), xτ(2)} · {xτ(3), xτ(4)} · . . . · {xτ(2n−1), xτ(2n)} | τ ∈ S2n,
τ(1) < τ(3) < · · · < τ(2n− 1)〉K .

Определим также подпространство Rn в Pn, порождённое элементами вида

{xa1 , xa2} · {xa3 , xa4} · . . . · {xa2m−1 , xa2m} · xα2m+1 · . . . · xαn .

Тогда пространство Rn является линейной оболочкой элементов следующего
вида:

Rn = 〈{xτ(1), xτ(2)} · {xτ(3), xτ(4)} · . . . · {xτ(2m−1), xτ(2m)} · xτ(2m+1) · . . . · xτ(n) |
τ ∈ Sn, 0 6 2m 6 n, τ(1) < τ(3) < · · · < τ(2m− 1),

τ(2m+ 1) < τ(2m+ 2) < · · · < τ(n)〉K .

Пусть V—некоторое многообразие алгебр Лейбница—Пуассона (все необ-
ходимые сведения о многообразиях PI-алгебр можно найти, например, в мо-
нографиях [20–22]), Id(V) —идеал тождеств многообразия V. Обозначим

Pn(V) = Pn/(Pn ∩ Id(V)), cn(V) = dimPn(V),

Q2n(V) = Q2n/(Q2n ∩ Id(V)), q2n(V) = dimQ2n(V),

Rn(V) = Rn/(Rn ∩ Id(V)), rn(V) = dimRn(V).

Пространства Q2n(V) и Rn(V) многообразий алгебр Пуассона V активно
изучались в работах [9–11, 13, 23]. Это обусловлено следующим обстоятель-
ством. Обозначим

T2n = {τ ∈ S2n | τ(1) < τ(2), τ(3) < τ(4), . . . , τ(2n− 1) < τ(2n),
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τ(1) < τ(3) < · · · < τ(2n− 1)}.

Теорема 1 [9]. Пусть V—многообразие алгебр Пуассона над полем ну-
левой характеристики, в котором выполнено нетривиальное тождество.
Тогда в V выполняется нетривиальное тождество вида∑

τ∈T2n

ατ{xτ(1), xτ(2)} · {xτ(3), xτ(4)} · . . . · {xτ(2n−1), xτ(2n)} = 0, ατ ∈ K.

Далее нам понадобится следующая лемма, которую приведем без доказа-
тельства, так как она является частным случаем предложения 4 работы [1].

Лемма. Пусть V—некоторое многообразие алгебр Лейбница—Пуассона
над произвольным полем. Тогда справедливы следующий утверждения:

(i) полилинейные элементы

u2ns (x1, . . . , x2n), s = 1, . . . , q2n(V),

образуют базис пространства Q2n(V) тогда и только тогда, когда по-
лилинейные элементы от переменных x1, . . . , xn вида

x1 · . . . · xn, xi1 · . . . · xin−2k
· u2ks (xj1 , . . . , xj2k),

2 6 2k 6 n, s = 1, . . . , q2k(V), i1 < · · · < in−2k, j1 < · · · < j2k,

образуют базис пространства Rn(V);
(ii) для любого натурального числа n выполнено равенство

rn(V) = 1 +
∑

262k6n

C2k
n q2k(V),

где C2k
n —число сочетаний из n по 2k.

Теорема 2. Пусть V—нетривиальное многообразие алгебр Лейбница—
Пуассона над произвольным полем. Тогда либо

1) rn(V) > 2n−1 для любого n,
либо

2) найдется такой многочлен a2Nx2N + · · ·+ a1x+ a0 степени 2N > 0 из
кольца Q[x], что для любого n > 2N будет выполнено равенство

rn(V) = a2Nn
2N + · · ·+ a1n+ a0, a2N 6= 0,

причём

либо 2a) rn(V) > 1 +
n(n− 1)

2
, n > 1, и

1

(2N)!
6 a2N 6

1

N !
,

либо 2b) rn(V) = 1 для любого n.
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До к а з ат е л ь ств о. Пусть последовательность {rn(V)}n>1 не ограни-
чена полиномом. Тогда из предложения 5 работы [1] следует, что для любого
натурального n выполнено неравенство q2n(V) > 0. С учётом леммы получа-
ем

rn(V) = 1 +
∑

262k6n

C2k
n q2k(V) > 1 +

∑
262k6n

C2k
n = 2n−1.

Пусть теперь последовательность {rn(V)}n>1 ограничена полиномом. Пусть
N —максимальное число, при котором q2N (V) > 0. Тогда из леммы следует,
что для любого n > 2N будет выполнено равенство

rn(V) = 1 +
N∑
k=1

C2k
n q2k(V),

то есть найдётся такой многочлен степени 2N > 0 с рациональными коэффи-
циентами, что

rn(V) = a2Nn
2N + · · ·+ a1n+ a0, a2N 6= 0, n > 2N.

Пусть N > 0. Так как

q2n(F (X)) 6
(2n)!

n!

для любого n, для любого n > 2N будет выполнено двойное неравенство

N∑
k=0

C2k
n 6 rn(V) 6

N∑
k=0

C2k
n ·

(2k)!

k!
. (1)

Поэтому
1

(2N)!
6 a2N 6

1

N !
.

При этом заметим, что

rn(V) > 1 + C2
n · q2(V) > 1 +

n(n− 1)

2
.

Если N = 0, то rn(V) = 1 для любого n. �
Заметим, что аналогичный результат для полилинейных частей унитар-

ных ассоциативных алгебр над произвольным полем получен в работе [24].
Пусть Λ2n — алгебра Грассмана с единицей, 2n образующими элемента-

ми {e1, . . . , e2n} и операцией умножения ∧. Введём в алгебре Λ2n два новых
умножения:

a · b =
1

2
(a ∧ b+ b ∧ a), {a, b} = a ∧ b− b ∧ a, a, b ∈ Λ2n.

Обозначим полученную алгебру Пуассона (Λ2n,+, ·, {,}) через G2n. В рабо-
те [12] показано, что в случае основного поля нулевой характеристики для
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произвольного натурального числа N последовательность {rn(G2N )}n>1 до-
стигает нижней границы в неравенстве (1):

cn(G2N ) = rn(G2N ) =
N∑
k=0

C2k
n , n > 2N.

Заметим, что существует бесконечно много попарно различных многообразий
алгебр Лейбница—ПуассонаV, у которых последовательность {rn(V)}n>1 до-
стигает нижней границы полиномиального роста. Пусть SUN = SUN (K) —
алгебра строго верхнетреугольных матриц порядка N над полем K и опера-
цией умножения ∧. В векторном пространстве ULPN = SUN × SUN × K над
полем K определим две операции умножения · и {,} следующим образом:

(x1, x2, α) · (y1, y2, β) = (βx1 + αy1, βx2 + αy2, αβ),

{(x1, x2, α), (y1, y2, β)} = ([x1, y1], x2 ∧ y1,0),

где [x1, y1] = x1 ∧ y1 − y1 ∧ x1, (x1, x2, α), (y1, y2, β) ∈ ULPN . В работе [25]
показано, что для полученной алгебры Лейбница—Пуассона ULPN над полем
нулевой характеристики верны следующие равенства:

q2(U
LP
N ) = 1, q2n(ULPN ) = 0, n > 1,

rn(ULPN ) = 1 +
n(n− 1)

2
, n > 1,

cn(ULPN ) = 1 +

min{n,N−1}∑
k=2

Ckn · k!, n > 1.
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In this paper we study Leibniz–Poisson algebras satisfying polynomial identities. We
study Leibniz–Poisson special and Leibniz–Poisson extended special polynomials. We
show that the sequence of codimensions {rn(V)}n>1 of every extended special space of
variety V of Leibniz-Poisson algebras over an arbitrary field is either bounded by a
polynomial or at least exponential. Furthermore, if this sequence is bounded by polyno-
mial then there is a polynomial R(x) with rational coefficients such that rn(V) = R(n)
for all sufficiently large n. It follows that there exists no variety of Leibniz-Poisson
algebras with intermediate growth of the sequence {rn(V)}n>1 between polynomial and
exponential. We present lower and upper bounds for the polynomials R(x) of an arbi-
trary fixed degree.
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