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ЗАДАЧИ С СОПРЯЖЕНИЕМ НА ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ
ПЛОСКОСТИ ДЛЯ ОДНОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА В ТРЕХМЕРНОМ
ПРОСТРАНСТВЕ

И. Н. Родионова, В. М. Долгополов
Самарский государственный университет,
Россия, 443011, Самара, ул. Академика Павлова, 1.

Рассматривается полное уравнение гиперболического типа третьего порядка с
переменными коэффициентами в области, представляющей бесконечную тре-
угольную призму, ограниченную характеристическими плоскостями z = 0,
x = h данного уравнения и двумя нехарактеристическими плоскостями y = x,
y = −x. Решены две краевые задачи с данными на гранях призмы, являющимися
как характеристическими, так и нехарактеристическими плоскостями данно-
го уравнения. В связи с трудностями склейки решений рассматриваемого типа
гиперболических уравнений и заданием условий сопряжения на характеристике
в условия сопряжения были введены интегралы и производные дробного поряд-
ка. На внутренней характеристической плоскости заданы условия сопряжения,
содержащие производные дробного порядка искомой функции, различные для обе-
их задач. Для данного уравнения авторами получено решение задачи Дарбу ме-
тодом Римана, взятое за основу решения обеих поставленных задач, которые
сводятся к однозначно разрешимым уравнениям Вольтерры и Фредгольма соот-
ветственно, что позволило получить решения задач в явном виде.

Ключевые слова: интегральные уравнения, краевые задачи, уравнения гипербо-
лического типа высшего порядка.

Ряд краевых задач для уравнений гиперболического типа на плоскости и
в пространстве требует склейки решения на характеристике данного уравне-
ния. В связи с этим возникали трудности с заданием условий сопряжения на
характеристике, т. к. традиционная склейка, содержащая нормальную произ-
водную искомого уравнения, зачастую приводила к некорректной постановке
задачи. Поэтому в условия сопряжения на характеристике были введены ин-
тегралы и производные дробного порядка. Первые постановки таких задач
принадлежат В. Ф. Волкодавову [1]. Затем они появлялись в ряде его работ
с учениками [2–7].

Настоящая работа является продолжением исследований постановок и ре-
шений краевых задач для уравнений гиперболического типа в трехмерном
пространстве, опубликованных в работах [8–10].
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Задачи с сопряжением на характеристической плоскости . . .

Рассмотрим уравнение

L(u) = Uxyz + b(y)Uxz + a(x)Uyz + c(z)Uxy + b(y)c(z)Ux+

+ a(x)c(z)Uy + a(x)b(y)Uz + a(x)b(y)c(z)U = 0 (1)

на множестве H = H1 ∪H2,

H1 =

{
(x, y, z)

∣∣∣∣ 0 < x < y < h
0 < z < +∞

}
, H2 =

{
(x, y, z)

∣∣∣∣ 0 < −x < y < h
0 < z < +∞

}
.

Функция a(x) непрерывна на сегменте [−h, h], b(y) —на сегменте [0, h],
c(z) —на полуинтервале [0,+∞). Обозначим их первообразные соответствен-
но α(x), β(y), γ(z).

Задача I. На множестве H найти решение уравнения (1), непрерывное
в H̄ и удовлетворяющее граничным условиям

U(x, x, z) = τ1(x, z), (x, z) ∈ D0,
D0 = {(x, z) | 0 < x < h, 0 < z < +∞}, (2)

U(x,−x, z) = τ2(x, z), (x, z) ∈ D∗0,
D∗0 = {(x, z) | −h < x < 0, 0 < z < +∞}, (3)

U(x, y, 0) =

{
f1(x, y), (x, y) ∈ D̄1, D1 = {(x, y) | 0 < x < y < h} ,
f2(x, y), (x, y) ∈ D̄2, D2 = {(x, y) | 0 < −x < y < h} ;

(4)

а на плоскости x = 0 — условиям сопряжения

lim
x→0+0

∂

∂x

∫ y

x
eα(t)(t− x)−r1U(t, y, z)dt = δ1(y),

lim
x→0−0

∫ x

−y
eα(t)(x− t)−r2U(t, y, z)dt

(5)

(0 < r1, r2 < 1, r1 6= r2).

Задача II. На множестве H найти решение уравнения (1), непрерывное
в H̄, с данными (4), а также

U(x, h, z) =

{
ϕ1(x, z), (x, z) ∈ D̄0,
ϕ2(x, z), (x, z) ∈ D̄∗0

(6)

и условием сопряжения на плоскости x = 0

lim
x→0+0

(
δ2(y)

∂

∂x

∫ h

x
eβ(t)(t− x)−r1U(x, t, z)dt− ∂

∂y

[
eβ(y)U(x, y, z)

])
=

= lim
x→0−0

(
δ3(y)

∂

∂x

∫ h

−x
eβ(t)(t+ x)−r2U(x, t, z)dt+

∂

∂y

[
eβ(y)U(x, y, z)

])
+

+ g(y, z). (7)

Для уравнения (1) задачи с сопряжением на характеристике рассматри-
ваются впервые.

Для решения задачи I потребуем выполнения следующих условий.
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Условия А) τ1 ∈ C(D̄0), τ ′′1xz ∈ C(D0), τ1(x,0) = τ1(0, z) = 0, τ2 ∈ C(D̄∗0),
τ ′′2xz ∈ C(D∗0), τ2(x,0) = τ2(0, z) = 0; при x = 0 τ1 и τ2 обращаются в нуль
порядков выше r1 и r2 соответственно.

Функции ϕ, ψ, f1, f2 непрерывны в рассматриваемых областях вместе
со своими смешанными частными производными второго порядка. Для них
справедливо выполнение следующих условий.
Условия B1) fi(x, y) ∈ C(D̄i), f ′′i xy ∈ C(Di), i = 1, 2.
Условия B2) f1(x, x) = 0, f2(x,−x) = 0; при x = 0 fi(x, y) обращается в нуль

порядка выше ri, i = 1, 2.
Условие C1) δ1(y) ∈ C(1)[0, h].

Воспользуемся полученным в работе [10] методом Римана решением за-
дачи Дарбу для уравнения (1), которое представимо в виде

U(x, y, z) = eβ(x)−β(y)τ1(x, z)+

+

∫ y

x
N1(t, z)e

α(t)+β(t)−α(x)−β(y)dt+ eγ(0)−γ(z)f1(x, y) (8)

в области H1 и

U(x, y, z) = eβ(−x)−β(y)τ2(x, z)+

+

∫ x

−y
N2(t, z)e

α(t)+β(−t)−α(x)−β(y)dt+ eγ(0)−γ(z)f2(x, y) (9)

в области H2.
Решение уравнения (1), определяемое формулами (8), (9), удовлетворя-

ет условиям (2)–(4) задачи I. Неизвестные функции N1, N2 будем искать в
классе функций, для которых выполняются следующие условия.
Условия E) N1(x, z), N2(−x, z) непрерывны в D0 вместе с частной производ-

ной по z, интегрируемы по x на сегменте [0, h] при любом z ∈ [0,+∞),
Ni(x,0) = 0, i = 1, 2.

Из непрерывности решения на плоскости x = 0 и условия сопряжения (5)
получаем соотношения

N1(y, z)e
α(y) = N2(−y, z)eα(−y), (10)

−
∫ y

0
N1(t, z)e

α(t)+β(t)t−r1dt− eα(y)+β(y)y−r1τ1(y, z)+

+

∫ y

0

∂

∂t

[
eα(t)+β(t)τ1(t, z)

]
t−r1dt =

= δ1(y)

(∫ y

0
N2(−t, z)eα(−t)+β(t)t−r2dt+ y−r2eα(−y)+β(y)τ2(−y, z)+

+

∫ 0

−y

∂

∂t

[
eα(−t)+β(t)τ2(t, z)

]
(−t)−r2dt

)
. (11)
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Отметим, что формула (11) получена при дополнительном ограничении,
налагаемом на функции f1, f2:

τ1

∫ y

0
t−r1−1eα(t)f1(t, y)dt+ r2

∫ y

0
t−r2−1eα(t)f2(−t, y)dt = 0, (12)

которое обеспечивает выполнение равенства N1(x, 0) = N2(x, 0) = 0.
После дифференцирования тождества (11) по y и некоторых преобразо-

ваний с учётом равенства (10) приходим к интегральному уравнению отно-
сительно N1:

N1(y, z)e
α(y)+β(y) +

δ′1(y)yr1+r2

yr2 + yr1δ1(y)

∫ y

0
N1(t, z)e

α(t)+β(t)t−r2dt =

=
F1(y, z)y

r1+r2

yr2 + yr1δ1(y)
, (13)

в котором

F1(y, z) = r1y
−r1−1τ1(y, z)e

α(y)+β(y) + r2y
−r2−1δ1(y)τ2(−y, z)eα(−y)+β(y)+

+ δ′1(z)r2

∫ y

0
eα(−t)+β(t)τ2(−t, z)t−r2−1dt.

Обозначим
ω(y) =

yr1

yr2 + yr1δ1(y)
.

Решение уравнения (13), полученное методом последовательных приближе-
ний, имеет вид

N1(y, z)e
α(y)+β(y) = −δ′1(y)yr2ω(y)

∫ y

0
F1(t, z)ω(t)×

× exp

[
−
∫ y

t
ω(u)δ′1(u)du

]
dt+ F1(y, z)y

r2ω(y).

При выполнении условий A), B1), B2), C1) и равенства (12) функции Ni

(в силу (10)) удовлетворяют условиям E). Подставляя найденные значения
Ni в формулы (8), (9), получаем решение задачи I в явном виде.

При решении задачи II будем предполагать выполнение условия B1), а
также следующие условия.

Условия B3) fi(x, h) = fi(0, y) =
∂fi(0, y)

∂x
=
∂fi(0, y)

∂y
= 0;

Условия D) ϕ1(x, z) ∈ C(1)(D̄0),
∂ϕ1(x, z)

∂x∂z
∈ C(D0), ϕ2(x, z) ∈ C(1)(D̄∗0),

∂ϕ2(x, z)

∂x∂z
∈ C(D∗0), ϕ(0, 0) = ϕ′ix(0, 0) = 0;

Условия C2) δi(y) ∈ C[0,h], i = 2, 3; g(y, z) непрерывна на множестве 0 6 y 6 h,
0 6 z < +∞ и g(y, 0) = 0.
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Для решения задачи II подчиним функции (8), (9) условиям (6), (7) соот-
ветственно и получим в области H1

U(x, y, z) = ϕ1(x, z)e
β(h)−β(y)−

−
∫ h

y
N1(t, z)e

α(t)+β(t)−α(x)−β(y) + eγ(0)−γ(z)f1(x, y),

в области H2

U(x, y, z) = ϕ2(x, z)e
β(h)−β(y)−

−
∫ h

y
N2(t, z)e

α(−t)+β(t)−α(x)−β(y) + eγ(0)−γ(z)f2(x, y).

Непрерывность решения на плоскости x = 0 приводит к соотношению
(10), а условия сопряжения (7) — к равенству

2δ2(y)

∫ h

0
N1(t, z)e

α(t)+β(t)−α(0)K1(t)dt−N1(y, z)e
α(y)+β(y)−α(0) + F2(y, z) =

= −2δ3(y)

∫ h

0
N2(−t, z)eα(−t)+β(t)−α(0)K2(t)dt+

+N2(−y, z)eα(−y)+β(y)−α(0), (14)

в котором введены обозначения

K1(t) =
1

2

(α′(0)t1−r1

1− r1
+ t−r1

)
, K2(t) = −1

2

(
α′(0)t1−r2

1− r2
+ t−r2

)
,

F2(y, z) = [C1ϕ
′
1x(0, z) + C2ϕ1(0, z)]δ2(y)−

− [C3ϕ
′
2x(0, z) + C4ϕ2(0, z)]δ3(y)− g(y, z),

где

C1 =

∫ h

0
eβ(t)t−r1dt, C2 =

∫ h

0
eβ(t)β′(t)tr1dt,

а C3, C4 получаются из C1 и C2 заменой r1 на r2 соответственно.
Из соотношений (10), (14) получаем интегральное уравнение относительно

N(y, z) = N1e
α(y)+β(y)−α(0):

N(y, z) =

∫ h

0
N(t, z)[K1(t)δ2(y) +K2(t)δ3(y)]dt+

1

2
F2(y, z).

Так как свободный член уравнения непрерывен на множестве 0 6 y 6 h,
0 6 z < +∞, что следует из условий D) и C2), функцию N(y, z) будем ис-
кать в классе функций, удовлетворяющих условиям E), но условие интегри-
руемости на сегменте [0, h] заменим условием непрерывности на указанном
множестве.
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Как известно [11], интегральное уравнение Фредгольма второго рода с вы-
рожденным ядром сводится к системе алгебраических уравнений. Обозначая

A(z) =

∫ h

0
K1(t)N(t, z)dt, B(z) =

∫ h

0
K2(t)N(t, z)dt,

получим

N(y, z) = δ3(y)A(z) + δ4(y)B(z) +
1

2
F2(y, z). (15)

Умножая последовательно тождество (15) на K1(y) и K2(y) и интегрируя
по сегменту [0, h] обе части полученных равенств, получаем систему уравне-
ний относительно A(z) и B(z):

A(z)

(
1−

∫ h

0
δ2(y)K1(y)dy

)
−B(z)

∫ h

0
δ3(y)K1(y)dy =

1

2

∫ h

0
F2(y, z)K1(y)dy,

(16)

−A(z)

∫ h

0
δ2(y)K2(y)dy +B(z)

(
1−

∫ h

0
δ3(y)K2(y)dy

)
=

1

2

∫ h

0
F2(y, z)K2(y)dy.

На функции δ2, δ3 наложим дополнительные ограничения в виде следую-
щего условия.
Условие C3) δ2 и δ3 таковы, что

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1−

∫ h

0
δ2K1dy −

∫ h

0
δ3K1dy

−
∫ h

0
δ2K2dy 1−

∫ h

0
δ3K2dy

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Найденные из системы (16) функции A(z), B(z) подставим в равенство
(15), получим с учётом (11) функции N1, N2, удовлетворяющие условию E)
при выполнении условий B1), B3), D), C2), C3).

В заключение отметим, что единственность решения обеих задач следует
из единственности решения методом Римана задачи Дарбу, взятой за осно-
ву, а также единственности решения интегральных уравнений, к которым
свелись поставленные задачи.

Работа выполнена в рамках государственного задания высшим учебным заведениям в
части проведения научно-исследовательских работ (1.909.2011).

This research was carried within the framework of the State Assignment to Universities on
Participation in carrying out Scientific Research (1.909.2011).
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PROBLEMS WITH CONJUNCTION ON A CHARACTERISTIC
PLANE FOR THE THIRD-ORDER HYPERBOLIC EQUATION IN
THE THREE-DIMENSIONAL SPACE

I. N. Rodionova, V. M. Dolgopolov
Samara State University,
1, Academician Pavlov st., Samara, 443011, Russian Federation.

In the present article the full equation of hyperbolic type of the third order with set of
variable factors, in the area representing an infinite triangular prism, limited to the
characteristic planes z = 0, x = h of the given equation and two noncharacteristic
planes y = x, y = −x is considered. Two boundary-value problems with data on the
edges of the prism, which are both characteristic and non-characteristic planes of the
given equation, are solved. In connection with difficulties of a gluing together of con-
sidered type solutions of the hyperbolic equations and the representation of conditions
of interface on performance integrals and fractional derivatives have been introduced
into interface conditions. On the interior characteristic plane the matching conditions,
containing fractional order derivatives of required function, are established in order to
avoid troubles with intersection of solutions. For equation considered in this article we
have obtained the solution of the Darboux problem by method of Riemann, taken for
the basis solutions of both problems, which are reduced to uniquely solvable equations of
Volterra and Fredholm respectively, that has allowed to obtain the solutions of problems
in the explicit analytic form.

Keywords: integral equations, boundary value problems, higher order hyperbolic type
equations.
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