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РЕШЕНИЯМИ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА НЕСТАЦИОНАРНЫХ
УРАВНЕНИЙ СОБОЛЕВСКОГО ТИПА
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Южно-Уральский государственный университет
(национальный исследовательский университет),
Россия, 454080, Челябинск, пр. Ленина, 76.

Уравнения соболевского типа в настоящее время составляют обширную об-
ласть среди неклассических уравнений математической физики. Неклассически-
ми называют те уравнения математической физики, чьи представления в ви-
де уравнений или систем уравнений в частных производных не укладываются в
рамки одного из классических типов — эллиптического, параболического или ги-
перболического. В данной работе показано существование единственного опти-
мального и жёсткого управлений решениями задачи Шоуолтера—Сидорова для
нестационарного операторно-дифференциального уравнения, неразрешенного от-
носительно производной по времени. Нестационарность уравнения рассмотрена
в виде произведения одного из операторов уравнения и скалярной функции, зави-
сящей от времени, а свойства операторов таковы, что стационарное уравнение
обладает разрешающей сильно непрерывной вырожденной полугруппой. Статья,
кроме введения и списка литературы, содержит две части. В первой части при-
водятся необходимые сведения теории относительно p-радиальных операторов,
во второй части содержится основной результат статьи.

Ключевые слова: оптимальное управление, жёсткое управление, нестационар-
ные уравнения соболевского типа, относительно радиальный случай.

Введение. Пусть X, Y и U— гильбертовы пространства. Пусть операторы
L ∈ L(X;Y), M ∈ Cl(X;Y) и B ∈ L(U;Y). Рассмотрим задачу Шоуолтера—
Сидорова [1]

P (x(0)− x0) = 0 (1)

для уравнения соболевского типа [2–4]

Lẋ(t) = a(t)Mx(t) + f(t) +Bu(t) (kerL 6= {0}), t ∈ [0, τ ], (2)

где вектор-функции u : [0, τ ] → U, f : [0, τ ] → Y и скалярная функция
a : [0, τ ]→ R+ будут определены в дальнейшем.
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Нашей задачей является нахождение минимума функционала вида

J(u) = α

1∑
q=0

∫ τ

0

∥∥z(q)(t)− z(q)d (t)
∥∥2
Z
dt+

+ (1− α)
k∑
q=0

∫ τ

0

〈
Nqu

(q)(t), u(q)(t)
〉
U
dt, (3)

где α ∈ (0, 1], k = 0, 1, . . . , p+1, Nq ∈ L(U)— самосопряжённые и положитель-
но определённые операторы, z = Cx, оператор C ∈ L(X;Z), а zd = zd(t, s)—
плановое наблюдение из некоторого гильбертова пространства наблюдений Z.
Отметим, что α ∈ (0, 1] и (1 − α)— весовые коэффициенты целей оптималь-
ного управления, заключающиеся в достижении плановых показателей на-
блюдаемой величины без скачкообразных изменений (первое слагаемое в (3))
и минимизации расходуемых для этого ресурсов управления (второе слага-
емое в (3)). При α = 1 в функционале (3) исчезает второе слагаемое и мы
получаем задачу жёсткого управления, т.е. когда при оптимизации затраты
на достижение цели не интересны.

1. Относительно p-радиальные операторы. Доказательства утверждений
этой части можно найти в работе [3].

Обозначим

ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(F;U)}, σL(M) = C \ ρL(M),

RLµ(M) = (µL−M)−1L, LLµ(M) = L(µL−M)−1, µ ∈ ρL(M),

RL(λ,p)(M)=

p∏
k=0

RLλk(M), LL(λ,p)(M)=

p∏
k=0

LLλk(M), λk∈ρL(M) (k = 0, p).

Определение 1. Оператор M называется p-радиальным относительно
оператора L (или, коротко, (L, p)-радиальным), если
(i) ∃ω∈ R ∀µ > ω ⇒ µ∈ ρL(M);
(ii) ∃K > 0 ∀µk > ω, k = 0, p, ∀n∈ N

max{‖(RL(µ,p)(M))n‖L(X), ‖(LL(µ,p)(M))n‖L(Y)} 6
K∏p

k=0(µk − ω)n
.

Также введём обозначения

X0 = kerRL(µ,p)(M), Y0 = kerLL(µ,p)(M), L0 = L
∣∣
X0 , M0 =M

∣∣
domM∩X0 .

Через X1 (Y1) обозначим замыкание линеала imRL(µ,p)(M) (imLL(µ,p)(M)), а
через X̃ (Ỹ)— замыкание линеала X0+̇imRL(µ,p)(M) (Y0+̇imLL(µ,p)(M)) в норме
пространства X (Y).

Определение 2. Сильно непрерывное отображение V • : R+ → L(V) назы-
вается сильно непрерывной полугруппой разрешающих операторов (или про-
сто разрешающей C0-полугруппой), если
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(i) V sV t = V s+t ∀s, t > 0;
(ii) v(t) = V tv0 есть решение этого уравнения для любого v0 из плотного в
V линеала.

Полугруппу {V (t) ∈ L(V) : t ∈ R+} будем называть экспоненциально
ограниченной с константами C,ω, если

∃C > 0 ∃ω ∈ R ∀t ∈ R+ ‖V (t)‖L(V) 6 Ceωt.
Теорема 1. Пусть оператор M (L, p)-радиален. Тогда существует экс-

поненциально ограниченная c константами K,ω из определения 1 и силь-
но непрерывная разрешающая полугруппа для однородного уравнения (2) при
a ≡ 1, рассматриваемого на подпространстве X̃.

Замечание 1. Операторы разрешающей полугруппы для уравнения (2)
при a ≡ 1 и t > 0 можно представить в виде

Xt = s− lim
k→∞

((
L− t

k
M
)−1

L

)k
= s− lim

k→∞

(k
t
RLk

t

(M)
)k
,

принимая во внимание поправки формулы, обсуждаемые в работе [5].

Замечание 2. Единицей полугруппы {Xt ∈ L(X̃) : t ∈ R+} является про-
ектор P вдоль X0 на X1.

Определение 3. Оператор M называется сильно (L, p)-радиальным, если
при любых λ, µ0, µ1, ..., µp > ω выполняются следующие условия:

(i) существует плотный в Y линеал
◦
Y такой, что для всех y ∈

◦
Y

‖M(λL−M)−1LL(µ,p)(M)y‖Y 6
const(y)

(λ− ω)
p∏

k=0

(µk − ω)
;

(ii) ‖RL(µ,p)(M)(λL−M)−1‖L(Y;X) 6
K

(λ− ω)
p∏

k=0

(µk − ω)
.

Теорема 2. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален. Тогда
(i) X = X0 ⊕ X1, Y = Y0 ⊕Y1;
(ii) Lk = L

∣∣
Xk ∈ L(Xk;Yk), Mk =M

∣∣
domMk

∈ Cl(Xk;Yk),

domMk = domM ∩ Xk, k = 0, 1;
(iii) существуют операторы M−10 ∈ L(Y0;X0) и L−11 ∈ L(Y1;X1).

2. Оптимальное и жёсткое управления решениями задачи Шоуолтера–
Сидорова для нестационарного уравнения

Определение 4. Вектор-функция

x ∈ H1(X) = {x ∈ L2(0, τ ;X) : ẋ ∈ L2(0, τ ;X)}

называется сильным решением уравнения (2), если она почти всюду на (0, τ)
обращает его в тождество. Сильное решение x = x(t) уравнения (2) назы-
вается сильным решением задачи Шоуолтера—Сидорова (1), (2), если оно
удовлетворяет (1).
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Обозначим N0 ≡ N ∪ {0}. Построим гильбертово пространство

Hp+1(Y) = {y ∈ L2(0, τ ;Y) : y(p+1) ∈ L2(0, τ ;Y), p ∈ N0}
со скалярным произведением

[y, z] =

p+1∑
q=0

∫ τ

0

〈
y(q), z(q)

〉
Y
dt.

Теорема 3. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, p ∈ N0, а функция
a ∈ Cp+1([0, τ);R+). Тогда для любых x0 ∈ X и f ∈ Hp+1(Y) существует
единственное сильное решение x ∈ H1(X) задачи Шоуолтера—Сидорова (1)
для уравнения (2), причём

x(t) = X

∫ t

0
a(ζ)dζ

Px0 +

∫ t

0
X

∫ t

s
a(ζ)dζ

L−11 Q(f(s) +Bu(s))ds−

−
p∑

k=0

(M−10 L0)
kM−10 (I−Q)(AD)kA (f(t) +Bu(t)) , (4)

где
(Ah)(t) = a−1(t)h(t), (Dh)(t) =

dh

dt
(t).

До к а з ат е л ь cтв о этой теоремы аналогично доказательству теоремы 4
из работы [6] и потому не приводится.

Определение 5. Вектор-функцию v ∈ H1
∂(U) назовем оптимальным управ-

лением (жестким управлением) решениями задачи (1), (2), если

J(v) = min
(x,u)∈X×H1

∂(U)
J(u), α ∈ (0, 1) (α = 1), (5)

где пары (x, u) ∈ X × H1
∂(U) удовлетворяют (1), (2), а H1

∂(U) — некоторое
замкнутое и выпуклое подмножество в H1(U).

Теорема 4. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, p ∈ N0, функция
a ∈ Cp+1(R+;R+). Тогда при любых x0 ∈ X, f ∈ Hp+1(Y) существует един-
ственное оптимальное управление v ∈ Hp+1

∂ (U) задачи (1)–(3), (5).

До к а з ат е л ь ств о. Зафиксируем x0 ∈ X, f ∈ H1(Y), и рассмотрим (4)
как отображение G : u → x(u). В условиях предыдущей теоремы отображе-
ние G : Hp+1(U) → H1(X), определенное формулой (4), непрерывно. Теперь
перепишем функционал качества (3) в виде

J(u) =
∥∥Cx(t;u)− zd∥∥2H1(Z)

+ [η, u],

где η(k)(t) = Nku
(k), k = 0, 1, . . . , p+ 1. Откуда

J(u) = π(u, u)− 2λ(u) +
∥∥zd − Cx(t; 0)∥∥2H1(Z)

,
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где
π(u, u) =

∥∥C(x(t;u)− x(t; 0))∥∥2
H1(Z)

+ [η, u]

— билинейная непрерывная коэрцитивная форма на H1(U), а

λ(u) = 〈zd − Cx(t; 0), C(x(t;u)− x(t; 0))〉H1(Z)

—линейная непрерывная на H1(U) форма. А значит, утверждение теоремы
следует из [7, гл. 1]. �

Следствие. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, p ∈ N0, функция
a ∈ Cp+1(R+;R+). Тогда при любых x0 ∈ X, f ∈ Hp+1(Y) существует един-
ственное жёсткое управление v ∈ Hp+1

∂ (U) задачи (1)–(3), (5).
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Sobolev type equations now constitute a vast area of nonclassical equations of math-
ematical physics. Those called nonclassical equations of mathematical physics, whose
representation in the form of equations or systems of equations partial does not fit
within one of the classical types (elliptic, parabolic or hyperbolic). In this paper we prove
the existence of a unique optimal and hard control over solutions of Showalter–Sidorov
problem for nonstationary operator-differential equations unresolved with respect to
the time derivative. In this case, one of the operators in the equation is multiplied by
a scalar function of the time-variable, besades stationary equation has a strong con-
tinuous degenerate resolving semigroup of operators. Apart from the introduction and
bibliography article comprises two parts. The first part provides the necessary informa-
tion regarding the theory of p-radial operators, the second contains the proof of main
results of this article.

Keywords: optimal control, hard control, nonstationary Sobolev type equations, rela-
tively radial case.
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