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ОЦЕНКА НАДËЖНОСТИ СТОХАСТИЧЕСКИ
НЕОДНОРОДНОЙ ТОЛСТОСТЕННОЙ ТРУБЫ
ПО КРИТЕРИЮ ДЛИТЕЛЬНОЙ ПРОЧНОСТИ

Н.Н. Попов, Л.В. Коваленко
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Разработана методика вероятностной оценки надёжности микронеоднородной
толстостенной трубы на основе решения стохастической краевой задачи пол-
зучести. Реологические свойства материала при этом описывались при помо-
щи случайной функции одной переменной (радиуса r). Для изучения процес-
са разрушения материала при ползучести введён параметр повреждённости
0 6 ω(t) 6 1 и принята степенная зависимость скорости изменения ω(t) от
эквивалентного напряжения σэ, которое определялось по критерию Сдобырева.
Оценка надёжности производится по интегрально-среднему значению эквива-
лентного напряжения. Найдено случайное время до разрушения и его функция
распределения, которая аппроксимировалась логарифмически нормальным зако-
ном. Приведён пример вычисления вероятности безотказной работы для тол-
стостенной трубы из микронеоднородного материала. Полученные результаты
позволяют оценивать надёжность стохастически неоднородных осесиммет-
ричных элементов конструкций при условии, что из эксперимента будут по-
лучены необходимые статистические данные.

Ключевые слова: установившаяся ползучесть, толстостенная труба, микроне-
однородный материал, стохастическая краевая задача, длительная прочность,
функция надёжности.

В условиях длительного действия нагрузки при повышенной температу-
ре с некоторого момента скорость ползучести начинает возрастать (третья
стадия), и процесс ползучести заканчивается разрушением. В силу стоха-
стической неоднородности материала время до разрушения будет являться
случайной величиной. Для описания процесса разрушения при ползучести
введем параметр поврежденности материала 0 6 ω(t) 6 1 и используем ки-
нетическое уравнение Работнова [1].

dω

dt
= B

( σэ

1− ω

)k
, (1)

где σэ — эквивалентное напряжение, задаваемое в виде некоторого соотноше-
ния между компонентами тензора напряжений; B, k—постоянные материа-
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ла.
В данной статье рассматривается оценка надёжности по критерию дли-

тельной прочности толстостенной трубы из микронеоднородного материала,
находящейся под действием внутреннего давления q. Предполагается, что
в трубе осуществляется плоская деформация и в традиционной цилиндри-
ческой системе координат полагается, что компонента тензора деформаций
εz = 0. При этом реологические свойства материала описываются при помо-
щи случайной функции радиуса r.

В работе [2] рассматривалось решение стохастической краевой задачи
установившейся ползучести толстостенной трубы. Определяющие соотноше-
ния для деформаций ползучести εr и εϕ принимаются в соответствии с тео-
рией вязкого течения в стохастической форме

ε̇ϕ = −ε̇r = cSn−1(σϕ − σr)(1 + αU),

где σr и σϕ —радиальная и тангенциальная компоненты тензора напряжений,
S = (

√
3/2)(σϕ−σr)—интенсивность напряжений, U(r)— случайная однород-

ная функция, описывающая флуктуации реологических свойств материала с
математическим ожиданием 〈U〉 = 0 и дисперсией 〈U2〉 = 1, α—коэффици-
ент вариации этих свойств (малый параметр), c, n—постоянные материала.

Аналогичная задача по оценке надёжности толстостенной трубы по крите-
рию деформационного типа, когда ограничение накладывалось на случайное
радиальное перемещение, рассматривалась в работе [3].

Случайные напряжения σr и σϕ, найденные в работе [2] на основе первого
приближения метода малого параметра, имеют вид:

σr = A
(
1−

(β
r

)2/n)
+

2Aβ2/nα

n2

[
(1− r−2/n)H − I(r)

]
, (2)

σϕ = A
[
1 +

( 2
n
− 1
)(β

r

)2/n]
+

+
2Aβ2/nα

n2

[(
1 +

( 2
n
− 1
)
r−2/n

)
H − I(r)− Ur−2/n

]
, (3)

A =
q

β2/n − 1
, I(r) =

∫ r

1
U (x)x−1−2/ndx, H =

I(β)

1− β−2/n
.

Здесь r— безразмерный радиус (r ∈ [1, β]), β = b/a, a и b— внутренний и
внешний радиусы трубы, q—давление.

В работе [2] также найдены статистические характеристики случайных
напряжений σr и σϕ c математическими ожиданиями

〈σr〉 = A
(
1−

(β
r

)2/n)
, 〈σϕ〉 = A

[
1 +

( 2
n
− 1
)(β

r

)2/n]
и дисперсиями

D[σr] =
4A2β4/nα2

n4
[
(1− r−2/n)2〈H2〉 − 2(1− r−2/n)〈I(r)H〉+ 〈I2(r)〉

]
, (4)
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D[σϕ] =
4A2β4/nα2

n4

[(
1 +

( 2
n
− 1
)
r−2/n

)2
〈H2〉+

+ 〈I2(r)〉+ r−4/n − 2
(
1 +

( 2
n
− 1
)
r−2/n

)
〈I(r)H〉−

− 2
(
1 +

( 2
n
− 1
)
r−2/n

)
〈HU〉r−2/n + 2r−2/n〈I(r)U〉

]
, (5)

где

〈H2〉 = 1(
1− β−2/n

)2 ∫ β

1

∫ β

1
K(x2 − x1)x−1−2/n

1 x
−1−2/n
2 dx1dx2,

〈I2(r)〉 =
∫ r

1

∫ r

1
K(x2 − x1)x−1−2/n

1 x
−1−2/n
2 dx1dx2,

〈I(r)H〉 = 1

1− β−2/n

∫ r

1

∫ β

1
K(x2 − x1)x−1−2/n

1 x
−1−2/n
2 dx1dx2,

〈HU〉 = 1

1− β−2/n

∫ β

1
K(x− r)x−1−2/ndx,

〈I(r)U〉 =
∫ r

1
K(x− r)x−1−2/ndx,

K(x2 − x1)—корреляционная функция случайной функции U(r).
Эквивалентное напряжение σэ, входящее в кинетическое уравнение (1),

будем определять по критерию Сдобырева, который довольно часто приме-
няется для описания закономерности изменения длительной прочности при
сложном напряженном состоянии [4]:

σэ =
σ1 + S

2
,

где σ1 —наибольшее нормальное напряжение, которое для толстостенной тру-
бы равно σϕ.

В общем случае эквивалентное напряжение σэ является случайной функ-
цией радиуса r и времени t. Её характеристики можно найти из соответ-
ствующей стохастической краевой задачи, при решении которой возникают
непреодолимые трудности. В связи с этим предлагается использовать введён-
ное в работе [5] интегрально-среднее значение эквивалентного напряжения:

σэ =
1

β − 1

∫ β

1
σэ(r)dr. (6)

В работе [6] показано, что в детерминированной постановке σэ является
практически постоянной для толстостенной трубы при ползучести от момен-
та t = 0 вплоть до разрушения для широкого диапазона изменения парамет-
ров n и β. Поэтому вводится гипотеза, что и в стохастической постановке σэ
считается случайной величиной, но не зависящей от времени, которую можно
вычислить, например, на стадии установившейся ползучести. В дальнейшем
теория длительной прочности строится на основе интегрально-среднего зна-
чения эквивалентного напряжения σэ, статистические характеристики кото-
рого могут быть найдены исходя из (2) и (3).
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Согласно (2), (3) и (6) величина эквивалентного напряжения σэ опреде-
ляется формулой

σэ =
1

2(β − 1)

∫ β

1

(
σϕ +

√
3

2
(σϕ − σr)

)
dr =

=
A

2

[
1 +

β2/n
(
1− 2

n

)
β − 1

(2 +√3
n

− 1
)( 1

β1−2/n
− 1
)]

+

+
Aβ2/nα

n2(β − 1)

∫ β

1

[(
1 +

(2 +√3
n

− 1
)
r−2/n

)
H−

− I(r)−
(
1 +

√
3

2

)
Ur−2/n

]
dr. (7)

Решая дифференциальное уравнение (1) при ω(0) = 0 и считая, что в
момент разрушения ω(tp) = 1, можно найти случайное время до разрушения

tp =
1

B(k + 1)σkэ
.

Время до разрушения tp было аппроксимировано логарифмически нор-
мальным законом, функция распределения которого имеет вид

F (t) =
1√
2πd

∫ t

0

1

z
exp

[
−(ln z −m)2

2d2

]
dz. (8)

Для того чтобы найти параметры m и d распределения (8), разложим
величину lnσэ по малому параметру α и ограничимся членами только первого
порядка относительно α:

lnσэ = ln
(
σ0э + ασ∗э

)
= lnσ0э + ln

(
1 +

ασ∗э
σ0э

)
= lnσ0э +

ασ∗э
σ0э

+ o(α), (9)

где

σ0э = 〈σэ〉 =
A

2

[
1 +

β2/n
(
1− 2

n

)
β − 1

(2 +√3
n

− 1
)( 1

β1−2/n
− 1
)]
, 〈σ∗э〉 = 0.

Используя разложение (9), вычислим параметры распределения (8):

m = 〈ln tp〉 = − ln (B(k + 1))− k lnσ0э , d2 = D [ln tp] =
k2α2

σ0э
D [σ∗э ] ,

где дисперсия D [σ∗э ] определяется согласно (7):

D [σ∗э ] = D [σэ] =
1

β − 1

∫ β

1

[1
4

(
1 +

√
3

2

)2
D [σϕ] +

3

16
D [σr]−

√
3

2
〈σϕσr〉

]
dr.
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Здесь величины D [σϕ] и D [σr] вычисляются по формулам (4) и (5) соответ-
ственно. Момент 〈σϕσr〉 можно найти, используя (2) и (3):

〈σϕσr〉 =
4A2β4/nα2

n2

[
(1− r−2/n)

(
1 +

( 2
n
− 1
)
r−2/n

)
〈H2〉−

− 2
(
1 +

( 1
n
− 1
)
r−2/n

)
〈I(r)H〉+ 〈I2(r)〉+

+ 〈I(r)U〉r−2/n −
(
1− r−2/n

)
r−2/n〈HU〉.

Рассмотрим модельную задачу оценки надёжности для толстостенной тру-
бы из стали 12ХМФ при T = 590℃ с постоянными материала n = 7.1, c =
= 2.762 ·10−21, внутренним и внешним радиусами a = 14 мм и b = 21 мм соот-
ветственно, находящейся под действием внутреннего давления q = 70 МПа.
Исходные данные для расчёта взяты из монографии [7]. Параметры кинети-
ческого уравнения (1) считались равными B = 2.54 · 10−12, k = 3.04. Корре-
ляционная функция случайной функции U(r) была взята в виде

K(r) = exp (−10|r|) (cos 20r + 0.5 sin 20|r|) , r = x2 − x1.

На рисунке представлена функция надёжности P (t) = 1 − F (t), где F (t)
определяется по формуле (8) при степени неоднородности материала α =
= 0.3. Функцию надёжности P (t) можно использовать для назначения ре-
сурса толстостенной трубы. Назначенный ресурс T∗ определяют так, чтобы
вероятность обеспечения T∗ была равна заданному значению p∗ вероятности
безотказной работы (пунктирные линии на графике). При заданном значении
p∗ = 0.95 ресурс для рассматриваемой трубы составляет 19 475 часов.

Функция надёжности P (t) [Reliability function vs time]

Полученные результаты позволяют оценивать надёжность стохастически
неоднородных осесимметричных элементов конструкций при условии, что
необходимые статистические данные будут получены экспериментальным пу-
тём.
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RELIABILITY EVALUATION OF STOCHASTICALLY
HETEROGENEOUS THICK-WALLED PIPE
BY LONG-TERM STRENGTH CRITERION

N. N. Popov, L. V. Kovalenko
Samara State Technical University,
244, Molodogvardeyskaya st., Samara, 443100, Russian Federation.

We have developed a method of probabilistic reliability evaluation of microheteroge-
neous thick-walled pipe, based on the already received solution of the stochastic creep
boundary value problem. The rheological properties of the material were described us-
ing random function of one variable (radius r). Damage parameter 0 6 ω(t) 6 1
was introduced here to study the process of degradation of the material during creep
stage. Also the power law of the rate of ω(t) change on the equivalent stress σe, de-
termined by Sdobyrev criterion, is assigned. The reliability evaluation is made by the
mean integral value of the equivalent stress. We have found a random time before de-
struction and its distribution function, which was approximated by lognormal law. The
problem of the probability of failure-free operation was calculated for a thick-walled
microheterogeneous pipe with the specified parameters. The obtained results allow to
evaluate reliability of stochastically inhomogeneous axisymmetric structural elements
if necessary statistical data are obtained from the experiment.

Keywords: steady-creep state, thick-walled pipe, microheterogeneous material, stochas-
tic boundary value problem, long-term strength, reliability function.
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