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Аннотация

В цилиндрической области евклидова пространства для многомерного
гиперболического уравнения с волновым оператором рассматривается
спектральная задача Дирихле с однородными краевыми условиями. Ре-
шение ищется в виде разложения по многомерным сферическим функ-
циям. Доказаны теоремы существования и единственности решения. По-
лучены условия однозначной разрешимости поставленной задачи, кото-
рые существенно зависят от «высоты» цилиндра.
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Двумерные спектральные задачи для гиперболических уравнений интен-
сивно изучаются (см., например работы [1–4]), а их многомерные аналоги
[5–7], насколько известно автору, исследованы мало. Это связано с тем, что
в случае трёх и более независимых переменных возникают трудности прин-
ципиального характера, так как весьма привлекательный и удобный метод
сингулярных интегральных уравнений, применяемый для двумерных задач,
здесь не может быть использован из-за отсутствия сколько-нибудь полной
теории многомерных сингулярных интегральных уравнений. Теория много-
мерных сферических функций, напротив, достаточно полно изучена. Эти
функции имеют важные приложения в математической физике, в теорети-
ческой физике и в теории многомерных сингулярных интегральных уравне-
ний. Автор предлагает при решении спектральных задач Дирихле для мно-
гомерных гиперболических уравнений с волновым оператором использовать
разложения по сферическим функциям.

1. Постановка задачи. ПустьDα —цилиндрическая область евклидова про-
странства Em+1 точек (x1, . . . , xm, t), ограниченная цилиндром

Γ = {(x, t) : |x| = 1}
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и плоскостями t = α > 0, t = 0; здесь |x|—длина вектора x = (x1, . . . , xm).
Части этих поверхностей, образующих границу ∂Dα области Dα, обозна-

чим через Γα, Sα, S0 соответственно.
В области Dα рассмотрим взаимно сопряженные многомерные гипербо-

лические уравнения со спектральным действительным параметром γ:

Lu ≡ ∆xu− utt +

m∑
i=1

ai(x, t)uxi + b(x, t)ut + c(x, t)u = γu, (1)

L∗υ ≡ ∆xυ − υtt −
m∑
i=1

ai(x, t)υxi − b(x, t)υt − d(x, t)υ = γυ, (2)

где u = u(x, t); υ = υ(x, t); ∆x — оператор Лапласа по переменным x1, . . . , xm;
m > 2, d(x, t) = c−

∑m
i=1 ai(x, t)xi − bt.

В качестве многомерной спектральной задачи Дирихле рассмотрим сле-
дующую задачу.

Задача D. Найти решение уравнения (1) в области Dα из класса C1(Ω̄α)∩
C2(Dα), удовлетворяющее краевым условиям

u
∣∣
Sα

= 0, u
∣∣
Γα

= 0, u
∣∣
S0

= 0. (3)

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1, . . . , xm, t к
сферическим r, θ1, . . . , θm−1, t; r > 0, 0 6 θ1 < 2π, 0 6 θi 6 π, i = 2, 3, . . . ,m−1,
θ = (θ1, . . . , θm−1).

Пусть {Y k
n,m(θ)}— система линейно независимых сферических функций

порядка n; 1 6 k 6 kn; (m − 2)!n!kn = (n + m − 2)!(2n + m − 2); W l
2(S0),

l = 0, 1, . . . —пространства Соболева.
Имеет место следующая лемма [8].

Лемма 1. Пусть f(r, θ) ∈W l
2(S0). Если l > m− 1, то ряд

f(r, θ) =

∞∑
n=0

kn∑
k=1

fkn(r)Y k
n,m(θ), (4)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p 6 l−m+1,
сходятся абсолютно и равномерно.

Лемма 2. Для того чтобы f(r, θ) ∈ W l
2(S0), необходимо и достаточно,

чтобы коэффициенты ряда (4) удовлетворяли неравенствам

|f1
0 (r)| 6 c1,

∞∑
n=1

kn∑
k=1

n2l|fkn(r)|2 6 c2, c1, c2 = const.

Через ãkin(r, t), akin(r, t), b̃kn(r, t), d̃kn(r, t), ρkn, обозначим коэффициенты раз-
ложения ряда (4) соответственно функций ai(r, θ, t)ρ(θ), ai(r, θ, t)ρ(θ)xi/r,
b(r, θ, t)ρ(θ), c(r, θ, t)ρ(θ), d(r, θ, t)ρ(θ), ρ(θ), i = 1, . . . ,m, причем ρ(θ) ∈ C∞(H),
H — единичная сфера в Em.

Пусть ai(x, t), b(x, t), c(x, t) ∈ W l
2(Dα) ⊂ C(D̄α), l > m + 1, i = 1, . . . ,m.

Тогда справедлива следующая теорема.
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Теорема.
1) Если γ 6 −µ2

s,n, то задача D имеет только нулевое решение.
2) При γ > −µ2

s,n задача D имеет только тривиальное решение тогда и
только тогда, когда

sinα
√
γ + µ2

s,n 6= 0, s = 1, 2, . . . , (5)

где µs,n—положительные нули функций Бесселя первого рода
Jn+(m−2)/2(z).

2. Разрешимость задачи D. В сферических координатах уравнение (1) име-
ет вид

Lu ≡ urr +
m− 1

r
ur −

1

r2
δu− utt+

+
m∑
i=1

ai(r, θ, t)uxi + b(r, θ, t)ut + c(r, θ, t)u = γu, (6)

где

δ ≡ −
m−1∑
j=1

1

gj sinm−j−1 θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 ∂

∂θj

)
,

g1 = 1, gj = (sin θ1 · · · sin θj−1)2, j > 1.

Известно [8], что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn =
= n(n+m− 2), n = 0, 1, . . . , каждому из которых соответствует kn ортонор-
мированных собственных функций Y k

n,m(θ).
Искомое решение задачи D будем искать в виде

u(r, θ, t) =

∞∑
n=0

kn∑
k=1

ūkn(r, t)Y k
n,m(θ), (7)

где ūkn(r, t) —функции, подлежащие определению.
Подставив (7) в (6), умножив полученное выражение на ρ(θ) 6= 0 и про-

интегрировав по единичной сфере H, для ukn получим [5,6]

ρ1
0ū

1
0rr − ρ1

0ū
1
0tt +

(
m− 1

r
ρ1

0 +

m∑
i=1

a1
i0

)
ū1

0r + b̃10ū
1
0t + c̃1

0ū
1
0 − γρ1

0ū
1
0+

+

∞∑
n=1

kn∑
k=1

{
ρknū

k
nrr − ρknūkntt +

(
m− 1

r
ρkn +

m∑
i=1

akin

)
ūknr + b̃knū

k
nt+

+

[
c̃kn − λn

ρkn
r2

+
m∑
i=1

(ãkin−1 − nakn)

]
ūkn − γρknūkn

}
= 0. (8)

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

ρ1
0ū

1
0rr − ρ1

0ū
1
0tt +

(m− 1)

r
ρ1

0ū
1
0r = γρ1

0ū
1
0; (9)
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ρk1ū
k
1rr − ρk1ūk1tt +

(m− 1)

r
ρk1ū

k
1r −

λ1

r2
ρk1ū

k
1 =

= γρ1
1ū
k
1 −

1

k1

( m∑
i=1

a1
i0ū

1
0r + b̃10ū

1
0t + c̃1

0ū
1
0

)
, n = 1; k = 1, . . . k1; (10)

ρknū
k
nrr − ρknūkntt +

m− 1

r
ρknū

k
nr −

λn
r2
ρknū

k
n =

= γρknū
k
n −

1

kn

kn−1∑
k=1

{ m∑
i=1

akin−1ū
k
n−1r + b̃kn−1ū

k
n−1t+

+

[
c̃kn−1 +

m∑
i=1

(ãkin−2 − (n− 1)akn−1)

]
ūkn−1

}
, k = 1, . . . , kn; n = 2, 3, . . . .

(11)

Суммируя уравнения (10) от 1 до k1, а уравнения (11) от 1 до kn, а затем
сложив полученное выражение вместе с (9), приходим к уравнению (8).

Отсюда следует, что если
{
ūkn
}
, k = 1, . . . , kn, n = 0, 1, . . . —решение си-

стемы (9)–(11), то оно является и решением уравнения (8).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (9)–(11) можно пред-

ставить в виде

ūknrr − ūkntt +
m− 1

r
ūknr −

λn
r2
ūkn = γūkn + f̄kn(r, t), (12)

где f̄kn(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом
f̄1

0 (r, t) ≡ 0.
Далее, из краевого условия (13) в силу (7) будем иметь

ūkn(r, α) = 0, ūkn(1, t) = 0, ūkn(r, 0) = 0, k = 1, . . . , kn, n = 0, 1, . . . . (13)

Произведя замену ūkn(r, t) = r(1−m)/2ukn(r, t) в (12), (13), получим

Lukn ≡ uknrr − ukntt +
λ̄n
r2
ukn = γukn + fkn(r, t), (14)

ukn(r, α) = 0, ukn(1, t) = 0, ukn(r, 0) = 0, k = 1, . . . , kn, n = 0, 1, . . . ,(15)

λ̄n =
[(m− 1)(3−m)− 4λn]

4
, fkn(r, t) = r

(m−1)
2 f̄kn(r, t).

Решение задачи (14), (15) будем искать в виде

ukn(r, t) =
∞∑
s=1

Rs(r)Ts(t), (16)

при этом пусть

fkn(r, t) =
∞∑
s=1

akns(t)Rs(r). (17)
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Подставляя (16) в (14), (15), с учетом (17) получим

Rsrr +
λ̄n
r2
Rs + (µ− γ)Rs = 0, 0 < r < 1, (18)

Rs(1) = 0, |Rs(0)| <∞, (19)

Tstt + µTs(t) = −akns(t), 0 < t < α, (20)
Ts(α) = Ts(0) = 0. (21)

Ограниченным решением задачи (18), (19) является (см. [9])

Rs(r) =
√
rJν(µs,nr), 0 < r < 1, (22)

где ν = n+ (m− 2)/2, µ = γ + µ2
s,n.

Общее решение уравнения (20) представимо в виде [9]

Ts,n(t) =



c1s cos
√
µt+ c2s sin

√
µt+

cos
√
µt

√
µ

∫ t

0
akns(ξ) sin

√
µξdξ−

−
sin
√
µt

√
µ

∫ t

0
akns(ξ) cos

√
µξdξ, µ > 0,

c1s + c2st−
∫ t

0
akns(ξ)(t− ξ)dξ, µ = 0,

c1s ch
√
|µ|t+ c2s sh

√
|µ|t+

ch
√
|µ|t√
|µ|

∫ t

0
akns(ξ) sh

√
|µ|ξdξ−

−
sh
√
|µ|t√
|µ|

∫ t

0
akns(ξ) ch

√
|µ|ξdξ, µ < 0,

(23)
где c1s, c2s —произвольные постоянные. Удовлетворяя условию (21), будем
иметь 

c1s = 0,
√
µc2s sin

√
µα = sin

√
µα

∫ α

0
akns(ξ) cos

√
µξdξ−

− cosµα

∫ α

0
akns(ξ) sin

√
µξdξ, µ > 0,

c2sα =

∫ α

0
akns(ξ)(α− ξ)dξ, µ = 0,√

|µ|c2s sh
√
|µ|α = sh

√
|µ|α

∫ α

0
akns(ξ) ch

√
|µ|ξdξ−

− ch
√
|µ|α

∫ α

0
akns(ξ) sh

√
|µ|ξdξ, µ < 0.

(24)

Подставляя (22) в (17), получим

r−1/2fkn(r, t) =

∞∑
s=1

akns(t)Jν(µs,nr). (25)

Разложение (25), в котором коэффициенты akns(t) определяются по фор-
муле

akns(t) =
2

[Jν+1(µs,n)]2

∫ 1

0

√
ξfkn(ξ, t)Jν(µs,nξ)dξ, (26)
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является разложением функции r−1/2fkn(r, t) в ряд Фурье—Бесселя [10]. Здесь
µs,n s = 1, 2, . . . —положительные нули функций Бесселя Jν(z), расположен-
ные в порядке возрастания их величины.

Из (22), (23), (24) найдем решение задачи (14), (15):

ukn(r, t) =
∞∑
s=1

√
rTs,n(t)Jν(µs,nr), (27)

где akns(t) находится из (26).
Следовательно, сначала решив задачу (9), (13) (n = 0), а затем (10), (13)

(n = 1) и т. д., найдем последовательно все ukn(r, t) из (27), k = 1, . . . , kn,
n = 0, 1, . . . .

Итак, в области Dα имеет место выражение∫
H
ρ(θ)(L− γ)udH = 0. (28)

Пусть f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), причем R(r) ∈ V0, V0 —плотно в L2(0, 1),
ρ(θ) ∈ C∞(H), C∞(H) —плотно в L2(H), а T (t) ∈ V1, V1 —плотно в L2(0, α).
Тогда f(r, θ, t) ∈ ∈ V , V = V0 ⊗H ⊗ V1 —плотно в L2(Dα) [11].

Отсюда и из (28) следует∫
Dα

f(r, θ, t)(L− γ)udDα = 0

и
Lu = γu ∀ (r, θ, t) ∈ Dα.

Таким образом, решением задачи D является функция

u(r, θ, t) =

∞∑
n=0

kn∑
k=1

∞∑
s=1

r(2−m)/2Ts,n(t)Jn+(m−2)/2(µs,nr)Y
k
n,m(θ), (29)

где Ts,n(t) определяется из (23).
Из (5), (24) следует, что c2s = 0 при µ 6 0, а для µ > 0 c2s = 0, если

выполняется условие (5). Следовательно, из (23), (27) следует, что Ts,n(t) = 0

и ukn(r, t) = akns(t) = 0, s = 1, 2, . . . , k = 1, . . . , kn, n = 0, 1, . . . .
Далее, из (29), в свою очередь, получим u = 0 в Dα.
Пусть теперь условие (5) нарушено хотя бы для одного s = l. Тогда, если

решение задачи D будем искать в виде (7), то приходим к краевой задаче
(14), (15). В силу (23), (24) ее решением является функция

ukn(r, t) =
√
r

[
sin
√
µt+

cos
√
µt

√
µ

∫ t

0
aknl(ξ) sin

√
µξdξ−

−
sin
√
µt

√
µ

t∫
0

aknl(ξ) cos
√
µξdξ

]
Jn+(m−2)/2µl,nr), µ = γ + µ2

l,n.
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Следовательно, нетривиальные решения задачи D записываются в виде
ряда

u(r, θ, t) =

∞∑
n=1

kn∑
k=1

n−ρr(1−m)/2ukn(r, t)Y k
n,m(θ). (30)

Учитывая формулу 2J ′ν(z) = Jν−1(z)−Jν+1(z) (см. [10], формула 7.2 (57)),
оценки [8,12]

Jν(z) =

√
2

πz
cos
(
z − π

2
ν − π

4

)
+O

( 1

z3/2

)
, ν > 0;

|kn| 6 c1n
m−2,

∣∣∣ ∂q
∂θqj

Y k
n,m(θ)

∣∣∣ 6 c2n
m
2
−1+q,

c1, c2 = const, j = 1, . . . ,m− 1, q = 0, 1, . . . ,

(31)

а также леммы, ограничения на коэффициенты уравнения (1), как в [13],
можно показать, что если p > 3m/2, то функция (30) принадлежит искомому
классу C1(D̄α) ∩ C2(Dα).

Разрешимость задачи D установлена.
3. Единственность решения задачи D. Сначала построим решение задачи

Дирихле для уравнения (2) с условиями

υ
∣∣
Sα∪Γα

= 0, υ
∣∣
S0

= τ(r, θ) = τkn(r)Y k
n,m(θ), k = 1, . . . kn, n = 0, 1, . . . , (32)

где τ̄kn(r) ∈ G, G—множество функций τ(r) из класса C1[0, 1])∩C2(0, 1).Мно-
жество G плотно всюду в L2(0, 1) [11]. Решение задачи (2), (32) будем искать
в виде (7), где функции ῡkn(r, t) будут определены ниже. Тогда, аналогично
п. 2, функции ῡkn(r, t) удовлетворяют системам уравнений (9)–(11), где ãkin,
akin, b̃

k
n заменены соответственно на −ãkin, −akin, −b̃kn, а c̃kn на d̃kn, i = 1, . . . ,m,

k = 1, . . . , kn, n = 0, 1, . . . .
Из краевого условия (13) в силу (7) получим

ῡkn(r, α) = ῡkn(1, t) = 0, ῡkn(r, 0) = τ̄kn(r), k = 1, . . . , kn, n = 0, 1, . . . . (33)

Как ранее замечено, каждое уравнение системы (9)–(11) представимо в
виде (12).

Далее задача (12), (33) решается аналогично тому, как решалась задача
(14), (15) из п. 2.

Таким образом, в виде ряда (29) построено решение задачи (2), (32) ,
которая в силу оценок (31), как показано в [13], принадлежит классу C1(D̄α)∩
C2(Dα).

Из определения сопряженных операторов L, L∗ [14]

υLu− uL∗υ = −υP (u) + uP (υ)− uυQ,

где

P (u) =

m∑
i=1

uxi cos(N⊥, xi)− ut cos(N⊥, t),
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Q =

m∑
i=1

ai cos(N⊥, xi)− b cos(N⊥, t),

N⊥ — внутренняя нормаль к границе ∂Dα, по формуле Грина имеем∫
Dα

(υLu− uL∗υ) dDα =

∫
∂Dα

[(
υ
∂u

∂N
− u ∂υ

∂N

)
M + uυQ

]
ds, (34)

где

∂

∂N
=

m∑
i=1

cos(N⊥, xi)
∂

∂xi
− cos(N⊥, t)

∂

∂t
,

M2 =

m∑
i=1

cos2(N⊥, xi) + cos2(N⊥, t).

Из (34), принимая во внимание граничные условия (3) и условия (32),
получим ∫

S0

τ(r, θ)ut(r, θ, 0)ds = 0. (35)

Поскольку линейная оболочка системы функций {τ̄kn(r)Y k
n,m(θ)} плотна в

L2(S0) [11], из (35) заключаем, что ut(r, θ, 0) = 0 ∀ (r, θ) ∈ S0.
Следовательно, в силу единственности решения задачи Коши u(x, 0) =

= ut(x, 0) = 0 для уравнения (1) [14] будем иметь u(x, t) = 0 ∀ (x, t) ∈ Dα.
Таким образом, единственность решения задачи D показана. Теорема дока-
зана полностью.

В заключение отметим, что при γ = 0 теорема согласуется с результатами
работ [13,15]
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