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Проведён анализ разностной схемы краевой задачи для аналога волнового урав-
нения. Исследованы явные и неявные разностные схемы для численного решения
первой краевой задачи аналога волнового уравнения с оператором дробного диффе-
ренцирования Капуто. Методом гармоник Фурье доказаны критерии устойчиво-
сти этих разностных схем. Получены оценки собственных значений оператора
перехода с одного временного слоя на другой. На примере проведён вычислитель-
ный эксперимент по анализу предложенной разностной схемы. Построены гра-
фики численного решения краевой задачи для волнового уравнения с оператором
дробного дифференцирования при различных значениях параметров дробного диф-
ференцирования α и β. Установлено изменение периода колебаний при переходе
к дробной производной. На примере показано, что параметры α и β становятся
управляющими.

Ключевые слова: волновое уравнение, частная дробная производная Капуто, раз-
ностная схема.

Введение. Развитие науки и техники привело к широкому использованию
на практике самых различных волновых процессов. В результате этого жи-
вые системы подвергаются воздействию волн не только естественного, но и
искусственного происхождения. Можно сказать, что живые организмы везде
сталкиваются с различного типа волнами. Физические поля самых разных
типов в процессе эволюции живых организмов оказывают на них существен-
ное влияние. Сравнительно давно появилось отчетливое понимание того, что
живые организмы не только активно используют волновые процессы в сво-
ей деятельности, но и способны чутко реагировать на внешние воздействия,
имеющие волновую природу.
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Ответная реакция живой системы на внешние волновые воздействия мо-
жет происходить на различных структурных уровнях живого организма—
от молекулярного до субклеточного, клеточного уровня. Волновые процессы
активно используются и в технической деятельности людей.

Несмотря на значительные усилия исследователей, до сих пор задача со-
здания адекватных количественных моделей волновых процессов остаётся ак-
туальной. Особенно это актуально, когда речь идет о системах с фрактальной
структурой. При описании свойств систем с фрактальной структурой нельзя
использовать представления евклидовой геометрии, поэтому необходимо при-
влечь представления геометрии дробной размерности. Особенность систем с
фрактальной структурой в том, что для них существенны такие эффекты,
как память, сложная природа пространственных корреляций и эффекты са-
моорганизации. Создание адекватных математических моделей для систем,
где проявляются свойства самоорганизации, детерминированного хаоса, так-
же требует привлечения нетрадиционных подходов, основанных на примене-
нии математического аппарата дифференциальных уравнений дробного по-
рядка [1–7].

В качестве математической модели волнового процесса в нелокальных
средах исследуем в области

D = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T}

первую краевую задачу для волнового уравнения с производными дробного
порядка.

Задача. Найти решение уравнения

CDα
0tu(x, t) = C(x, t)CDβ

0xu(x, t) + f(x, t), (1)

удовлетворяющее начальным условиям

u(x, 0) = ϕ1(x), ut(x, 0) = ϕ2(x) (2)

и граничным условиям

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t). (3)

Здесь 1 < α 6 2, 1 < β 6 2, f(x, t) —достаточно гладкая функция, C(x, t) > 0,

CDα
0tu(x, t) =

1

Γ(2− α)

∫ t

0

u′′(x, s)

(t− s)α−1
ds

—частная дробная производная Капуто [10].
Численный метод решения краевой задачи (1)–(3). Для численного реше-

ния задачи (1)–(3) в области D введём сетку с шагом h по x и τ по t:

$hτ =
{

(xm, tn) : xm = mh, tn = nτ ; h = l/M, τ = T/N ;

m = 0, 1, . . . ,M, n = 0, 1, . . . , n
}
.

Для дробных производных Капуто в случае 1 < α 6 2, 1 < β 6 2 на
частичных отрезках [tn−1, tn], [xm−1, xm] имеют место разностные аппрокси-
мации [11]
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1

Γ(2− α)

∫ tn

tn−1

u′′(x, s)

(tn − s)α−1
ds =

=
u(x, tn+1)− 2u(x, tn) + u(x, tn−1)

Γ(3− α)τα
+ O(τ4−α), (4)

1

Γ(2− β)

∫ xm

xm−1

u′′(s, t)

(xm − s)β−1
ds =

=
u(xm+1, t)− 2u(xm, t) + u(xm−1, t)

Γ(3− β)hβ
+ O(h4−β). (5)

Обозначим через unm ≈ u(xm, tn) приближённое решение в точке (xm, tn),
n = 0, 1, . . . , N , m = 0, 1, . . . ,M , аналогично обозначим Cnm = C(xm, tn), fnm =
= f(xm, tn). Воспользовавшись (4) и (5), для уравнения (1) получим разност-
ную схему с весами

un+1
m − 2unm + un−1m

Γ(3− α)τα
= σΛβun+1

m + (1− σ)Λβunm + fnm, (6)

где

Λβun+1
m = Cnm

un+1
m+1 − 2un+1

m + un+1
m−1

Γ(3− β)hβ
, Λβunm = Cnm

unm+1 − 2unm + unm−1
Γ(3− β)hβ

.

В случае σ = 0 получаем явную разностную схему на 5-точечном шаблоне:

un+1
m − 2unm + un−1m

Γ(3− α)τα
= Cnm

unm+1 − 2unm + unm−1
Γ(3− β)hβ

+ fnm. (7)

Теорема 1. Явная разностная схема (7) устойчива, если

CΓ(3− α)τα

Γ(3− β)hβ
< 1, где C = max

D
|C(x, t)|.

До к а з ат е л ь ств о. Решение un+1 можно представить в виде

un+1 = Aun + Γ(3− α)ταfn.

Тогда S = A— оператор перехода с одного временного слоя на другой. Усло-
вием устойчивости по начальным данным разностной схемы (6) является
‖S‖ 6 1. Действительно,

‖yn+1‖ = ‖Ayn‖ 6 ‖A‖ · ‖yn‖

или
‖yn+1‖ = ‖yn‖ 6 . . . 6 ‖y0‖.

Следовательно, начальные возмущения затухают. Условие ‖S‖ 6 1 есть
условие того, что спектр оператора S лежит внутри круга единичного ра-
диуса на комплексной плоскости. Это означает, что max |λ| < 1, где λ— соб-
ственное число оператора перехода S.

127



В. Д. Б е й б а л а е в, А. З. Як у б о в

Для нахождения собственных значений оператора перехода решение unm
представим в виде возмущения:

unm = λneiωm, (8)

где i—мнимая единица, λ— собственные числа оператора перехода [12].
В результате подстановки (8) в (7) получим квадратное уравнение

λ2 − 2
(

1− 2CnmΓ(3− α)τα

Γ(3− β)hβ
sin2 ω

2

)
λ+ 1 = 0. (9)

Произведение корней уравнения (9) равно единице, а его дискриминант

D =
16CnmΓ(3− α)τα

Γ(3− β)hβ
sin2 ω

2

(CnmΓ(3− α)τα

Γ(3− β)hβ
sin2 ω

2
− 1
)
. (10)

Если дискриминант (10) отрицательный, то корни λ1, λ2 —комплексно-сопря-
жённые и равны единице по модулю. Следовательно, условие |λ| < 1 выпол-
няется, если они выбраны так, что

CΓ(3− α)τα

Γ(3− β)hβ
< 1. �

Итак, решение unm разностной задачи

un+1
m − 2unm + un−1m

Γ(3− α)τα
= Cnm

unm+1 − 2unm + unm−1
Γ(3− β)hβ

+ fnm,

u0m = ϕ1(xm), u1m = u0m + τϕ2(xm), un0 = µ1(tn), unM = µ2(tn),

можно найти явным методом.
В случае σ = 1 получим полностью неявную схему

un+1
m − 2unm + un−1m

Γ(3− α)τα
= Cnm

un+1
m+1 − 2un+1

m + un+1
m−1

Γ(3− β)hβ
+ fnm. (11)

Теорема 2. Неявная разностная схема (11) безусловно устойчива.
Д о к а з ат е л ь ств о. Для нахождения собственных значений оператора

перехода решение unm представим в виде возмущения (8). В результате под-
становки (8) в (11) получим квадратное уравнение

[1 + p] · λ2 − 2λ+ 1 = 0,

где

p =
4CnmΓ(3− α)τα

Γ(3− β)hβ
sin2 ω

2
.

Дискриминант этого квадратного уравнения отрицательный. Таким об-
разом, корни комплексно-сопряжённые и имеет место неравенство

|λ| =
√
p

1 + p
< 1.
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Следовательно, неявная разностная схема (11) безусловно устойчива. �
Для n = 1, 2, . . . , N имеем

(CDα
0tu(x, t))n =

1

Γ(2− α)

∫ tn

0

u′′(x, s)

(tn − s)α−1
ds =

=
1

Γ(2− α)

n∑
i=1

∫ ti

ti−1

u′′(x, s)

(tn − s)α−1
ds =

=
1

Γ(2− α)

n∑
i=1

(u(x, ti+1)− 2u(x, ti) + u(x, ti−1)

τ2
+ O(τ2)

)∫ ti

ti−1

ds

(tn − s)α−1
=

=
1

Γ(2− α)

n∑
i=1

(u(x, ti+1)− 2u(x, ti) + u(x, ti−1)

τ2
+O(τ2)

)[
−(tn − s)2−α

2− α

]ti
ti−1

=

=
1

Γ(3− α)

( n∑
i=1

u(x, ti+1)− 2u(x, ti) + u(x, ti−1)

τ2
+ O(τ2)

)
×

×
(
(tn − ti−1)2−α − (tn − ti)2−α

)
=

=
1

Γ(3− α)τ2

n∑
i=1

[
u(x, ti+1)− 2u(x, ti) + u(x, ti−1)

]
(t2−αn−i+1 − t

2−α
n−i )+

+ O(τ2)
∑

(t2−αn−i+1 − t
2−α
n−i ) =

=
1

Γ(3− α)τ2

n∑
k=1

[
u(x, tk+1)− 2u(x, tk) + u(x, tk−1)

]
×

×
(
t2−αn−k+1 − t

2−α
n−k
)

+ O(τ3−α), (12)

так как t2−αn−i+1 − t
2−α
n−i 6 τ

2−α.
Аналогично для m = 1, 2, . . . ,M имеем

(CDβ
0xu(x, t))m =

1

Γ(2− β)

∫ xm

0

u′′(s, t)

(xm − s)β−1
ds =

=
1

Γ(2− β)

m∑
k=1

∫ xk

xk−1

u′′(s, t)

(xm − s)β−1
ds =

=
1

Γ(3− β)h2

m∑
k=1

[
u(xk+1, t)− 2u(xk, t) + u(xk−1, t)

]
×

×
(
x2−βm−k+1 − x

2−β
m−k

)
+ O(h3−β), (13)

Воспользовавшись разностными аппроксимациями (12) и (13), получим со-
ставную разностную схему с весами:

1

Γ(3− α)τ2

n∑
k=1

(
uk+1
m − 2ukm + uk−1m

)(
t2−αn−k+1 − t

2−α
n−k
)

=
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= σ · Λβun+1
m + (1− σ)Λβunm + fnm,

где

Λβun+1
m = Cnm

1

Γ(3− β)h2

m∑
k=1

(
un+1
k+1 − 2un+1

k + un+1
k−1
)(
x2−βm−k+1 − x

2−β
m−k

)
,

Λβunm = Cnm
1

Γ(3− β)h2

m∑
k=1

(
unk+1 − 2unk + unk−1

)(
x2−βm−k+1 − x

2−β
m−k

)
.

Пример. Найти решение задачи

CDα
0tu(x, t) = CDβ

0xu(x, t), 0 < x < 4, 0 < t < 10,

u(x, 0) = sin(πx/4), ut(x, 0) = 0, 0 6 x 6 4,

u(0, t) = 0, u(4, t) = 0, 0 6 t 6 10.

(14)

На рис. 1–3 приведены графики решений задачи (14) при различных зна-
чениях параметров α, β.

Как видно из рис. 1, при переходе к дробной производной по времени
период колебаний становится меньше, а при переходе к дробной производной
по координате, наоборот, период колебаний растёт. При этом длина волны
остаётся неизменной (рис. 2 и 3). Следовательно, при переходе к дробным
производным в первом случае скорость распространения волны становится
больше, чем в стационарном случае, а во втором случае — меньше.

Выводы. Значительные успехи при рассмотрении волновых процессов в си-
стемах с фрактальной структурой связаны с использованием формализма
интегралов и производных дробного порядка. Повышенный интерес к диф-
ференциальным уравнениям дробного порядка обусловлен их физической ин-
терпретацией [7,13]. Было показано, что переход к производной дробного по-
рядка по времени позволяет учитывать эффекты памяти системы [7]. Это и
вызвало их широкое применение в практически во всех областях естествозна-
ния.

Область применимости решений дифференциальных уравнений дробного
порядка значительно шире, чем дифференциальных уравнений с целочислен-
ным дифференцированием, поскольку последние оказываются их частным
случаем. Уравнения в производных дробного порядка позволяют учесть об-
ратимые и необратимые процессы [7, 13]. Это позволяет не только получить
принципиально новые, но более глубоко осмыслить известные результаты,
позволяя при этом создать адекватные количественные модели исследуемых
явлений

Исследование свойств систем с фрактальной структурой должно быть
проведено с учётом эффектов памяти (временная нелокальность) и простран-
ственных корреляций (пространственная нелокальность). Учёт эффектов не-
локальности в рамках традиционных подходов приводит к появлению в диф-
ференциальных уравнениях интегрального оператора, где ядро интеграль-
ного оператора несёт информацию о природе нелокальности. Для решения
таких уравнений интегральные операторы представляются в виде ряда диф-
ференциальных операторов с возрастающим показателем порядка диффе-
ренцирования и при наличии малого параметра ограничиваются нескольки-
ми членами ряда. В отсутствие малого параметра такой подход оказывается
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Рис. 1. Графики решения задачи (14) при x = 0.7 и различных значениях
параметров α и β: 1 — α = 2, β = 2; 2 — α = 2, β = 1.7; 3 — α = 1.7, β = 2

Figure 1. The graphics of solution (14) for x = 0.7 and different values of para-
meters α and β: 1 — α = 2, β = 2; 2 — α = 2, β = 1.7; 3 — α = 1.7, β = 2

Рис. 2. Графики решения задачи (14) при t = 0.4 и различных значениях
параметров α и β: 1 — α = 2, β = 2; 2 — α = 1.7, β = 2; 3 — α = 1.5, β = 2; 4 —

α = 1.4, β = 2

Figure 2. The graphics of solution (14) for t = 0.4 and different values of para-
meters α and β: 1 — α = 2, β = 2; 2 — α = 1.7, β = 2; 3 — α = 1.5, β = 2; 4 — α = 1.4,
β = 2

Рис. 3. Графики решения задачи (14) при t = 0.9 и различных значениях
параметров α и β: 1 — α = 2, β = 2; 2 — α = 2, β = 1.7; 3 — α = 2, β = 1.5; 4 —

α = 2, β = 1.4

Figure 3. The graphics of solution (14) for t = 0.9 and different values of para-
meters α and β: 1 — α = 2, β = 2; 2 — α = 2, β = 1.7; 3 — α = 2, β = 1.5; 4 —
α = 2, β = 1.4
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непродуктивным и, кроме того, полученные уравнения также не всегда уда-
ётся разрешить.
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Analysis of the difference scheme of boundary-value problem for the wave equation
analogue is made. Explicit and implicit difference schemes for numerical solution of
the first boundary-value problem for the wave equation analogue with Caputo fractional
differentiation operator are investigated, and the stability criteria for these difference
schemes are proved by the harmonic Fourier method. Estimates for eigenvalues of the
operator of transition from one time layer to another are obtained. Computational
experiment on the analysis of the given difference scheme has been performed for the
example. The graphs of the numerical solution of the boundary-value problem for the
wave equation with the operator of fractional differentiation having different values of
parameters of fractional differentiation α and β have been built. Change of the period
of fluctuations under transition to a fractional derivative is established. On an example
it is shown that parameters α and β become managing directors.

Keywords: wave equation analogue, Caputo fractional partial derivative, difference
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