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Аннотация
В характеристической области исследованы нелокальные задачи для мо-
дельного гиперболического уравнения второго порядка, тип и порядок
которого вырождается на одной и той же линии y = 0. С помощью опе-
раторов дробного интегро-дифференцирования произвольного порядка
на характеристической части границы области задано нелокальное усло-
вие, поточечно связывающее дробные производные и интегралы от ис-
комого решения. Для различных значений порядков операторов дроб-
ного интегро-дифференцирования, входящих в краевое условие, доказа-
на однозначная разрешимость рассматриваемых задач или установлена
неединственность их решения.
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Введение. Рассмотрим уравнение

y2muxx + y uyy + αuy = 0,

где m—натуральное число, α = const, (1− 2m)/2 6 α < 1 в области Ω,
ограниченной характеристиками

AC : x− 2

2m+ 1
(−y)

2m+1
2 = 0, BC : x+

2

2m+ 1
(−y)

2m+1
2 = 1
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Об одном классе нелокальных задач для гиперболического уравнения . . .

уравнения (1) и отрезком I ≡ [0, 1] прямой y = 0, A(0, 0), B(1, 0).
Задача. Найти регулярное в области Ω решение u(x, y) уравнения (1) из

класса C(Ω) ∩ C1(Ω ∪ I), удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = τ(x) ∀x ∈ I, (2)

A(x)Da
0xu[Θ0(x)] +B(x)Db

x1u[Θ1(x)] = C(x) ∀x ∈ I. (3)

Здесь τ(x), A(x), B(x), C(x) — заданные функции, причём A2(x) +B2(x) 6= 0;
Θ0(x), Θ1(x) —точки пересечения характеристик уравнения (1), выходящих
из точки (x, 0) ∈ I, с характеристиками AC, BC соответственно; Dα1

0xf,
Dα1
x1f — операторы дробного интегрирования порядка (−α1) при α1 < 0 и

обобщённые производные в смысле Лиувилля порядка α1 > 0 [2, с. 7, 8];
a и b действительные числа, на которые далее будут наложены необхо-
димые условия.

Уравнение (1) служит моделью гиперболических уравнений второго по-
рядка, тип и порядок которых вырождается на одном и том же (n−1)-мерном
континууме [3, с. 274].

Задача (1)–(3) является нелокальной (задачей со смещением по терми-
нологии А. М. Нахушева [4]). Её исследование связано с прикладным ха-
рактером задач, возникающих, например, при изучении вопросов тепло- и
массообмена в капиллярно-пористых средах.

В монографии [5] широко представлено значение теории дробного инте-
гро-дифференцирования при исследовании нелокальных краевых задач и её
проникновение в современную физику.

О возникновении таких задач, их использовании в физике, биологии,
математическом моделировании можно узнать, например, в работах [6–8].

Ранее в работе [9] нами была исследована задача с обобщёнными опе-
раторами дробного интегро-дифференцирования (в смысле М. Сайго) для
вырождающегося гиперболического уравнения. Данная работа является про-
должением и обобщением результатов работы [9] для уравнения (1).

В случае

α = 1/2−m, a = b = 1− β, β =
2m− 1 + 2α

2(2m+ 1)

существование и единственность решения задачи (1)–(3) доказаны А. В. Би-
цадзе [10].

1. Условия однозначной разрешимости задачи.
Теорема 1. Пусть b = 1 − β, a 6 1 − β, B(x) 6= 0, τ(x) ∈ C1(I) ∩ C3(I),

A(x), B(x), C(x) ∈ C1(I).
Тогда решение задачи (1)–(3) существует и единственно.
До к а з ат е л ь ств о. При (1− 2m)/2 < α < 1 регулярное в области Ω

решение u(x, y) уравнения (1), удовлетворяющее условиям

u(x,0) = τ(x), x ∈ I, lim
y→−0

(−y)αuy = ν(x), x ∈ I,

в предположении, что τ ′′(x) и ν ′(x) удовлетворяют условию Гёльдера, един-
ственно и имеет вид [3, с. 277]
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u(x, y) =
Γ(2β)

Γ2(β)

∫ 1

0
τ
[
x+

2(1− 2t)

2m+ 1
(−y)

2m+1
2

]
[t(1− t)]β−1dt−

− 2

2m+ 1

Γ(1− 2β)

Γ2(1− β)
(−y)1−α

∫ 1

0
ν
[
x+

2(1− 2t)

2m+ 1
(−y)

2m+1
2

]
[t(1− t)]−βdt. (5)

Используя формулу (5), находим

u[Θ0(x)] = k1x
1−2βD−β0x x

β−1τ(x) + k2D
β−1
0x x−βν(x),

u[Θ1(x)] = k1(1− x)1−2βD−βx1 (1− x)β−1τ(x) + k2D
β−1
x1 (1− x)−βν(x),

(6)

где

k1 =
Γ(2β)

Γ(β)
, k2 = −Γ(1− 2β)

2Γ(1− β)

(2m+ 1

4

)−2β
.

Подставляя (6) в краевое условие (3), учитывая свойства операторов дроб-
ного интегро-дифференцирования [11, с. 50, 51]

Dl
0xD

−l
0xf(x) = Dl

x1D
−l
x1f(x) = f(x),

Dl
0xD

m
0xf(x) = Dl+m

0x f(x),

Dl
x1D

m
x1f(x) = Dl+m

x1 f(x), l > 0, m < 0

при выполнении условий теоремы 1, получим

k2B(x)(1− x)−βν(x) + k2A(x)Da+β−1
0x x−βν(x) = γ(x), (7)

где

γ(x) = C(x)− k1A(x)Da
0xx

1−2βD−β0x x
β−1τ(x)−

− k1B(x)D1−β
x1 (1− x)1−2βD−βx1 (1− x)β−1τ(x).

Или, что то же самое, при a < 1− β

ν(x) + a1(x)

∫ x

0

t−βν(t)dt

(x− t)a+β
= f1(x),

где

a1(x) =
A(x)

B(x)
(1− x)β, f1(x) =

γ(x)

k2B(x)
(1− x)β.

Исследуем правую часть f1(x) уравнения (8).
Воспользуемся формулой композиции для операторов дробного интегро-

дифференцирования, доказанной в [12],

I1(x) = D1−β
x1 (1− x)1−2βD−βx1 (1− x)β−1τ(x) = (1− x)−βD1−2β

x1 τ(x). (10)

Рассмотрим два случая изменения параметра a:
1) a 6 0,
2) 0 < a 6 1− β.
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Исследуем
I2(x) = Da

0xx
1−2βD−β0x x

β−1τ(x). (11)

В результате ряда преобразований (11) примет вид

I2(x) =
Γ(β − a)x−a

Γ2(β)Γ2(−a)

∫ 1

0

(1− z)β−1−aτ(xz)

z1−β
F (2β − 1,−a;β − a; 1− z)dz. (12)

При a < 0 в силу (9), (10), (11), (12) и условий теоремы 1 (1− x)βI1(x) ∈
C[0,1), а при x = 1 может обращаться в бесконечность порядка 1 − 2β;
(1− x)βI2(x) ∈ C(I), а при x = 0 и x = 1 обращается в ноль.

При a = 0

(1− x)βI2(x) =
(1− x)β

Γ(β)

∫ 1

0

τ(xz)dz

[z(1− z)]1−β
.

Следовательно, (1− x)βI2(x) ∈ C(I).
Рассмотрим случай, когда 0 < a 6 1 − β. Так как параметр a в I1(x)

отсутствует, исследуем только I∗2 (x) = (1− x)βI2(x):

I∗2 (x) =
(1− x)β

Γ(β)Γ(1− a)

d

dx

∫ x

0

t1−βdt

(x− t)a

∫ t

0

ξβ−1τ(ξ)dξ

(t− ξ)1−β
.

Поменяв порядок интегрирования, а затем продифференцировав, будем
иметь

I∗2 (x) =
(1− x)β

Γ(1− a+ β)

∫ 1

0

(1− a)x−aτ(xz) + x1−azτ ′(xz)

z1−β(1− z)a−β
×

× F (2β − 1, 1− a; 1− a+ β; 1− z)dz.

Поскольку a 6 1 − β, справедливы неравенства a − β 6 1 − 2β, 0 < 1 −
− 2β < 1. Следовательно, I∗2 (x) ∈ C(0, 1] и при x = 0 может обращаться в
бесконечность порядка a.

Таким образом, при выполнении условий теоремы 1 вопрос существования
решения задачи (1)–(3) редуцирован к вопросу разрешимости интегрального
уравнения Вольтерра второго рода со слабой особенностью в ядре

ν(x) +

∫ x

0

a1(x)ν(t)dt

tβ(x− t)a+β
= f1(x),

где f1(x) ∈ C1(I) и при x = 0 может обращаться в бесконечность порядка a,
если 0 < a < 1 − β, а при x = 1 может обращаться в бесконечность порядка
1−2β. Единственное решение уравнения (13) может быть построено методом
последовательных приближений. �

Замечание. Если a = 1− β, то из (7) сразу находим

ν(x) =
γ(x)

k2[(1− x)−βB(x) + x−βA(x)]

и решение u(x, y) записываем по формуле (5).

25



Репин О. А., К умык о в а С. К.

2. Случаи неединственности решения задачи.
Теорема 2. Пусть выполнены условия b = 1 − β, 1 − β < a 6 2 − β;

ν(x) = xa+2β−2ν1(x), ν1(0) 6= 0, ν1(x) ∈ C1(I); τ(x) = xστ1(x), σ > a,
τ1(x) ∈ C2(I) ∩ C4(I); B(x) = (1 − x)βb2(x); A(x), b2(x) ∈ C(I) ∩ C1(I);
A(x) · b2(x) 6= 0 ∀x ∈ I.

Тогда задача (1)–(3) имеет более одного решения.
До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим случай, когда b = 1− β, a = 2− β.
Из (7) при A(x) 6= 0 имеем

ν ′(x) +
[B(x)

A(x)

( x

1− x

)β
− β

x

]
ν(x) =

xβγ(x)

k2A(x)
.

Уравнение (14) является линейным обыкновенным дифференциальным урав-
нением первого порядка и решение его, содержащее произвольную постоян-
ную, можно выписать согласно общей теории. В силу этого решение задачи
(1)–(3) не единственно.

Теперь рассмотрим случай, когда b = 1− β, 1− β < a < 2− β, A(x) 6= 0.
С учетом условий теоремы 2 уравнение (7) принимает вид

b2(x)ν(x) + a2(x)
d

dx

∫ x

0

t−βν(t)dt

(x− t)a+β−1
=

1

k2
γ(x),

где

a2(x) =
A(x)

Γ(2− a− β)
.

Исследуем гладкость γ(x) —правой части уравнения (15).
Нетрудно показать, что

I1(x) = (1− x)−βD1−2β
x1 τ(x) =

= (1− x)−β
[

τ(1)

Γ(2β)(1− x)1−2β
− 1

Γ(2β)

∫ 1

x

τ ′(t)dt

(t− x)1−2β

]
;

Ĩ2(x) = Da
0xx

1−2βD−β0x x
β−1τ(x) =

d2

dx2
Da−2

0x x1−2βD−β0x x
β−1τ(x) =

=
1

Γ(2− a+ β)

d2

dx2
x2−a

∫ 1

0

τ(xz)

z1−β(1− z)a−β+1
F (2β−1, 2−a; 2−a+β; 1−z)dz.

Дифференцируя дважды Ĩ2(x), в результате несложных преобразований
с учетом условий теоремы 2 можно заключить, что I1(x) ∈ C[0,1) ∩ C1(I)

и при x = 1 может обращаться в бесконечность порядка 1− β, Ĩ2(x) ∈ C(I)∩
C(1,µ)(I), 0 < µ 6 1.

Итак, правая часть уравнения (15) γ(x) ∈ C[0,1)∩C1(I) и при x = 1 может
обращаться в бесконечность порядка 1− β.
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Для доказательства теоремы 2 достаточно показать, что однородное урав-
нение, соответствующее (15),

b2(x)ν(x) + a2(x)
d

dx

∫ x

0

t−βν(t)dt

(x− t)a+β−1
= 0

имеет нетривиальное решение.
Аналогично [9] введем новую неизвестную функцию

ϕ(x) =

∫ x

0

t−βν(t)dt

(x− t)a+β−1

и применим формулу обращения

f(x) =
sin(πµ)

π

d

dx

∫ x

0

F (t)dt

(x− t)1−µ

интегрального уравнения Абеля [11, с. 38, 39]∫ x

0

f(t)dt

(x− t)µ
= F (x), 0 < µ < 1

к уравнению (17).
В результате получим

ν(x) =
xβ sin(π[a+ β − 1])

π

d

dx

∫ x

0

ϕ(t)dt

(x− t)2−a−β
.

Подставляя ν(x) в (16), после преобразований будем иметь

a2(x)
d

dx
ϕ(x) +

xβ−1b2(x) sin(π[a+ β − 1])

π
×

×
[
(a+ β − 1)

∫ x

0

ϕ(z)dz

(x− z)2−a−β
+

∫ x

0

zϕ′(z)dz

(x− z)2−a−β

]
= 0. (19)

Из (17) с учетом условий теоремы 2 следует

ϕ(x) =

∫ 1

0
za+β−2(1− z)1−β−aν1(xz)dz

и
ϕ(0) = B(a+ β − 1, 2− β − a)ν1(0) = c0 = const 6= 0.

Обозначив
ψ(x) =

d

dx
ϕ(x), (20)

будем иметь

ϕ(x) = c0 +

∫ x

0
ψ(t)dt. (21)
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Подставляя (20) и (21) в (19), после некоторых преобразований получим

ψ(x) + a∗(x)

∫ x

0

ψ(t)dt

(x− t)2−a−β
= xa+2β−2h(x), (22)

где

a∗(x) =
sin(π[a+ β − 1])xβb2(x)

πa2(x)
, h(x) = −c0 sin(π[a+ β − 1])xa+2β−2b2(x)

πa2(x)
.

Уравнение (22) — уравнение Вольтерра второго рода. Методом последо-
вательных приближений можно показать, что оно имеет решение в классе
функций ψ(x) = xa+2β−2ψ1(x), где ψ1(x) ∈ C(I) ∩ C2(I). Следовательно, су-
ществует нетривиальное решение уравнения (22) и делается заключении о
неединственности решения задачи (1)–(3).

Докажем существование решения задачи.
Уравнение (15), с учетом замен (17) и (20), примет вид

ψ(x) +

∫ x

0

k(x, a)ψ(t)dt

(x− t)2−a−β
= f2(x), (23)

где

k(x, a) = a∗(x), f2(x) = h(x)xa+2β−2 +
γ(x)

k2a2(x)
.

Учитывая условия теоремы 2 и проведенные вычисления, заметим, что
f2(x) представимо в виде

f2(x) = xa+2β−2(1− x)β−1f2(x),

где f2(x) ∈ C(I).
Уравнение (23) — уравнение Вольтерра второго рода. Оно имеет нетриви-

альное решение в классе функций, к которому принадлежит правая часть
f2(x).

По найденному ψ(x) определяется ϕ(x) из (21) и ν(x) из (18), а следова-
тельно, и решение задачи (1))–(3) по формуле (5). �

Далее регулярным решением уравнения (1) в области Ω назовем функ-
цию u(x, y) ∈ C(I) ∩ C2(Ω), удовлетворяющую уравнению (1) и такую, что
uy(x, 0) = xa+2β−2ν1(x), а ν1(x) —достаточное число раз дифференцируемая
функция в некоторой окрестности (0, δ) точки x = 0 и ν1(0) 6= 0.

Теорема 3. Пусть b = 1 − β, 1 − β + k < a < 2 − β + k, k = 1, 2, . . . ;
τ(x) = xστ1(x), σ > a, τ1(x) ∈ Ck+1(I); B(x) = x(1 − x)1−βb3(x),
A(x), b3(x) ∈ C(I), A(x)b3(x) 6= 0 ∀x ∈ I.

Тогда задача (1)–(3) имеет бесчисленное множество линейно независи-
мых регулярных решений.

До к а з ат е л ь ств о. Покажем, что теорема 3 справедлива при k = 1.
В этом случае уравнение (7) примет вид

x(1− x)1−2βb3(x) + a3(x)
d2

dx2

∫ x

0

t−βν(t)dt

(x− t)a+β−2
= γ(x),
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где
a3(x) = Γ(3− a− β)A(x).

Для доказательства теоремы 3 достаточно показать, что соответствующее
(24) однородное уравнение имеет нетривиальное решение.

Как и ранее, обозначая

ϕ(x) =

∫ x

0

t−βν(t)dt

(x− t)a+β−2

и применяя формулу обращения интегрального уравнения Абеля, получим

a3(x)
d2

dx2
ϕ(x) + xβ(1− x)1−2β

sin(π[a+ β − 2])

π
b3(x)×

×
[
(a+ β − 2)

∫ x

0

ϕ(t)dt

(x− t)3−a−β
+

∫ x

0

tϕ′(t)dt

(x− t)3−a−β

]
= 0. (26)

Из (25) легко видеть, что

ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = B(a+ β − 1, 3− a− β)ν1(0) = c1 6= 0.

Пологая
d2

dx2
ϕ(x) = ψ(x)

и интегрируя дважды, будем иметь

ϕ(x) =

∫ x

0
(x− ξ)ψ(ξ)dξ + c1x, c1 = const. (27)

Пусть a3(x) 6= 0. Учитывая (27), уравнению (26) можно придать вид

ψ(x) +

∫ x

0
ψ(ξ)K1(x, ξ)dξ = γ1(x),

где

K1(x, ξ) =
sin(π[a+ β − 2])

π(a+ β − 2)

b3(x)

a3(x)
x1+β(1− x)1−2β,

γ1(x) = −sin(π[a+ β − 2])

π

b3(x)

a3(x)
xa+2β−1(1− x)1−2β.

Так как 2−β− a < 0, уравнение (28) является интегральным уравнением
Вольтерра второго рода с ядром K1(x, ξ) ∈ C(I × I) и непрерывной правой
частью γ1(x).

Известно [13], что уравнение (28) имеет на I единственное непрерывное
решение, которое определяется по формуле

ψ(x) = γ1(x) +

∫ x

0
R(x, t)γ1(t)dt,

где R(x, t) —резольвента ядра K1(x, t).
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Следовательно, при k = 1 решение задачи (1)–(3) не единственно.
Для доказательства существования решения задачи вернемся к уравне-

нию (24) и, проделывая те же вычисления, получим уравнение Вольтерра
второго рода

ψ(x) +

∫ x

0
ψ(ξ)K1(x, ξ)dξ = γ1(x) +

γ(x)

a3(x)

с непрерывным ядром и непрерывной правой частью, которое имеет един-
ственное непрерывное решение в классе непрерывных функций.

Применяя метод математической индукции, аналогично [9], можно дока-
зать теорему 3, если k − 1 < a+ β − 1 < k.

Принадлежность ν(x) классу C1(I) обеспечивается гладкостью известных
функций. �

Нетрудно доказать справедливость следующего утверждения.
Теорема 4. Если a = n+1−β, b = 1−β, n = 1, 2, . . . ; B(x) = (1− x)1−βb(x),

A(x), b(x), γ(x) ∈ C(I), A(x) 6= 0 ∀x ∈ I; τ(x) = xστ1(x), σ > n + 1 − β,
τ1(x) ∈ Cn+1(I), где n—целая часть a, то при ν1(0) 6= 0 задача (1)–(3)
имеет более одного регулярного решения.

Таким образом, установлены промежутки изменения порядков операто-
ров дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана—Лиувилля, вхо-
дящих в краевое условие и связанных с параметрами рассматриваемого урав-
нения, при которых исследуемые задачи либо однозначно разрешимы, либо
доказана неединственность их решений.
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Abstract

Nonlocal problems for the second order hyperbolic model equation were stud-
ied in the characteristic area. The type and order of equations degenerate
on the same line y = 0. Nonlocal condition is given by means of fractional
integro-differentiation of arbitrary order on the boundary. Nonlocal condi-
tion connects fractional derivatives and integrals of the desired solution. For
different values of order operators of fractional integro-differentiation within
the boundary condition the unique solvability of the considered problems
was proved or non-uniqueness of the solution was estimated.
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