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Рассматривается дискретно-непрерывная модель, разработанная для исследо-
вания формирования и эксплуатации биоресурсов. Выбранный подход позволил
учесть особые факторы при описании убыли численности поколения системой
обыкновенных дифференциальных уравнений на интервале времени. Метод ре-
ализации в вычислительной среде рассчитан на задачи моделирования разнооб-
разных видов антропогенного влияния, и в том числе при интродукции новых
видов в среду. В статье анализируются логически обусловленные модельные сце-
нарии изменения состояния популяций при различных стратегиях организации
промысла. Обсуждаются примеры нерациональной эксплуатации популяций рыб
бассейна Волги. Отмечено, что неблагоприятные последствия могут резко про-
являться после постоянного незначительного превышения допустимой квоты
изъятия промыслом.

Ключевые слова: динамика популяционных процессов, моделирование эксплуа-
тации биоресурсов, сценарные модели.

Введение. Традиционно математические методы в промысловой ихтио-
логии были связаны со статистическим анализом. Проводился поиск корре-
ляционных взаимосвязей по данным об изменениях факторов среды и ряда
величин, характеризующих популяционные процессы. Составлялись уравне-
ния регрессии, прогностическая значимость которых нивелировалась тем, что
значения популяционных характеристик редко удаётся определить с доста-
точной точностью или они могут выражаться только в относительных показа-
телях. Работа Роберта Мэя [1] представила новое направление для подобных
исследований и привлекла внимание биологов к возможностям применения
нелинейных динамических моделей, исследуемых с применением компьютер-
ных сред.

Практические задачи моделирования в данной области имеют такую осо-
бенность, что при обосновании адекватности моделей необходимо дать непро-
тиворечивую интерпретацию изменений в их качественном поведении. Разно-
образие нелинейных эффектов предполагает выявление возможных результа-
тов, логически отбрасываемых при переходе обратно к биологической терми-
нологии. Для каждой моделируемой ситуации необходимо определить набор
выводов, которые допустимо сформировать в итоге вычислительного иссле-
дования.
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В настоящей статье рассматриваются динамические системы, моделиру-
ющие важные изменения популяционных процессов. Обсуждается вопрос о
том, насколько свойства нелинейных функциональных итераций соответству-
ют задачам и представлениям популяционной проблематики. Решается обу-
словленная анализом ретроспективных данных о величине уловов осетровых
задача математической формализации эмпирически выявленной закономер-
ности в виде функциональной зависимости численности нерестового запаса
и эффективности воспроизводства. Обосновывается сценарный подход к мо-
делированию последствий эксплуатации биоресурсов.

1. Дискретные модели теории воспроизводства популяций. Для моделиро-
вания в ихтиологических исследованиях фундаментом стала теория форми-
рования пополнения популяций, предложенная У. Рикером в [2] в виде опира-
ющейся на реальные данные систематической концепции. Анализ результатов
предпринятого Норвежским институтом морских исследований комплексного
моделирования экосистемы Баренцева моря показывает важную роль в боль-
шой модели блока воспроизводства.

Проблема математической формализации в рамках теории о регулиру-
емой зависимости между нерестовым запасом и формирующимся пополне-
нием актуальна для исследования популяционных изменений рыб, мигриру-
ющих из морей в реки для размножения. Тогда наблюдатели могут точнее
подсчитать численность родительского запаса. Можно определить площадь
постоянно пригодных нерестилищ при известном уровне реки (для зарегули-
рованной Волги сток и температура в половодье измеряются точно) и при
систематических мониторинговых наблюдениях за скатом молоди в створе
реки оценить численность нового поколения.

У. Рикер [2] предложил часто применяемую функцию R = f(S) связи
«запас→пополнение», отражающую негативное действие на выживаемость
поколения повышенной плотности запаса. Будем рассматривать эту модель
как дискретную динамическую систему в виде итераций {ψ(j)}j>0, где R0,
R1, R2, . . .—последовательность точек, описывающих эволюцию системы и
определённых условием

Rj+1 = aRj exp(−bRj).

Её свойства как функции и недостатки как популяционной модели обсужда-
лись неоднократно, например в [3].

Биологический смысл модели становится яснее, если перейти к диффе-
ренциальному уравнению убыли текущей численности N(t):

dN

dt
= −(αN(0) + β)N(t), t ∈ [0, ϑ]. (1)

Константы заданного на промежутке времени обыкновенного дифференци-
ального уравнения (ОДУ) соотносятся с константами формулы Рикера:

a = λ exp(−βϑ), b = αϑ,

где λ— средняя плодовитость популяции. Согласно теории, повышенная плот-
ность на нерестилищах становится негативным фактором, увеличивающим
смертность. Предполагается, что на смертность влияет именно начальная
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численность поколения. Большое значение имеет длина интервала ϑ—пери-
ода уязвимости поколения по отношению к основным факторам смертности.
Мы предлагаем на практике для вариативности в оценках параметров ис-
пользовать модель именно в виде численного решения ОДУ (1) с начальным
условием N(0) = λS.

Динамическая система ∀ j > 0 обладает аттрактором A таким, что

∀R0 lim
j→∞

{ψ(j)} = A.

Для простого случая аттрактор глобальный и является устойчивым состоя-
нием равновесия:

A ≡ R∗ = ψ(R∗).

Первый метаморфоз A определён условием нарушения критерия устойчиво-
сти неподвижной точки

|ψ′(R∗)| < 1,

следующего из теоремы, независимо доказанной Д. Гробманoм и Ф. Харт-
манoм в [4,5]. При значении производной ψ′(R∗) = −1, когда a = e2, происхо-
дит бифуркация удвоения периода. У функциональной итерации возникают
две новые циклические точки

ψn(R∗) = ψn+2(R∗),

являющиеся неподвижными точками второй итерации ψ2(R). При дальней-
шем увеличении параметра две неподвижные точки ψ2(R) аналогично поте-
ряют устойчивость и появятся n = 4 точек ψ4(R). Любая ранее устойчивая R∗
становится репеллером и делит область притяжения образовавшегося цикла
на субинтервалы Υ1, Υ2. Для R0 ≈ R̂0, R0 ∈ Υ1, R̂0 ∈ Υ2, отличается порядок
обхода цикла

lim
n→∞

ψ(R0)
n = R∗1 при n = 2i

и, соответственно,
lim
n→∞

ψ(R̂0)
n = R∗1 при n 6= 2i.

При изменении управляющего параметра в диапазоне значений e2 < a < â
реализуется каскад бифуркаций удвоения периода, происходящих при
ψ2n ′(R∗) = −1.

Когда период цикла становится бесконечным, образуется странный ат-
трактор, гомеоморфный канторовскому множеству. Скорость увеличения пе-
риода цикла описывается универсальными константами М. Фeйгeнбаума [6],
в честь которого называют данный сценарий хаотизации. Из-за бесконеч-
ного количества малых субинтервалов наблюдается чувствительная зависи-
мость от начальных условий. Практические цели предметной области дик-
туют необходимость биологической интерпретации сценария хаотизации. Би-
фуркационный параметр a в модели Рикера трактуется как мера репродук-
тивного потенциала популяции, что приведёт исследователя к очевидным за-
ключениям. Мы отметим ряд проблем для поиска практических решений при
моделировании. Во-первых, сценарий хаотизации связан с возникновением
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ряда других нелинейных эффектов. Метаморфозы происходят как с аттрак-
тором, так и с границами его области притяжения, и подобным явлениям
трудно дать популяционную интерпретацию. Во-вторых, существуют альтер-
нативные модели вида «запас – пополнение», в которых хаотизация происхо-
дит при увеличении параметров, трактуемых иначе. В-третьих, наблюдается
огромная, маловероятная для реальных популяционных процессов, амплиту-
да хаотических колебаний. Сценарий хаотизации является свойством опреде-
ленного класса дискретных динамических систем SU -отображений, значит,
необходимо вести речь о биологической интерпретации свойств отображений,
удовлетворяющих критериям теоремы Д. Сингера [7]. Задачи промысловой
ихтиологии пересекаются с фундаментальными и ещё не полностью разре-
шёнными проблемами нелинейных эффектов, т. к. в реальных моделях может
присутствовать несколько бифуркационных параметров.

2. Модель регулируемого плотностью воспроизводства. Характер зави-
симости решения (1) между запасом и пополнением с резко выраженным
единственным экстремумом далеко не всегда согласуется с данными наблю-
дений ихтиологов и с точки зрения математики означает возможность по-
явления циклов всевозможных периодов в соответствии с порядком теоремы
А. Н. Шарковского [8,9]. Опубликованные результаты наблюдений [10] свиде-
тельствуют о возможности появления двух максимумов Sm1, Sm2 на графике
зависимости нерестового запаса и пополнения. Очевидный и простой способ
описания сложной формы кривой— воспользоваться второй итерацией фор-
мулы Рикера

f(f(S)) ≡ f2(S).

Подобные попытки моделирования известны. Однако трудно представить,
что выполнится

f(Sm1) = f(Sm2),

более того, данный способ некорректен из-за свойств функции R = f(S):

df(S)

dS
= ae−bS(1− bS), lim

S→0

df(S)

dS
= a;

df2(S)

dS
= a2 exp (−bS − abSe−bS)(1− abSe−bS − bS + ab2S2e−bS),

lim
S→0

df2(S)

dS
= a2,

подразумевающих, что при деградации запаса скорость воспроизводства стре-
мится к предельному значению a, но в f2 возрастает уже до a2.

По данным о нересте осетровых рыб неоднократно отмечалось, что при
существенном снижении плотности запаса эффективность воспроизводства
резко уменьшается. Иначе происходят бифуркации

Rn+1 = f(f(Rn)), f(R) = aRe−bR.

После потери устойчивости возникает не цикл, а аттракторы A1, A2, с кото-
рыми происходят удвоения периода. Задачу описания разнообразных слож-
ных форм зависимости мы предлагаем решать при помощи введения функ-
ционалов с подобранной ограниченной областью значений E(Θ) = [l, 1), l > 0
в правую часть (1).
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Анализ опубликованных данных о воспроизводстве находящейся на грани
выживании популяции волжского осетра позволил сделать вывод о сильном
действии эффекта Олли [11]. Это описанное в 30-годы XX века зоологами
нелинейное явление выражается в том, что если плотность популяции в боль-
шом ареале обитания становится ниже оптимальной, то непропорционально
резко падает эффективность воспроизводства. Оценка смещения максимума
распределения веса молоди в прудах при увеличенной сверх норматива плот-
ности позволил нам предложить модель в виде системы ОДУ с функционалом
Θ(S), описывающую убыль поколения на интервале уязвимости t ∈ [0, T ]:

dN

dt
= −

(
αw(t)N(t) + Θ(S)β

)
N(t),

dw

dt
=

g

Nk + ζ
, Θ(S) =

1

1− exp(−cS)
,

(2)

где S — величина нерестового запаса; w(t) —функция, отражающая услов-
ный уровень размерного развития поколения, влияющий на увеличение пи-
щевых потребностей; g—параметр, учитывающий ограниченность количе-
ства доступных кормовых объектов; Θ(S) —некоторая убывающая функция
(Θ(S)→ 1 при S →∞), не влияющая на вычисление N(T ); T = 45 сут., если
численность запаса достаточно велика.

Введение в систему ОДУ (2) быстро убывающей функции Θ(S) отражает
снижение эффективности воспроизводства при деградации популяции, свя-
занное с уменьшением вероятности встречи особей в местах размножения.
Влияние данного эффекта можно оценить по имеющимся данным о состо-
янии осетровых [12]. Далее в (2): ζ —параметр, учитывающий ограничение
темпов развития, не зависящее от численности популяции; c—параметр, ха-
рактеризующий степень выраженности эффекта Олли; α—мгновенный ко-
эффициент компенсационной смертности; β —мгновенный коэффициент де-
компенсационной смертности. Начальные условия для системы (2) определя-
ются следующим образом1:

N(0) = λS, w(0) = w̄/
√
λ. (3)

Типичный график моделируемой зависимости запаса и пополнения R =
= f(S) = N(T ) (кривая 1 на рис. 1), полученный при численном решении
задачи Коши (2), (3) в инструментальной среде AnyLogic, является унимо-
дальной кривой с двумя нетривиальными пересечения R∗1, R∗2 с биссектрисой
N(T ) = S (прямая 2 на рис. 1). Кривая 1 отличается пологой ниспадающей
правой ветвью с ненулевой горизонтальной асимптотой и крутым наклоном
восходящей ветви только после первого пересечения с биссектрисой коорди-
натного угла R∗1 < R < Rmax.

Система (2) форме дискретно-непрерывной системы может быть исполь-
зована в вычислительных средах, которые поддерживают многошаговые чис-
ленные методы и содержат средства имитационного моделирования. В таких
средах мы можем получить последовательность непрерывных систем, свя-
занных в момент переопределения начальных условий

Ni+1(0) = Ni(T )λ, w(0) = const,

1Биологи заметили автору, что начальный размер икринки должен уменьшаться при
бо́льшей плодовитости.
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Рис. 1. Типичный график R = f(S) (кривая 1), получаемый при численном решении
задачи Коши (2), (3) для t = T , и биссектриса координатного угла (линия 2)

[Figure 1. Typical graph of R = f(S) (curve number 1) obtained from the numerical solution of
the Cauchy problem (2), (3) with t = T , and image of coordinate angle bisector (line number 2)]

и задающих дискретную траекторию. При организации модельных экспери-
ментов необходимо вводить соответствие условного модельного времени от-
резков t ∈ {[0, T ]i} календарному. Использование событийно-управляемого
подхода позволяет выделить некое особое, приводящие к переменам состо-
яние, что в сочетании с непрерывным описанием популяционного процесса
перспективно при рассмотрении последствий изменяющегося по некоторым
условиям внешнего воздействия.

3. Сценарное моделирование управления промыслом. Особенности новой
модели удобно использовать при оценках последствий различных антропоген-
ных воздействий на благополучие популяций. Для получения сравнительных
характеристик различных стратегий эксплуатации биоресурсов мы предлага-
ем исследовать в вычислительной среде парные наборы модельных сценариев
вмешательства в саморегулируемые популяционные процессы. Качественный
сценарий будет отражать алгоритм изменений управляющего воздействия,
решение о котором может быть принято в реальности контролирующим уро-
вень воздействия экспертом.

Наиболее интересна последовательность решений и реакции на них, при-
водящая к деградации биоресурсов. Так, можно исследовать эволюцию состо-
яния с момента, когда давление промысловой эксплуатации начинает превы-
шать неистощительный уровень изъятия. Развитие моделируемой ситуации
при изменении режима промысла зависит от свойств фазового портрета ди-
намических систем с предложенным оператором эволюции.

Поведение дискретно-непрерывной системы с оператором эволюции на
основе численного решения (2) качественно отличается от итераций функ-
ций Рикера и Шепарда разделением фазового пространства на две области
притяжения. Граница областей ∂Ω1 представляет простой случай для муль-
тистабильных систем, являясь неустойчивой точкой равновесия ∂Ω1 ≡ R∗1,
или «репеллером». Анализ устойчивости неподвижных точек динамической
системы, реализованной в инструментальной среде моделирования, можно
проводить с использованием свойства второй итерации ψ2(x). Необходимым
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и достаточным условием устойчивости неподвижной точки x∗ одномерного
отображения являются неравенства

ψ2(x) > x при x < x∗ и ψ2(x) < x при x > x∗.

Устойчивым является тривиальное состояние равновесия, таким образом,
модель подразумевает наличие критически низкой численности для суще-
ствования биологического вида. Интересным представляется поведение тра-
ектории в окрестности точки репеллераR∗1±ε, когда под внешним воздействи-
ем, характеризующим некоторой неопределённостью, траектория медленно
покидает эту окрестность.

Рассмотрим сценарий, когда после длительного периода получения ста-
бильных уловов возникает предположение, что запас популяции Sst недоис-
пользуются промыслом. Пример подобных заключений экспертов о промысле
осетровых в Волге — статья [13]. Отметим, что учёт запасов специалистами
производится по количеству пропущенных на нерест особей, тогда как ста-
тистика промысла ведётся по массе уловов, что может вносить искажения
в оценки имеющихся данных. Разработанная модель пополнения оперирует
единицами численности. Пусть первоначально установленная доля изъятия
H0 в момент t̄ увеличивается:

H1 = H0 + ∆H, ∆H ≈ 0.15.

В дискретно-непрерывной системе начальные условия теперь сопрягаются
так:

Ni+1

∣∣
t=0

= (1−H1)λNi

∣∣
t=Ti

.

Несколько следующих сезонов уловы превышают среднемноголетние за преды-
дущий пятилетний период. Эксперты, обосновавшие возможность увеличения
уровня эксплуатации, утверждаются в рациональности своего решения.

В сцепленных сценариях будем моделировать популяции с различной вве-
дённой дополнительной промысловой нагрузкой и последующим её измене-
нием в некоторый момент времени, получая на графике две временные диа-
граммы величины уловов. На диаграммы на ось t, где отложена шкала вре-
мени инструментальной среды, так же выводится пересчёт модельного вре-
мени в нумерованные календарные сезоны Yi (одному сезону соответствуют
8 тактов модельного времени AnyLogic 5). Для удобства наблюдения отсчёт
запускается от момента t̄, когда был изменен режим промысла. Далее приня-
тие решений и развитие процесса может происходить разными путями, отра-
жёнными в предикативно заданных условиях двух модельных экспериментов
с одинаковой исходной численностью запасов при H0 = 0.4, λ = 227000.2

После кратковременного увеличения уловы снижаются до прежних зна-
чений и продолжают медленно уменьшаться со скоростью, зависящей от ∆H.
Эксперты предполагают стабилизацию популяции, не вносят изменения в ре-
жим промысла и далее происходит резкое падение уловов, после которого
остановка лова не спасает от деградации (кривая 1 на рис. 2):

Ri � Sst.

2Взята оценка среднемноголетней плодовитости каспийской севрюги.
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Рис. 2. Сценарии деградации при различном уровне перелова
[Figure 2. Degradation scenarios at various level of overfishing]

Длительный сценарий деградации растянулся на 33 модельных сезона. Пред-
положим, для второй популяции H1 значительно превышает оптимальный
уровень эксплуатации. Объёмы вылова падают быстрее, и эксперты, осмыс-
лив негативные последствия, решают через 21 сезон вернуться к уровню H0,
когда состояние популяции находится в ε окрестности репеллера R∗1 (псевдо-
стабильно). Некоторое время уловы постоянны, но незначительные изменения
смертности неожиданно резко выводят популяцию из нестабильного равно-
весия, и происходит деградация (кривая 2 на рис. 2). Поведение популяции
низкой численности перестаёт удовлетворительно описываться детерминиро-
ванной динамикой средних величин, и мы получаем очень мало сведений о
реальном состоянии потерявших промысловое значение биоресурсов.

В случае, когда эксперты после получения данных о сокращении уловов
за предыдущие 3 сезона своевременно переводят промысловый режим H2 =
= H0 − ∆H при Rj > R∗1, обе имитированные в сценариях популяции за 39
модельных сезонов восстанавливают свои промысловые запасы (рис. 3).

Длительный сценарий деградации (подобный кривой 1 на рис. 2) реализо-

Рис. 3. Сценарии восстановления после прекращения перелова
[Figure 3. Restore scenarios because of a stop overfishing]
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вался для популяций осетровых Каспийского моря. В 1979 г. уловы достигли
рекордных 27 тыс. тонн. В 1988–89 гг. произошло резкое падение уловов,
промысел не был приостановлен вовремя, эксперты рассчитывали на успех
технологии искусственного воспроизводства. Только в ноябре 2010 г. по ини-
циативе Казахстана главы пяти государств Каспийского бассейна одобрили
введение пятилетнего моратория на промышленный лов осетровых. Три ви-
да включены в список Конвенции по международной торговле видами дикой
фауны и флоры, находящимися под угрозой уничтожения (CITES). Одна-
ко остановить незаконный промысел, несмотря на декларируемые усилия, не
удаётся, т. к. браконьерство является частью системной социальной пробле-
мы.

За счёт гибкой системы регулирования удалось предотвратить деграда-
цию запасов горбуши тихоокеанского побережья Канады, где установился
баланс «промысел – пополнение». Падение уловов привело к уменьшению
(из-за низкой рентабельности промысла) количества купивших лицензию на
лов рыболовецких судов.

Заключение. Данные о динамике в системе «запас – пополнение – про-
мысел» для популяций рыб почти всегда неполны, приблизительны и труд-
нодоступны для стороннего исследователя. В отечественной практике редко
можно говорить о наличии достоверных данных об изменении одновремен-
но и запаса, и промыслового усилия. В ситуации с осетровыми Каспийского
моря данные о промысловом усилии неизвестны. Сведения о современных
размерах нелегального промысла крайне противоречивы. В работе [14] бы-
ли опубликованы данные о динамике вылова, количестве орудий лова и со-
стоянии запасов основных промысловых популяций Горьковского водохрани-
лища. Сведения подтверждают динамику развития «оптимистичного» сце-
нария. После начавшегося перелова численность популяции резко снижает-
ся и далее «псевдостабилизируется». В случае снижения промыслового уси-
лия происходит быстрый рост численности видов рыб, т. к. эффективность
воспроизводства из-за снижения конкуренции на ограниченных пригодных
нерестилищах в водохранилищах достаточна. Промысел может использовать
столь продуктивное состояние популяции, однако оно близко к R∗1, и из-за
кажущего незначительным превышения вылова может вновь произойти ис-
тощение ресурсов популяции на длительный период.

Полученные с применением математических моделей выводы практиче-
ски значимы при согласовании в наблюдениях или экспериментах. Для ма-
тематической биологии подтверждение теории всегда было более проблема-
тичным, чем для физики. Практикам управления эксплуатацией требуются
средства, построенные именно в соответствии с особенностями жизненного
цикла их промыслового объекта. В дальнейших исследованиях планируется
описать в непрерывно-событийной модельной структуре влияние стадийности
развития на эффективность рыбоводных мероприятий и рассмотреть сцена-
рии модификации технологией искусственного воспроизводства биоресурсов.
Предлагаемые методы вычислительного моделирования развиваются для си-
стемного обобщения накапливаемых экологами сведений о резких изменениях
в биосфере.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 14–07–00066).
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The article deals with the model developed in the framework of the research on the
problem of replenishment of fish populations. A new approach takes into account the
peculiarities of describing the changes in the number of generations by the system of
ordinary differential equations. The method of models implementation in computing
environment enables the simulation of various types of human impact, including the
case of introduction of the new species to the environment. The author analyzes the
behavior of scenarios of a population model with different levels of fishing impact and
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