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Аннотация
Для уравнения влагопереноса исследована нелокальная краевая зада-
ча в области, являющейся объединением двух характеристических тре-
угольников. Новизна постановки задачи заключается в том, что в крае-
вых условиях содержится обобщённый оператор дробного интегро-диф-
ференцирования в смысле М. Сайго. Единственность решения исследу-
емой задачи доказана с помощью принципа экстремума для гипербо-
лических уравнений. При доказательстве широко используются свой-
ства операторов обобщённого дробного интегро-дифференцирования в
смысле М. Сайго. Существование решения задачи эквивалентно сведе-
но к вопросу разрешимости характеристического особого интегрального
уравнения с ядром Коши, для которого в работе исследована гладкость
правой части.

Ключевые слова: краевая задача, обобщённый оператор дробного инте-
гро-дифференцирования, интегральное уравнение с ядром Коши.
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1. Введение. Рассмотрим уравнение гиперболического типа

LU = y2Uxx − Uyy + bUx = 0, |b| < 1, (1)

которое принято называть уравнением Бицадзе—Лыкова или уравнением вла-
гопереноса [2, с. 234], в области D, являющейся объединением двух харак-
теристических треугольников 4ABC1 = D1 с вершинами A(0, 0), B(1, 0),
C1(1/2,−1) и 4ABC2 = D2 с вершинами A, B, C2(1/2, 1).

Введем следующие обозначения: I ≡ AB, Θ0(x) и Θ1(x) — точки пересече-
ния характеристик уравнения (1), выходящих из точки (x,0) ∈ I, с характе-
ристиками AC1 и BC2 соответственно; (Iα,β,η0+ f)(x) и (Iα,β,η1− f)(x) — операторы
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обобщённого дробного интегро-дифференцирования с гипергеометрической
функцией Гаусса F (a, b; c; z), введённые в [3] (см. также [4, с. 326–327]) и име-
ющие при действительных α, β, η и x > 0 вид

(Iα,β,η0+ f)(x) =


x−α−β

Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1F

(
α+ β,−η;α; 1− t

x

)
f(t) dt, α > 0;

(Iα,β,η0+ f)(x) =
( d
dx

)n
(Iα+n,β−n,η−n0+ f)(x),

α 6 0, n = [−α] + 1);

(Iα,β,η1− f)(x) =



(1− x)−α−β

Γ(α)

∫ 1

x
(t− x)α−1F

(
α+ β,−η;α;

t− x
1− x

)
f(t) dt,

α > 0;

(Iα,β,η1− f)(x) =
(
− d

dx

)n
(Iα+n,β−n,η−n1− f)(x),

α 6 0, n = [−α] + 1).

Если α + β = 0, то операторы (Iα,β,η0+ f)(x) и (Iα,β,η1− f)(x) сводятся к дроб-
ным интегралам (Iα0+f)(x), (Iα1−f)(x) и производным (Dα

0+f)(x), (Dα
1−f)(x)

Римана—Лиувилля [4, с. 41–44]; Hλ[0, 1] (0 < λ 6 1) —класс функций, удо-
влетворяющих на отрезке [0, 1] условию Гёльдера порядка λ.

Для уравнения (1) поставим и изучим следующую нелокальную задачу.
Задача. Найти функцию U(x, y) со свойствами:

LU ≡ 0 в области D = D1 ∪D2; (2)

U(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D \ I) ∩ C2(D \ I);

U(x,+0) = U(x,−0) (x ∈ I), lim
y→0+

Uy(x, y) = lim
y→0−

Uy(x, y), x ∈ I; (3)

A1

(
I
a,b1,b1+

1
2

0+ t−
1
2U [Θ0(t)]

)
(x) +A2

(
I
a+ 1−b

4
,b1+

1
2
,b1− 1−b

4
0+ U(t,−0)

)
(x)+

+A3

(
I
a+ 3−b

4
,b1,b1− 1−b

4
0+ Uy(t,−0)

)
(x) = ϕ1(x), x ∈ I; (4)

B1

(
I
a,b1,b1+

1
2

1− (1− t)−
1
2U [Θ1(t)]

)
(x) +B2

(
I
a+ 1−b

4
,b1+

1
2
,b1− 1−b

4
1− U(t,+0)

)
(x)+

+B3

(
I
a+ 3−b

4
,b1,b1− 1−b

4
1− Uy(t,+0)

)
(x) = ϕ2(x), x ∈ I; (5)

где Ai, Bi, i = 1, 2, 3 — вещественные константы, на которые ниже будут
наложены условия;

|b| − 1

4
< a <

1− b
4

, a+
b− 1

4
< b1 < a+

3 + b

4
; (6)
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ϕ1(x), ϕ2(x) —известные функции, причём

ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ Hλ[0, 1] ∩ C2(I), 0 < a+
b+ 1

4
< λ 6 1. (7)

Отметим, что в работах [5, 6] для уравнения (1) рассматривались задачи
с краевыми условиями типа (4) и (5), но в работе [5] эта задача исследована
в области D1, а в работе [6] — в случае A3 = B3 = 0 и при других значениях
параметров обобщённых операторов дробного интегро-дифференцирования.

Настоящая работа продолжает исследования для уравнения (1), представ-
ленные в [5, 6].

Будем искать решение этой задачи в классе таких функций U(x, y), что

lim
y→0−

Uy(x, y) = lim
y→0+

Uy(x, y) ∈ H λ̃[0,1], где 1/2 < λ̃ 6 1.

2. Единственность решения задачи. Пусть существует решение исследуе-
мой задачи. Введём обозначения

U(x,+0) = τ+(x), U(x,−0) = τ−(x),

lim
y→0+

Uy(x, y) = ν+(x), lim
y→0−

Uy(x, y) = ν−(x).

Используя решение задачи Коши соответственно в областях D1 и D2

[7, с.268], найдём U [Θ0(x)] и U [Θ1(x)]:

U [Θ0(x)] = k1
(
I

1−b
4
,0, b−3

4
0+ τ−(t)

)
x+ k2

(
I

3−b
4
,− 1

2
, b−3

4
0+ ν−(t)

)
x,

U [Θ1(x)] = k3
(
I

1+b
4
,0,− b+3

4
1− τ+(t)

)
x− k4

(
I

3+b
4
,− 1

2
,− b+3

4
1− ν+(t)

)
x,

(8)

где

k1 =

√
π

Γ
(
b+1
4

) , k2 = −
√
π

2Γ
(
b+3
4

) , k3 =

√
π

Γ
(
1−b
4

) , k4 = −
√
π

2Γ
(
3−b
4

) .
Подставив (8) в краевое условие (4) с учётом формул [4, с. 327](

Iα,β,η0+ ϕ
)
(x) = x−α−β−η

(
Iα,−α−η,−α−β0+ ϕ

)
(x), α > 0,(

Iα,β,η1− ϕ
)
(x) = (1− x)−α−β−η

(
Iα,−α−η,−α−β1− ϕ

)
(x), α > 0,(

Iα,β,η0+ Iγ,δ,η−β−γ−δ0+ ϕ
)
(x) =

(
Iα+γ,β+δ,η−γ−δ0+ ϕ

)
(x), γ > 0,(

Iα,β,η1− Iγ,δ,η−β−γ−δ1− ϕ
)
(x) =

(
Iα+γ,β+δ,η−γ−δ1− ϕ

)
(x), γ > 0,

(9)

получим соотношение между τ±(x) и ν±(x), принесенное на I из областей D1

и D2 соответственно:

(A1k1 +A2)
(
I
a+ 1−b

4
,b1+

1
2
,b1− 1−b

4
0+ τ−(t)

)
(x)+

+ (A1k2 +A3)
(
I
a+ 3−b

4
,b1,b1− 1−b

4
0+ ν−(t)

)
(x) = ϕ1(x), (10)
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(B1k3 +B2)
(
I
a+ 1+b

4
,b1+

1
2
,b1− 1+b

4
1− τ+(t)

)
(x)−

− (B1k4 −B3)
(
I
a+ 3+b

4
,b1,b1− 1+b

4
1− ν+(t)

)
(x) = ϕ2(x). (11)

Применив к обеим частям (10) оператор
(
I
−a− 3−b

4
,−b1,a+b1+ 1

2
0+

)
, а к обеим

частям (11) оператор
(
I
−a− 3+b

4
,−b1,a+b1+ 1

2
1−

)
, и используя свойства операторов

дробного интегрирования и дифференцирования [4, с. 327](
Iα,β,η0+ Iγ,δ,α+η0+ ϕ

)
(x) =

(
Iα+γ,β+δ,η0+ ϕ

)
(x), γ > 0,(

Iα,β,η1− Iγ,δ,α+η1− ϕ
)
(x) =

(
Iα+γ,β+δ,η1− ϕ

)
(x), γ > 0,(

Iα,−α,η0+ ϕ
)
(x) =

(
Iα0+ϕ

)
(x), α > 0,(

Iα,−α,η1− ϕ
)
(x) =

(
Iα1−ϕ

)
(x), α > 0,(

I−α,α,η0+ ϕ
)
(x) =

(
Dα

0+ϕ
)
(x), α > 0,(

I−α,α,η1− ϕ
)
(x) =

(
Dα

1−ϕ
)
(x), α > 0,

а также полагая τ+(x) = τ−(x) = τ(x), получаем равенства

ν−(x) = −A1k1 +A2

A1k2 +A3

(
D

1
2
0+τ(t)

)
(x)+

+
1

A1k2 +A3

(
I
−a− 3−b

4
,−b1,a+b1+ 1

2
0+ ϕ1(t)

)
(x), (12)

ν+(x) =
B1k3 +B2

B1k4 −B3

(
D

1
2
1−τ(t)

)
(x)−

− 1

B1k4 −B3

(
I
−a− 3+b

4
,−b1,a+b1+ 1

2
1− ϕ2(t)

)
(x), (13)

При ϕ1(x) = ϕ2(x) ≡ 0 равенства (12) и (13) примут вид

ν−(x) = −A1k1 +A2

A1k2 +A3

(
D

1
2
0+τ(t)

)
(x),

ν+(x) =
B1k3 +B2

B1k4 −B3

(
D

1
2
1−τ(t)

)
(x).

Потребуем теперь, чтобы выполнялись следующие условия:{
A1, A2 > 0,
A1k2 +A3 < 0

или
{
A1, A2 < 0,
A1k2 +A3 > 0;

(14)

{
B1, B2 > 0,
B3 −B1k4 > 0

или
{
B1, B2 < 0,
B3 −B1k4 < 0.

(15)

В силу принципа экстремума для гиперболических уравнений [9] положи-
тельный максимум (отрицательный минимум) функции U(x, y) достигается
в областях D1 и D2 в точке (x0, 0) ∈ I.
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Пользуясь тем, что дробные производные в точке положительного макси-
мума строго положительны (в точке отрицательного минимума строго отри-
цательны) [10, с. 123], и учитывая (14), (15), получаем неравенства

ν−(x0) > 0 (ν−(x0) < 0) и ν−(x0) < 0 (ν−(x0) > 0).

Эти неравенства противоречат условию сопряжения (3). Полученное проти-
воречие доказывает единственность решения задачи для уравнения (1), если
|b| < 1.

3. Существование решения задачи. Подействуем на обе части равенства

(10) оператором
(
I
−a− 1−b

4
,−b1− 1

2
,a+b1

0+

)
, а на обе части равенства (11) — опера-

тором
(
I
−a− 1+b

4
,−b1− 1

2
,a+b1

1−
)
.

На основании двух последних формул из (9) получим

τ(x) = −A1k2 +A3

A1k1 +A2

(
I

1
2
0+ν−(t)

)
(x) +

1

A1k1 +A2

(
I
−a− 1−b

4
,−b1− 1

2
,a+b1

0+ ϕ1(t)
)
(x),

τ(x) =
B1k4 −B3

B1k3 +B2

(
I

1
2
1−ν+(t)

)
(x) +

1

B1k3 +B2

(
I
−a− 1+b

4
,−b1− 1

2
,a+b1

1− ϕ2(t)
)
(x),

откуда вытекает равенство

γ1
(
I

1
2
0+ν(t)

)
(x) + γ2

(
I

1
2
1−ν(t)

)
(x) = f1(x), (16)

где

γ1 = −A1k2 +A3

A1k1 +A2
, γ2 =

B3 −B1k4
B1k3 +B2

, ν(x) = ν−(x) = ν+(x),

f1(x) = − 1

A1k1 +A2

(
I
−a− 1−b

4
,−b1− 1

2
,a+b1

0+ ϕ1(t)
)
(x)+

+
1

B1k3 +B2

(
I
−a− 1+b

4
,−b1− 1

2
,a+b1

1− ϕ2(t)
)
(x).

Применяя к обеим частям (16) оператор
(
D

1
2
0+

)
и учитывая соотношения

[4, с. 50–51]
Dα

0+I
α
0+f = f, α > 0,

Dα
a+I

α
b−ϕ = cos(πα)ϕ(x) +

sin(πα)

π

∫ b

a

(τ − a
x− a

)α ϕ(τ)dτ

τ − x
,

приходим к уравнению

γ1ν(x) +
γ2
π

∫ 1

0

( t
x

) 1
2 ν(t)dt

t− x
=
(
D

1
2
0+f1(t)

)
(x). (17)

Исследуем вопрос разрешимости интегрального уравнения (17). Произве-
дя в (17) замену

µ(x) = x
1
2 ν(x), f(x) = x

1
2
(
D

1
2
0+f1(t)

)
(x),
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получим характеристическое особое интегральное уравнение с ядром Коши
[11]

γ1µ(x) +
γ2
π

∫ 1

0

µ(t)dt

t− x
= f(x), x ∈ I. (18)

Для выяснения гладкости правой части f(x) интегрального уравнения
(18) нам потребуется две леммы из работы [12].

Лемма 1. Пусть 0 < −α < λ 6 1 и β < min[0, η+ 1]. Если ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1],

то
(
Iα,β,η0+ ϕ

)
(x),

(
Iα,β,η1− ϕ

)
(x) ∈ Hmin[α+λ,−β][0, 1].

Лемма 2. Пусть 0 < −α < λ 6 1 и η > β − 1. Если ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1], то
xβ
(
Iα,β,η0+ ϕ

)
(x), (1− x)β

(
Iα,β,η1− ϕ

)
(x) ∈ Hα+λ[0, 1].

Так как

0 < a+
b+ 1

4
< λ 6 1, −b1 −

1

2
< min[0, 1 + a+ b1],

а ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ Hλ[0, 1], на основании леммы 1
(
I
−a− 1−b

4
,−b1− 1

2
,a+b1

0+ ϕ1(t)
)
(x),(

I
−a− 1−b

4
,−b1− 1

2
,a+b1

1− ϕ2(t)
)
(x) ∈ Hλ0 [0, 1], где

λ0 = min
[
λ− a− b+ 1

4
, b1 +

1

2

]
.

Следовательно, f1(x) ∈ Hλ0 [0, 1]. В силу условий (6)

λ0 = λ− a− b+ 1

4
.

Далее, поскольку 1/2 < λ0 < 1, а

x
1
2
(
D

1
2
0+f1

)
(x) = x

1
2
(
I
− 1

2
, 1
2
,η

0+ f1
)
(x),

используя лемму 2, имеем f(x) = x
1
2

(
D

1
2
0+f1

)
(x) ∈ Hλ1 [0, 1], где

λ1 = λ− a− b− 1

4
.

Так как γ21 +γ22 6= 0, уравнение (18) является уравнением нормального ти-
па. Его индекс равен нулю в классе функций, которые при x→ 0 ограничены,
а при x→ 1 могут обращаться в бесконечность порядка меньше единицы.

Используя известную теорию сингулярных интегральных уравнений (см.,
например, формулу (30.16) из [4, с. 444]), можно выписать единственное ре-
шение уравнения (10) в яном виде.

Справедлива следующая теорема.
Теорема. Пусть

|b| < 1,
|b| − 1

4
< a <

1− b
4

, a+
b− 1

4
< b1 < a+

3 + b

4
;
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Ai, Bi, i = 1, 2, 3 —такие действительные константы, что выполняются
условия (14), (15); функции ϕ1(x) и ϕ2(x) удовлетворяют условиям (7). Тогда
задача (2)–(5) для уравнения (1) при ν(x) = x−

1
2µ(x) имеет единственное

решение.
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Abstract
A nonlocal boundary value problem for the equation of moisture transfer
was studied in the field, which is the union of two characteristic trian-
gles. The novelty of the formulation of the problem lies in the fact that the
boundary conditions include operators of generalized of fractional integro-
differentiation in the sense of M. Saigo. The uniqueness of the solution of the
problem was proved using the extremum principle for hyperbolic equations.
Properties of operators of generalized fractional integro-differentiation in the
sense of M. Saigo were used in the proof. Existence of a solution is equivalent
reduced to the solvability of a characteristic singular integral equation with
Cauchy kernel for which the smoothness of the right-hand side was studied.
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