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УДК 539.388.24

РЕШЕНИЕ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ
О ВДАВЛИВАНИИ ПРЯМОУГОЛЬНОГО ШТАМПА
В УПРУГОЕ ШЕРОХОВАТОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО
ПРИ НАЛИЧИИ КУЛОНОВА ТРЕНИЯ

А. И. Александров, Е. В. Грабко
Запорожский национальный университет,
Украина, 69600, Запорожье, ул. Жуковского, 66.

Аннотация
Получено численное решение статической пространственной контактной
задачи о вдавливании прямоугольного штампа с плоским основанием в
упругое шероховатое полупространство при наличии трения Кулона и
неизвестными заранее зонами сцепления и проскальзывания. Учет ше-
роховатости в этой задаче осуществлялся на основе сферической модели
микровыступов путем введения в выражения относительных смещений
взаимодействующих тел нелинейных слагаемых, характеризующих смя-
тие и сдвиг поверхностных микронеровностей. Проанализировано влия-
ние значений коэффициента трения и параметров микронеровностей на
размеры и форму зоны сцепления, а также на распределение касатель-
ных контактных напряжений. Показано, что учет сдвига поверхностных
микронеровностей, образующих шероховатость, может приводить к су-
щественному увеличению размеров зоны сцепления.
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Введение. При контактировании упругих шероховатых тел возникает тре-
ние, вызывающее сдвиг поверхностных микронеровностей, образующих ше-
роховатость. Естественно ожидать, что этот сдвиг может оказать определен-
ное влияние на качественные характеристики контактного взаимодействия

© 2014 Самарский государственный технический университет.
Образец для цитирования
Ал е к с а н д р о в А. А., Г р а б к о Е. В. Решение контактной задачи о вдавливании прямо-
угольного штампа в упругое шероховатое полупространство при наличии кулонова тре-
ния // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки, 2014. № 4 (37). С. 42–52.
doi: 10.14498/vsgtu1367.
Сведения об авторах
Александр Иванович Александров (к.т.н., доц.; heepper@gmail.com), доцент, каф. матема-
тического анализа.
Елена Валерьевна Грабко (elenagrabko@rambler.ru; автор, ведущий переписку), аспирант,
каф. математического анализа.

42

http://dx.doi.org/10.14498/vsgtu1367
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=3402&option_lang=rus
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=3402&option_lang=rus
http://dx.doi.org/10.14498/vsgtu1367
http://dx.doi.org/10.14498/vsgtu1367
http://www.mathnet.ru/php/person.phtml?option_lang=rus&personid=111970
mailto:heepper@gmail.com
http://www.mathnet.ru/php/person.phtml?option_lang=rus&personid=105663
mailto:elenagrabko@rambler.ru


Решение контактной задачи о вдавливании прямоугольного штампа . . .

тел, на размеры и форму зон сцепления, на распределение касательных кон-
тактных напряжений. Однако в большинстве работ, посвященных решению
задач о контакте шероховатых упругих тел при наличии трения Кулона [1–9],
сдвиг микронеровностей либо не учитывался совсем [1, 3, 4, 7–9] либо учиты-
вался в упрощенной линейной форме [2,5,6]. Кроме этого, условия решаемых
задач часто упрощаются за счет игнорирования влияния нормальных кон-
тактных напряжений на относительные касательные упругие смещения тел
[3, 5–8], либо за счет рассмотрения контакта тел лишь при их полном про-
скальзывании [4]. Использование нелинейных интегральных уравнений для
моделирования контактного взаимодействия упругих тел [3–6, 10, 11] позво-
ляет рассматривать различные типы граничных условий контактных задач
и разрабатывать эффективные алгоритмы для получения приближенных ре-
шений таких задач. За счет незначительной модификации уравнений [11],
описывающих контактное взаимодействие упругих тел при наличии кулоно-
ва трения, можно обеспечить учет шероховатости поверхностей этих тел и
разработать эффективный алгоритм для решения дискретного аналога моди-
фицированных уравнений. Целью данной статьи является разработка такого
алгоритма и выявление эффектов, вызванных учетом сдвига поверхностных
микронеровностей, в задаче о контакте штампа с упругим шероховатым по-
лупространством, постановка которой характеризуется отсутствием отмечен-
ных выше упрощений.

1. Постановка контактной задачи. Рассмотрим трехмерную статическую
задачу о контакте упругих тел, имеющих шероховатые поверхности. В этой
задаче не исключается случай, когда одно из контактирующих тел является
абсолютно жестким (в таком случае абсолютно жесткое тело условно счита-
ется упругим, имеющим бесконечное значение модуля Юнга). Будем пола-
гать, что взаимодействие тел сопровождается кулоновым трением, и считать
поверхность контакта, а также зоны проскальзывания и сцепления на этой
поверхности заранее неизвестными. При определенных допущениях такая за-
дача сводится к отысканию неизвестных функций p1(s), p2(s), p3(s), непре-
рывных на замыкании Ω̄ ограниченной плоской области Ω (охватывающей
неизвестную заранее площадку контакта тел) и удовлетворяющих в каждой
точке s множества Ω̄ следующим соотношениям [12]:

v1(s) > 0, p1(s) > 0, v1(s)p1(s) = 0;√
p2

2(s) + p2
3(s) 6 µp1(s);√

v2
2(s) + v2

3(s)p2(s) + µp1(s)v2(s) = 0;√
v2

2(s) + v2
3(s)p3(s) + µp1(s)v3(s) = 0.

(1)

В этих соотношениях через v1(s), v2(s), v3(s) обозначены нормальная и ка-
сательные составляющие относительных смещений противолежащих поверх-
ностных точек взаимодействующих тел, функции p1(s), p2(s), p3(s) представ-
ляют собой нормальную и касательные составляющие удельной контактной
нагрузки; µ—коэффициент трения. Функции v1(s), v2(s), v3(s) имеют следу-
ющий вид [13]:
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v1(s) = f1

(
p1(s)

)
+

3∑
j=1

A1j (pj) (s)−∆1(s),

v2(s) = f2

(
p2(s), p3(s), p1(s)

)
+

3∑
j=1

A2j (pj) (s)−∆2(s),

v3(s) = f2

(
p3(s), p2(s), p1(s)

)
+

3∑
j=1

A3j (pj) (s)−∆3(s).

(2)

В правых частях равенств (1) слагаемые f1

(
p1(s)

)
, f2

(
p2(s), p3(s), p1(s)

)
,

f2

(
p3(s), p2(s), p1(s)

)
задают сжатие и сдвиг поверхностных микронеровно-

стей полупространства, образующих шероховатость; функции ∆1(s), ∆2(s),
∆3(s) ∈ C

(
Ω̄
)
[13] задают конфигурацию взаимодействующих тел и условия

их нагружения; линейные интегральные операторы влияния Aij : C
(
Ω̄
)
→

C
(
Ω̄
)
определены соотношениями

Aij (pj) (s) =

∫
Ω
Kij(s, t)pj(t)dt, i, j = 1, 2, 3.

В этих соотношениях ядра Kij(s, t) заданы в соответствии с формулами Бус-
синеска—Черутти [14], что означает принятие гипотезы о возможности ап-
проксимации взаимодействующих тел упругими полупространствами.

Первое из условий (1) означает отсутствие взаимного проникания тел,
второе выражает знакопостоянство контактного давления, и третье означает,
что за пределами площадки контакта давление отсутствует. Последние три
соотношения системы (1) выражают закон трения Кулона [12]. При формули-
ровании этого закона трения принята гипотеза [15], позволяющая заменить
в последних двух соотношениях системы (1) скорости относительного про-
скальзывания тел их относительными проскальзываниями.

Для неизвестных функций p1(s), p2(s), p3(s) ∈ C
(
Ω̄
)
система соотношений

(1), (1) эквивалентна следующей системе уравнений [12]:

p1(s) = h
(
p1(s)− Ev1(s)

)
;

p2(s) = q
(
p2(s)− Ev2(s), p3(s)− Ev3(s), µh (p1(s))

)
;

p3(s) = q
(
p3(s)− Ev3(s), p2(s)− Ev2(s), µh (p1(s))

)
,

(3)

где s ∈ Ω̄; E —произвольное положительное число; выражения v1(s), v2(s),
v3(s) имеют вид (1), а функции h(x), q(x, y, z) заданы следующим образом:

h(x) =
1

2
(x+ |x|);

q(x, y, z) =


x, if

√
x2 + y2 6 z;

xz√
x2 + y2

, if
√
x2 + y2 > z.

2. Учет шероховатости поверхности упругого полупространства. Исполь-
зуя сферическую модель микровыступов [16], образующих шероховатость, и
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пренебрегая влиянием касательной нагрузки, приложенной к этим выступам,
на их сжатие, можно получить для f1, f2 следующие соотношения [17–19]:

f1(u) = α
(
h(u)

)2/3
,

f2(x, y, z)=


0, if x̃2 + ỹ2 = 0;

β x̃

(x̃2 + ỹ2)1/6

1−
(
1− (

√
x̃2 + ỹ2/z̃)

)2/3
(
√
x̃2 + ỹ2/z̃)2/3

, if x̃2 + ỹ2 > 0;

(4)

где x̃ = q
(
x, y, µh(z)

)
, ỹ = q

(
y, x, µh(z)

)
, z̃ = µh(z). В этих соотношениях па-

раметры α и β имеют одинаковую размерность и определяются следующими
выражениями:

α = 0.8255ρ
3

√
k̃π2

(1− ν2
1

E1
+

1− ν2
2

E2

)2
;

β = 0.4127ρ 3

√√√√ k̃π2µ
1−ν21
E1

+
1−ν22
E2

((1 + ν1)(2− ν1)

E1
+

(1 + ν2)(2− ν2)

E2

)
.

(5)

В равенствах (1) параметры ν1, ν2, E1, E2 представляют собой коэффициенты
Пуассона и модули Юнга взаимодействующих тел, параметр ρ есть радиус
сферического выступа, параметр k̃ принимает значения 2 или 1 (в зависимо-
сти от того, оба ли взаимодействующих тела имеют шероховатые поверхности
или лишь одно из них). Если одно из взаимодействующих тел является аб-
солютно жестким, то в равенствах (1) нужно положить равными нулю все
дроби, в знаменателях которых содержится модуль Юнга абсолютно жестко-
го тела.

3. Алгоритм численного решения контактной задачи. Для получения чис-
ленного решения системы интегральных уравнений (1) зададим область Ω в
виде открытого прямоугольника, ограниченного отрезками прямых, парал-
лельных координатным осям x и y декартовой системы координат, введенной
на общей для взаимодействующих тел касательной плоскости. Разобьем Ω
на k непересекающихся одинаковых прямоугольных областей ω1, ω2, . . . , ωk,
ориентированных подобно прямоугольнику Ω (размеры области Ω выберем
так, чтобы эта область включала в себя прямоугольную подошву штампа).
Полагая, что искомые функции p1(s), p2(s), p3(s) принимают на каждом гра-
ничном элементе ωi постоянные значения x3i−2, x3i−1, x3i (i = 1, 2, . . . , k),
можно для определения этих значений получить из (1) следующую систему
3k скалярных уравнений [19]:

x3i−2 = h
(
x3i−2 − E

(
f1 (x3i−2) +

∑3k
j=1 a3i−2jxj − b3i−2

))
;

x3i−1 = q
[
x3i−1 − E

(
f2 (x3i−1, x3i, x3i−2) +

∑3k
j=1 a3i−1 jxj − b3i−1

)
,

x3i − E
(
f2 (x3i, x3i−1, x3i−2) +

∑3k
j=1 a3i jxj − b3i

)
, µx3i−2

]
;

x3i = q
[
x3i − E

(
f2 (x3i, x3i−1, x3i−2) +

∑3k
j=1 a3i jxj − b3i

)
,

x3i−1 − E
(
f2 (x3i−1, x3i, x3i−2) +

∑3k
j=1 a3i−1 jxj − b3i−1

)
, µx3i−2

]
,

i = 1, 2, . . . , k.

(6)
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Входящие в эту систему числовые параметры aij и bj задаются соотношени-
ями [19]:

b3i−l =
k

d

∫
ωi

∆3−l(s)ds ∀l = 0, 1, 2; i = 1, 2, . . . k;

a3i−r 3j−l =
k

d

∫
ωi

(∫
ωj

K3−r 3−l(s, t)dt

)
ds ∀r, l = 0, 1, 2; i, j = 1, 2, . . . k,

(7)

где d есть площадь прямоугольника Ω.
Для получения приближенного решения системы уравнений (1) можно

использовать итерационный процесс

x
(0)
i = 0 ∀i = 1, 2, . . . , 3k;

x
(m+1)
3i−2 = h

(
γ

(m)
i

)
,

x
(m+1)
3i−1 = q

(
α

(m)
i , β

(m)
i , µh

(
x

(m)
3i−2

))
,

x
(m+1)
3i = q

(
β

(m)
i , α

(m)
i , µ · h

(
x

(m)
3i−2

))
, i = 1, 2, . . . , k; m = 0, 1, 2, . . . ,

(8)

где величины α
(m)
i , β(m)

i , γ(m)
i , i = 1, 2, . . . , k, определяются равенствами

γ
(m)
i = x

(m)
3i−2 − E

(
f1

(
x

(m)
3i−2

)
+

3k∑
j=1

a3i−2 jx
(m)
j − b3i−2

)
,

α
(m)
i = x

(m)
3i−1 − E

(
f2

(
x

(m)
3i−1, x

(m)
3i , x

(m)
3i−2

)
+

3k∑
j=1

a3i−1 jx
(m)
j − b3i−1

)
,

β
(m)
i = x

(m)
3i − E

(
f2

(
x

(m)
3i , x

(m)
3i−1, x

(m)
3i−2

)
+

3k∑
j=1

a3i jx
(m)
j − b3i

)
.

(9)

Будем полагать, что входящая в равенства (1) константа E удовлетворяет
неравенству

0 < E 6

(
L+ max

16i63k

( 3k∑
j=1

|aij |
))−1

, (10)

в котором неотрицательное число L зависит от значений параметров α и β,
входящих в выражения функций f1 и f2.

4. Численные результаты. При помощи разработанного алгоритма было
получено численное решение пространственной задачи о вдавливании глад-
кого прямоугольного штампа с плоским основанием в шероховатое упругое
полупространство при действии на штамп сжимающей силы P = 57 кН (соот-
ветствующие значения углубления штампа δ1, которые входят в первое урав-
нение системы (1), подбирались отдельно для каждого варианта расчета).
Ширина основания штампа 2a = 0.006 м, длина— 2b = 0.024 м, модуль Юнга
полупространства E1 = 200 · 103 МПа, коэффициент Пуассона ν1 = 0.3. Зна-
чения коэффициента трения µ изменялись от 0.05 до 1. Учет шероховатости
полупространства осуществлялся с помощью выражений (1), (1), в которых
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значения параметра ρ принимались равными ρ = 0 м, ρ = 13.73 · 10−6 м,
ρ = 137.3 · 10−6 м. Численное решение задачи получено на сетке, которая со-
стоит из k = 29×57 = 1653 одинаковых прямоугольных граничных элементов
(стороны этих элементов соотносятся как 1 : 2), площадь каждого из кото-
рых равна 0.125 · 10−6 м2. Для вычисления входящих в систему (1) коэффи-
циентов aij матрицы податливости и элементов bi использовались соотноше-
ния (1). Неизвестные значения удельной контактной нагрузки x1, x2, . . . , x5043

вычислялись при помощи итерационного процесса (1), (1), в котором значе-
ние параметра E принималось наибольшим из всех возможных его значений,
задаваемых соотношением (1), при L = (2/3)αx

−1/3
0 , x0 = 0.1 МПа.

По результатам полученного численного решения контактной задачи для
разных значений параметров ρ, µ вычислялось значение отношения полу-
ширины a1 зоны сцепления к полуширине a основания штампа (значение a1

найдено как расстояние от центра пятна контакта до точки пересечения оси x
с граничным контуром зоны сцепления). Полученные данные показаны в таб-
лице, где в первой строке указаны значения a1/a, приведенные в работе [20]
для соответствующей плоской контактной задачи, а в остальных строках —
эти значения, найденные по результатам численного решения. Первые две
строки отвечают случаю отсутствия шероховатости (ρ = 0), третья — слу-
чаю незначительной шероховатости (ρ = 13.73 ·10−6 м) и четвертая — случаю
существенной шероховатости (ρ = 137.3 · 10−6 м).

Отношение полуширины зоны сцепления к полуширине основания штампа
µ 0.05 0.06 0.09 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 1
1 0 0 0 0.037 0.366 0.695 0.868 0.942 0.974 0.993 0.997
2 0 0 0 0 0.333 0.75 0.917 0.917 1 1 1
3 0 0 0 0.083 0.417 0.75 0.917 1 1 1 1
4 0 0.083 0.167 0.167 0.667 1 1 1 1 1 1

Заметное расхождение между соответствующими значениями a1/a в пер-
вых двух строках таблицы, вероятно, объясняется неполным соответствием
условий плоской контактной задачи [20] и рассмотренной в этой статье про-
странственной контактной задачи (ожидаемая близость данных первой и вто-
рой строк таблицы основывается на соответствии значения удельной сжима-
ющей силы P1 = P/(2b) для плоской контактной задачи [20] значению сжима-
ющей силы P для рассмотренной в этой статье пространственной контактной
задачи).

Анализ приведенных данных свидетельствует о том, что при росте зна-
чения µ от 0 до 1 условия в зоне контакта изменяются от полного проскаль-
зывания до полного сцепления (как при наличии шероховатости, так и при
ее отсутствии). При наличии существенной шероховатости наблюдается за-
метный рост размеров зоны сцепления в интервале изменения значений µ
от 0.06 до 0.5 (в сравнении со случаем отсутствия шероховатости). Причем,
если появление сцепления при отсутствии шероховатости наступает при µ =
= 0.2, то в случае незначительной шероховатости оно наступает при µ = 0.1,
а в случае существенной шероховатости — уже при µ = 0.06. Как и следо-
вало ожидать, учет шероховатости поверхности полупространства приводит
к появлению зон сцепления в тех случаях контакта, для которых эти зоны
отсутствовали при отсутствии шероховатости, либо к увеличению размеров
этих зон в остальных случаях.
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Рис. 1. Результаты решения задачи при µ = 0.2

Рис. 2. Результаты решения задачи при µ = 0.3
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Полученные результаты численного решения рассматриваемой простран-
ственной контактной задачи представлены на рис. 1 и 2. Здесь приведены
распределения нормальных σz и касательных τzx напряжений на поверхности
полупространства вдоль поперечной оси симметрии контактной площадки, а
также граничные контуры зон сцепления на этой площадке при µ = 0.2 и
µ = 0.3.

На рис. 1, а и 2, а изображено распределение нормальных контактных
напряжений, на рис. 1, б и 2, б—распределение касательных контактных
напряжений и на рис. 1, в и 2, в— граничные контуры зон сцепления (зоны
сцепления представляют собой внутренность этих контуров). Здесь сплошной
линией изображены распределения напряжений и граница зоны сцепления
при отсутствии шероховатости, квадратиками— при наличии незначительной
шероховатости и кольцами— при наличии существенной шероховатости.

Приведенные на рис. 1 и 2 результаты свидетельствуют, что значение на-
пряжений σz и τzx при отсутствии шероховатости несущественно отличаются
от их значений при наличии шероховатости почти на всей площадке кон-
такта (кроме участков, расположенных близ границ площадки контакта и
близ границы между зоной сцепления и зоной проскальзывания). Следует
отметить, что расхождение сравниваемых величин напряжений возрастает с
ростом значения коэффициента трения µ.

Из рис. 1, в и 2, в следует, что размеры зон сцепления, полученные при
отсутствии шероховатости, могут очень сильно отличаться от этих размеров
для случая наличия существенной шероховатости. Это означает, что каче-
ственные показатели контактного взаимодействия штампа и полупростран-
ства могут существенно зависеть от того, учитывается ли шероховатость по-
верхности полупространства или нет.

Выводы. Полученные результаты свидетельствуют о том, что предложен-
ный алгоритм решения статических задач о контакте упругих шероховатых
тел при наличии кулонова трения между ними позволяет находить распреде-
ление контактных напряжений, а также конфигурацию зон проскальзывания
и сцепления в задачах такого класса. Анализ полученных результатов реше-
ния конкретной контактной задачи свидетельствует о том, что учет шеро-
ховатости поверхности полупространства может приводить к существенному
росту размеров зоны сцепления и к заметным изменениям в распределениях
нормальных и касательных контактных напряжений по сравнению со случа-
ем отсутствия шероховатости.
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SOLUTION OF THE CONTACT PROBLEM ON INDENTATION OF
RECTANGULAR PUNCH IN AN ELASTIC ROUGHNESSES
HALF-SPACE IN THE PRESENCE OF COULOMB FRICTION
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Abstract
The numerical solution of the static three-dimensional contact problem of
the indentation of a rectangular stamp with a flat base in an elastic rough
half-space in the presence of Coulomb friction and previously unknown ad-
hesion and slip zones is obtained. Accounting for surface roughness in this
problem is carried out based on the spherical model of microroughnesses by
introducing the nonlinear terms describing surface microroughnesses crush-
ing and shearing to the expression of relative displacement of the interacting
bodies. The influence of the values of the friction coefficient and the param-
eters of the microscopic irregularities on the size and shape of the zone of
adhesion and the distribution of the tangential contact stresses are analyzed.
It is shown that the inclusion of surface microroughness shear forming rough-
ness can lead to a substantial increase in the size of the zone of adhesion.
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