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К АЛГОРИТМАМ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ
ПРИ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯХ МОНОТОННОСТИ

В. Г. Овчинников
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Формулируется задача дискретного оптимального управления, не рассматри-
вавшаяся ранее и возникающая при проектировании нефтегазосборных сетей.
Для этой задачи устанавливаются четыре теоремы, чтобы можно было иметь
процесс, оптимальный процесс и оптимальное значение. Необходимые и доста-
точные условия для этого даются в теореме 1. При этих условиях по теоре-
ме 1 получаются интервалы достижимости, которые не пусты. Для каждого
интервала выбирается сетка— подмножество его точек, где по произвольной
точке интервала находится ближайшая точка слева. При помощи таких при-
ближений определяются на сетках функции Беллмана. С использованием функ-
ций Беллмана в теореме 2 даётся процесс и оценивается отклонение его от
оптимального процесса. В теореме 2 гарантируется, что процесс, который да-
ётся там, оптимален в случае, когда интервалы достижимости и их сетки
совпадают. В других случаях для получения оптимального процесса использу-
ются теоремы 3 и теоремы 4. В теореме 3 устанавливается, что процесс, ко-
торый даётся в теореме 2, минимален в лексикографическом порядке, который
вводится с использованием функций Беллмана. В теореме 3 даётся процедура,
которая строит, если возможно, в этом порядке следующий процесс, пропуская
лишь процессы, которые неоптимальны. Оптимальный процесс и оптимальное
значение находятся по теореме 4 исходя из процесса, который даётся в тео-
реме 2, при помощи одного или нескольких вызовов процедуры, которая даётся
в теореме 3.

Ключевые слова: динамическое программирование, функции Беллмана, процеду-
ры, алгоритмы.

1. Статья продолжает исследования применения динамического програм-
мирования при предположениях монотонности [1]. В ней в отличие от работ
[1–3] устанавливаются утверждения (теоремы 1–4), обосновывающие отыс-
кание оптимального процесса, для введения которого служит являющаяся
случаем [3] следующая задача.
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Задача. Пусть известно следующее:
– множество шагов T (= {1, . . . , n}) со строгим порядком ≺, подмноже-
ством

T0 = {i ∈ T : ∅ = {j ∈ T : j ≺ i}}( 6= T )

начальных шагов, определением π(i) как единственного шага в подмно-
жестве предшествующих непосредственно i шагов

{j ∈ T : (j ≺ i) ∧ (∅ = {g ∈ T : j ≺ g ≺ i})}(∀i ∈ T\T0)

и удовлетворяющим равенству ∅ = M ∩T0 подмножеством последних
шагов

M = {i ∈ T : τ(i) = ∅},

где τ(i) = {j ∈ T\T0 : π(j) = i};
– непустые интервалы [ai..bi](= {α ∈ Z : ai 6 α 6 bi}) множества целых
чисел Z (∀i ∈ T );

– функция s со значениями

si(α, β) ∈ {γ ∈ Z : ai 6 γ} (∀i ∈ T\T0) (∀α, β ∈ Z),

функция f с значениями fi(α, β) ∈ R (во множестве вещественных
чисел) (∀i ∈ T\T0) (∀α, β ∈ Z) и функция U с конечными (||Ui(α)|| <∞)
значениями

Ui(α) ⊂ Z (∀i ∈ T\T0) (∀α ∈ Z)

при предположениях монотонности

(α 6 δ)⇒ (fi(α, β) 6 fi(δ, β)) ∧ (si(α, β) 6 si(δ, β)) ∧ (Γi(α, β) ⊇ Γi(δ, β))

(∀i ∈ T\T0) (∀α, β, δ ∈ Z),

где Γi(α, β) = {γ ∈ Ui(α) : si(α, γ) 6 β};
– обозначение D множества называемых процессами пар (x, u) функций
x, u со значениями xi ∈ Z (∀i ∈ T ), ui ∈ Z(∀i ∈ T ), удовлетворяю-
щих ограничениям xi = ui(∀i ∈ T0), ui ∈ Ui(xπ(i)) (∀i ∈ T\T0), xi =
= si(xπ(i), ui) (∀i ∈ T\T0), xi ∈ [ai..bi](∀i ∈ T ).

Требуется найти оптимальный процесс (x∗, u∗) и оптимальное значение
r∗ из условий

(x∗, u∗) ∈ D, F (x∗, u∗) = r∗,

r∗ = min
(x,u)∈D

F (x, u), F (x, u) =
∑

i∈T\T0

fi(xπ(i), ui)(∀(x, u) ∈ D).

Замечание. В частном случае получающегося, когда Z заменяется на R,
варианта этой задачи существование оптимального процесса охарактеризо-
вано в [1].

В общем случае с использованием

Tk = {i ∈ T : h(i) = k}(∀k ∈ [1..h(T )]),
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где
h(i) = ||{j ∈ T : j ≺ i}||, h(T ) = max

i∈T
h(i),

характеризацию существования оптимального процесса даёт следующая тео-
рема.

Теорема 1. Для задачи следующие условия равносильны:
– оптимальный процесс существует;
– индукцией

a0i = ai(∀i ∈ T0), a0i = min
β∈Ui

(
a0
π(i)

) si(a0π(i), β)(∀i ∈ Tk)

(вверх по k) (∀k ∈ [1..h(T )]) определяются числа a0i ∈ [ai..bi](∀i ∈ T ).

При выполнении этих условий с помощью равенств

[a0i ..b
0
i ] = [a0i ..bi](∀i ∈M)

индукцией

[a0i ..b
0
i ] = {α ∈ [a0i ..bi] : Γj(α, b

0
j ) 6= ∅(∀j ∈ τ(i))}(∀i ∈ Tk\M)

(вниз по k) (∀k ∈ [0..h(T ) − 1]) получаются множества достижимости
[a0i ..b

0
i ](∀i ∈ T ) (ср. [2]), имеющие элементы xi(∀(x, u) ∈ D).

2. Далее предполагается, что по теореме 1 найдены непустые интервалы
[a0i ..b

0
i ](∀i ∈ T ), и, следовательно, для множеств U0

i (α) = Γi(α, b
0
i ) выполнены

условия

U0
i (α) 6= ∅ и si(α, γ) ∈ [a0i ..b

0
i ](∀γ ∈ U0

i (α)) (∀α ∈ [a0π(i)..b
0
π(i)])(∀i ∈ T\T0).

Также предполагается следующее:
– D0 = {(x, u) ∈ D : ui = ai(∀i ∈ T0)};
– ({a0i } ⊂ Yi ⊆ [a0i ..b

0
i ]) ∧ (||Yi|| 6 ci) (где ci — заданные границы мощно-

стей) (∀i ∈ T );
– (a0i 6 α)⇒ (pi(α) = max{γ ∈ Yi : γ 6 α})(∀α ∈ Z)(∀i ∈ T );
– с помощью равенств Bi(γ) = 0(∀γ ∈ Yi) (∀i ∈ M) аналогичной исполь-

зованной алгоритмом [2] индукцией

Bi(γ) =
∑
j∈τ(i)

min
β∈U0

j (γ)
(fj(γ, β) + Bj(pj(sj(γ, β)))) (∀γ ∈ Yi)(∀i ∈ Tk\M)

(вниз по k) (∀k ∈ [1..h(T ) − 1]) определены функции Беллмана Bi со
значениями Bi(γ) ∈ R(∀γ ∈ Yi)(∀i ∈ T );

– Ψi(α) = min
δ∈U0

i (α)
Φi(α, δ)(∀α ∈ [a0π(i)..b

0
π(i)]) (∀i ∈ T\T0), где Φi(α, β) =

= fi(α, β) в случае i ∈ M или Φi(α, β) = fi(α, β) + Bi(pi(si(α, β))) в
случае i /∈M ;
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– по правилу

(β <αi γ)⇔ ((Φi(α, β) < Φi(α, γ)) ∨ ((Φi(α, β) = Φi(α, γ)) ∧ (β < γ)))

(∀β, γ ∈ U0
i (α))

во множестве U0
i (α) введён порядок <αi (∀α ∈ [a0π(i)..b

0
π(i)])(∀i ∈ T\T0);

– в произвольном непустом подмножестве C ⊆ U0
i (α) минимальный по

порядку <αi элемент обозначен mα
i (C) (∀α ∈ [a0π(i)..b

0
π(i)])(∀i ∈ T\T0).

Конструирование (в определенном случае оптимального) процесса даёт
следующая теорема

Теорема 2. Процесс (z, w) ∈ D0 с оценкой

F (z, w)− r∗ 6 F (z, w)−
∑
i∈T1

Ψi(aπ(i)),

оптимальный в случае Yi = [a0i ..b
0
i ](∀i ∈ T ), строит по обращению следую-

щая процедура:
ПРОЦЕДУРА first():
НАЧАЛО: положить k = 0, xi = ui = ai(∀i ∈ T0);
СЛЕДУЮЩИЙ УРОВЕНЬ: увеличить k на 1;
положить ui = m

xπ(i)
i

(
U0
i (xπ(i))

)
(∀i ∈ Tk), xi = si(xπ(i), ui) (∀i ∈ Tk);

если k < h(T ), идти на СЛЕДУЮЩИЙ УРОВЕНЬ;
ЗАВЕРШЕНИЕ first : обозначить first() пару (x, u).

3. В случае Yi 6= [a0i ..b
0
i ] (∃i ∈ T ), когда отыскание оптимального процесса

не гарантировано теоремой 2, ради упрощения предполагается следующее:

j < g(∀j ∈ Tk−1)(∀g ∈ Tk)(∀k ∈ [1..h(T )]);

Fj(x, u) =
∑

i∈[‖T0‖+1..j]

fi(xπ(i), ui)(∀j ∈ T\T0)(∀(x, u) ∈ D0);

Oj(x, u) =


∑
g∈Gj

Ψg(xπ(g)) при ∅ 6= Gj = {g ∈ T\T0 : π(g) < j < g},

0 в остальных случаях

(∀j ∈ T\T0)(∀(x, u) ∈ D0).

Следующее утверждение (теорема 3) устанавливает минимальность по
определенному порядку процесса в теореме 2 и способ построения по это-
му порядку следующего, если возможно, процесса с пропуском построения
лишь не являющихся оптимальными процессов.

Теорема 3. Следующие предложения верны.
1) Процесс в теореме 2 минимален по лексикографическому порядку на

D0, вводимому правилом

((x, u) / (z, w))⇔ ((uj = wj(∀j ∈ [1..i− 1])) ∧ (ui <
xπ(i)
i wi)(∃i ∈ T\T0))

(∀(x, u) ∈ D0)(∀(z, w) ∈ D0).
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2) Согласно указанному порядку / следующая процедура next(x, u, r) обра-
щением

(x2, v2) = next(x1, v1, r0),

где (x1, u1) ∈ D0, r∗ 6 r0, гарантирует выполнение условий

(((x1, v1) / (y, v) / (x2, v2))∨ ((x1, v1) = (x2, v2)) / (y, v)))⇒ (r0 < F (y, v))

(∀(y, v) ∈ D0), ((x1, v1) / (x2, v2)) ∨ ((x1, v1) = (x2, v2)).

ПРОЦЕДУРА next(x, u, r):
НАЧАЛО: положить (z, w) = (x, u), i = n+ 1;
ПОИСК: уменьшить i на 1; если i 6 ||T0||, идти на ЗАВЕРШЕНИЕ
next;
положить α = zπ(i), Π = {γ ∈ U0

i (α) : wi <
α
i γ}; если Π = ∅, идти на

ПОИСК;
положить δ = mα

i (Π); если r < Fi(z, w)− fi(α,wi) + Φi(α, δ) +Oi(z, w),
идти на ПОИСК;
положить wi = δ, zi = si(α, δ); если i = n, идти на ЗАВЕРШЕНИЕ
next;
УВЕЛИЧЕНИЕ: увеличить i на 1;
положить α = zπ(i), wi = mα

i (U0
i (α)), zi = si(α,wi); если i < n, идти

на УВЕЛИЧЕНИЕ;
ЗАВЕРШЕНИЕ next: обозначить next(x, u, r) пару (z, w).

4. В общем случае получение оптимального процесса даёт следующая тео-
рема.

Теорема 4. Оптимальный процесс (x∗, u∗) и оптимальное значение r∗
находит при помощи first() и нескольких обращений к процедуре next(x, u, r)
следующий итерационный алгоритм.

АЛГОРИТМ:
НАЧАЛО: положить (x′, u′) = first(), r′′ =∞;
ИЗМЕНЕНИЕ: положить (x, u) = (x′, u′);
ИТЕРАЦИЯ: положить r = F (x, u); если r < r′′, положить (x′′, u′′) =
= (x, u), r′′ = r;
положить (x′, u′) = next(x, u, r′′); если (x, u) 6= (x′, u′), идти на ИЗМЕ-
НЕНИЕ;
ЗАВЕРШЕНИЕ АЛГОРИТМА: положить (x∗, u∗) = (x′′, u′′), r∗ = r′′;
остановиться.
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ON THE DYNAMIC PROGRAMMING ALGORITHM UNDER THE
ASSUMPTION OF MONOTONICITY
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We formulate a discrete optimal control problem, which has not been considered ear-
lier, which arises in the design of oil and gas networks. For this problem we set four
theorems so that you can have a process, the optimal process and the optimum value.
Necessary and sufficient conditions we give in Theorem 1. Under these conditions,
by Theorem 1, we get not empty attainability intervals. For each interval, we choose
the grid—a subset of its points, where by an arbitrary point of interval, we find the
nearest point on the left. By means of such approximations, we define the Bellman
functions on the grids. Using Bellman functions in Theorem 2 we give the process and
we evaluate its deviation from the optimal process. In Theorem 2, we guarantee, that
the given process is optimal when the attainability intervals and their grids coincide.
In other cases, to get the optimal process, we use Theorem 3 and Theorem 4. In The-
orem 3 we set that the process given in Theorem 2, is minimal in the lexicographical
order which we introduce using Bellman functions. In Theorem 3 we give procedure
that builds, if possible, in this order, the next process, skipping only the processes that
are not optimal. We find the optimal process and the optimal value by Theorem 4,
starting from the process given in Theorem 2, using one or more calls of the procedure
given in Theorem 3.
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