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Аннотация

С помощью представления времени в комплексной форме интеграл
по траекториям, описывающий временное изменение волновой функции
квантовой частицы, преобразуется к вещественному виду. Подобная про-
цедура необходима для того, чтобы иметь возможность присвоить меру
множествам виртуальных траекторий в континуальном интеграле, опре-
деляющем амплитуду перехода между квантовыми состояниями. Кван-
товая амплитуда перехода в форме континуального интеграла является
вещественной функцией модуля комплексного времени для всех мнимых
значений последнего. При этом отрицательные значения времени соот-
ветствуют обратной последовательности событий. В силу обратимости
законов механики при описании квантовой эволюции в виде движения
индивидуальных точек по виртуальным траекториям знак времени не
имеет значения. Поэтому при определении интегральной меры рассмат-
ривается отрицательная полуось мнимого времени, для которой кван-
товый интеграл по траекториям имеет вид интеграла Винера с мерой
в форме интеграла Эйнштейна—Смолуховского. Что касается описания
коллапса волновой функции, то из-за его необратимости во времени по-
следовательность событий, определяемая модулем комплексного време-
ни, не должна нарушаться. Вследствие этого указанное преобразование

© 2014 Самарский государственный технический университет.
Образец для цитирования
Мел ешк о Н. В. С ам а р ин А. Ю. Специфика перехода к мнимому времени в интеграле
по траекториям при описании коллапса волновой функции // Вестн. Сам. гос. техн. ун-
та. Сер. Физ.-мат. науки, 2014. № 4 (37). С. 170–177. doi: 10.14498/vsgtu1352.
Сведения об авторах
Наталья Витальевна Мелешко (meleshko1958@gmail.com), старший преподаватель, каф.
общей физики и физики нефтегазового производства.
Aлексей Юрьевич Самарин (к.ф.-м.н, доц.; samarinay@yahoo.com; автор, ведущий перепис-
ку), доцент, каф. общей физики и физики нефтегазового производства.

170

http://dx.doi.org/10.14498/vsgtu1352
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=2786&option_lang=rus
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=2786&option_lang=rus
http://dx.doi.org/10.14498/vsgtu1352
http://www.mathnet.ru/php/person.phtml?option_lang=rus&personid=60526
mailto:meleshko1958@gmail.com
http://www.mathnet.ru/php/person.phtml?option_lang=rus&personid=42489
mailto:samarinay@yahoo.com


Представление коллапса волновой функции в комплесном времени

интеграла для описания коллапса может производиться только в верх-
ней полуплоскости комплексного времени. Показана возможность ана-
литического продолжения меры Винера на верхнюю полуплоскость ком-
плексного времени, что обеспечивает существование квантового конти-
нуального интеграла для любых значений комплексного времени. Это
обстоятельство позволяет представить интеграл по траекториям в ве-
щественном виде как функцию мнимого времени для прямой последова-
тельности событий. Тем самым появляется возможность учесть влияние
имеющей место при коллапсе скачка потенциальной энергии в функци-
оналах действия на вес соответствующих виртуальных траекторий.

Ключевые слова: коллапс волновой функции, интеграл по траекториям,
интегральная мера Винера, комплексное время, поворот Вика.
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Введение. Существуют два способа изменения механического состояния
квантового объекта, которые традиционная квантовая механика определя-
ет как эволюцию и редукцию волновой функции [1]. В рамках этой теории
эволюция и редукция постулируются независимо друг от друга и не име-
ют никакого общего физического основания. Более того, редукция вообще
не рассматривается как физический процесс, обусловленный причинно-след-
ственными связями между событиями [2–4]. В работах [5, 6] показана воз-
можность описания обоих механизмов преобразования волновой функции на
основе единого динамического закона. В качестве такого закона было ис-
пользовано интегральное волновое уравнение с ядром в виде интеграла по
траекториям. Отказ от постулата «наблюдаемой» при использовании этого
уравнения для описания процессов временного изменения механического со-
стояния квантовой частицы позволил вывести его из структуры так называе-
мого фейнмановского представления квантовой механики [7,8] и предложить
в качестве динамической основы более общей теории. Эта теория рассматри-
вает оба способа изменения состояния квантовой системы как два типа про-
явления единого механизма преобразования волновой функции в различных
условиях. Эволюция при этом может рассматривается как механическое дви-
жение сплошной среды квантовой частицы [9], а редукция— как нелокальное
преобразование внутренней структуры самой квантовой частицы в процессе
измерения ее характеристик [10]. В последней работе утверждается, что фи-
зической причиной пространственной локализации квантовой частицы при
её взаимодействии с макроскопическим измерительным прибором является
бесконечный локальный скачок потенциальной энергии квантовой частицы
до макроскопического значения. Чтобы оценить последствия такого скачка,
необходимо преобразовать квантовый интеграл по траекториям к веществен-
ному виду [11–13]. Для этой цели время представляется в комплексном виде
и интеграл по траекториям рассматривается для мнимой оси комплексного
времени. Последняя процедура может быть формально осуществлена дву-
мя способами. Так, при определении меры континуального интеграла [14] и
описании механического движения центра масс макроскопического тела [15]
поворот в комплексной области осуществляется по часовой стрелке, а при
описании процесса редукции— против [10]. Причины указанного выбора и
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его правомерность при этом не указываются. В настоящей работе проводит-
ся анализ правомерности использования аналитического продолжения инте-
грала по траекториям на положительную и отрицательную полуоси мнимого
времени как с физической, так и с математической точек зрения.

Направление вращения. Рассмотрим одномерное движение квантовой ча-
стицы. Под термином «квантовая частица» понимается в общем случае рас-
пределенный в пространстве объект, который в процессе пространственной
локализации преобразуется в материальную точку. В соответствии с [7,8] это
движение описывается интегральным волновым уравнением вида

Ψt2(x2) =

∫
K(x1, x2)Ψt1(x1) dx1,

где x1, t1, x2, t2 —координаты пространства и моменты времени, соответству-
ющие начальной и конечной волновым функциям; Ψt1(x1), Ψt2(x2) — волно-
вые функции начального и конечного состояний; Kt1,t2(x1, x2) — амплитуда
перехода, которая записывается в форме интеграла по траекториям:

Kt1,t2(x1, x2) =

∫
exp

i

~
S1,2[x(t)] [dx(t)],

где S12[γ] —классический функционал действия для виртуальной траектории
γ ≡ x(t), которая имеет начало в точке пространства x1 и конец в точке x2
в моменты времени t1 и t2 соответственно; [dγ] — элемент объема простран-
ства виртуальных траекторий [14]. Чтобы определить меру множеств траек-
торий в последнем интеграле, его преобразуют к вещественному виду. Для
этого время формально представляется в комплексном виде: t = τeiϕ, где τ и
ϕ— вещественные величины (для реальной физической ситуаций ϕ = 0). Да-
лее рассматривается поворот в комплексной плоскости времени на угол π/2
по часовой стрелке. При таком повороте для кинетической энергии имеем

T = −m
2

(dx
dτ

)2
.

В случае отсутствия явной зависимости потенциальной энергии от времени
амплитуда перехода примет следующий вид:

Kt1,t2(x1, x2) =

∫
exp

(
1

~

∫ (
−m

2

(dx
dτ

)2
− U(x)

)
dτ

)
[dx(τ)]. (1)

Этот интеграл формально совпадает с интегралом Винера для броуновско-
го движения, мера множеств траекторий которого определяется интегралом
Эйнштейна—Смолуховского [16]. Тогда значение квантового интеграла по
траекториям может быть получено в вещественном виде как функция мни-
мого отрицательного времени. Искомая величина амплитуды перехода в этом
случае определяется аналитическим продолжением интеграла Винера на ве-
щественную ось времени. Математическая корректность этой процедуры не
вызывает сомнений, однако переход к отрицательному знаку перед модулем
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времени меняет направление течения физических процессов. Для процесса
эволюции волновой функции, в течение которого набор виртуальных траекто-
рий частицы остается неизменным, это изменение сводится исключительно к
перемене пределов в интегралах эвклидова действия (для мнимой оси време-
ни) на каждой из виртуальных траекторий. То есть континуальный интеграл
(амплитуда перехода) однозначно определен как функция времени как для
прямого, так и для обратного течения событий. Это обстоятельство позволяет
при определении меры квантового интеграла по траекториям пользоваться
аналитическим продолжением амплитуды перехода на отрицательную часть
мнимой оси времени. Целесообразность такой процедуры обусловлена совпа-
дением вещественного квантового интеграла по траекториям с интегралом
Винера, для которого мера хорошо известна.

Иная ситуация имеет место при возникновении редукции волновой функ-
ции в процессе перехода квантовой частицы из одного состояния в другое. Со-
гласно [10], при коллапсе происходит изменение пространства виртуальных
траекторий. Это изменение однозначно определено предысторией движения
системы. После коллапса всякая информация об «исчезнувших» траекториях
частицы теряется. Таким образом, для обратного хода времени определение
временной зависимости амплитуды перехода при наличии коллапса принци-
пиально невозможно. Это обстоятельство делает необходимым при анализе
процесса редукции рассматривать только верхнюю полуплоскость комплекс-
ного времени в качестве области определения амплитуды перехода.

Аналитичность континуального интеграла в комплексной плоскости. Об-
ласть определения интеграла по траекториям 0 < ϕ < π ранее не анализиро-
валась с точки зрения его аналитичности. Интегральная мера определяется
для ϕ = −π/2. Элементарные множества виртуальных траекторий (квазиин-
тервалы), для которых задается мера, определяются условиями{

α1 < x(τ1) < β1, α2 < x(τ2) < β2, . . . , αn < x(τ1) < βn
}
. (2)

Квазиинтервалам присваивается мера Винера, определяемая интегралом Эйн-
штейна —Смолуховского [16]

1(√
2πτ

)n ∫ β1

α1

. . .

∫ βn

αn

exp
(
−(x1 − x0)2

τ1 − τ0

)
exp
(
−(x2 − x1)2

τ2 − τ1

)
· · ·

· · · exp
(
−(xn − xn−1)

2

τn − τn−1

)
dx1 · · · dxn−1. (3)

Отличие квантового интеграла по траекториям от интеграла Винера состоит
в том, что для интеграла Винера время t = τ , тогда как для квантового инте-
грала t = −iτ . Для перехода к реальному времени необходимо аналитически
продолжить интеграл по траекториям на вещественную временную ось. Для
−π < ϕ < 0 квантовый интеграл по траекториям имеет следующий вид:

Kt1,t2(x1, x2) =

∫
exp

(
i

~

∫ (
m

2

(dx
dτ

)2
− U(x)

)
cosϕdτ+
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+
1

~

∫ (
m

2

(dx
dτ

)2
− U(x)

)
sinϕdτ

)
[dx(t)].

В этой области sinϕ отрицателен. Отрицательный знак перед кинетической
энергией частицы, выраженной через скорость ее движения по виртуальной
траектории, во втором слагаемом показателя экспоненты обеспечивает ана-
литичность функции

1(√
2πτ

)n ∫ β1

α1

. . .

∫ βn

αn

exp
(
−(x1 − x0)2

t1 − t0

)
exp
(
−(x2 − x1)2

t2 − t1

)
· · ·

· · · exp
(
−(xn − xn−1)

2

tn − tn−1

)
dx1 · · · dxn−1, (4)

являющейся продолжением меры (3) на всю нижнюю полуплоскость ком-
плексного времени. Поскольку потенциальная энергия является непрерывной
функцией координат и стремится к нулю на бесконечности, то подынтеграль-
ный функционал

exp

(∫
U
(
x(τ)

))
dτ

ограничен и измерим [16]. Тогда континуальный интеграл является анали-
тической функцией комплексного времени области −π < ϕ < 0. В области
0 < ϕ < π функция (4) не ограничена для траекторий, уходящих на бесконеч-
ность. Чтобы обеспечить аналитичность интеграла в этой области, необходи-
мо аналитически продолжить эту функцию через ось вещественного времени
функцией

1(√
2πτ

)n ∫ β1

α1

...

∫ βn

αn

exp(−T1) exp(−T2) · · · exp(−Tn)dx1 · · · dxn−1.

В этом выражении значение кинетической энергии T равно

m

2

(∆x

∆τ

)2
,

где ∆x, ∆τ —разница координат частицы и соответствующих им моментов
времени на границах квазиинтервалов (2). Таким образом, континуальный
интеграл может быть определён как аналитическая функция для всех значе-
ний комплексного времени.

Заключение. То обстоятельство, что квантовый интеграл по траекториям
может быть определён для всей временной комплексной плоскости, позволяет
привести его к вещественному виду не только для ϕ = −π/2, но и для ϕ =
= π/2. Первый случай соответствует обратной последовательности событий,
тогда как второй— прямой. Наличие такой возможности позволяет исследо-
вать изменение мер множеств траекторий при коллапсе (процессе, необрати-
мом во времени).
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Abstract

A quantum path integral was transformed into the real form using a complex
representation of the time. Such procedure gives the possibility to specify
measures for the sets of the virtual paths in continual integrals determining
amplitudes of quantum states transitions. The transition amplitude is a real
function of the complex time modulus. Negative time values correspond
to the reverse sequence of events. The quantum evolution description in
form of the virtual paths mechanical motion does not depend on the sign
of the time, due to the reversibility of the classical mechanics laws. This
allows to consider the negative half of the imaginary axis of the time for the
path integral measure determination. In this case this integral has the form
of Wiener’s integral having the well-known measure. As the wave function
collapse is irreversible effect, the causal chain of events cannot be changed.
Thus, to describe the collapse the transformation of quantum path integrals
have to be performed in upper half plane of the complex time. It is shown
that the Wiener measure for the real continual integral can be continued
analytically on this actual range of the complex time. This allows to use the
quantum path integral for any actual range of the complex time.
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