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Приведён обзор результатов о многообразиях линейных алгебр полиномиального
роста. Приводятся эквивалентные условия полиномиальности роста многооб-
разий ассоциативных алгебр, многообразий алгебр Ли, многообразий алгебр Лейб-
ница, многообразий алгебр Пуассона и многообразий алгебр Лейбница—Пуассона.
Показано, что при изучении многообразий линейных алгебр полиномиального ро-
ста важную роль играют многообразия почти полиномиального роста.

Ключевые слова: ассоциативная алгебра, алгебра Пуассона, алгебра Ли, много-
образие алгебр, рост многообразия.

Введение. На протяжении всей работы предполагается, если это специ-
ально не оговорено, что основное поле имеет нулевую характеристику.

Пусть K(X) — свободная алгебра над полем K, где X = {x1, x2, . . . }—
счётное множество свободных образующих. Обозначим через A некоторую
PI-алгебру. Совокупность всех тождеств алгебры A образует T -идеал Id(A)
в свободной алгебре K(X). Пусть V—многообразие алгебр, порождённое ал-
геброй A. Тогда алгебра K(X,V) = K(X)/Id(A) является относительно сво-
бодной алгеброй многообразия V.

Пусть Pn —подпространство в пространстве K(X), состоящее из всех по-
лилинейных элементов степени n от переменных x1, x2, . . . , xn. В случае ос-
новного поля нулевой характеристики вся информация о многообразии V
содержится в его полилинейных компонентах Pn(V) = Pn/(Pn ∩ Id(V)), n =
= 1, 2, . . . . Асимптотическое поведение последовательности cn(V)= dimPn(V),
n = 1, 2, . . . , называют ростом многообразия V. Говорят, что многообразие V
имеет полиномиальный рост, если существуют такие константы C и k, что
для любого n выполнено неравенство cn(V) 6 Cnk.

Пространство Pn(V) наделено структурой левого Sn-модуля, где Sn —
симметрическая группа степени n. Напомним, что последовательность λ =
= (λ1, λ2, . . . , λk) называют разбиением числа n и обозначают λ ` n, если
λ1 +λ2 + · · ·+λk = n и λ1 > λ2 > . . . > λk > 0. Пусть χλ — характер неприво-
димого представления симметрической группы, соответствующий разбиению
λ числа n. Тогда в силу вполне приводимости модуля Pn(V) для многообра-
зия V имеет место разложение

χn(V) = χn(Pn(V)) =
∑
λ`n

mλ(V)χλ, (1)
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где mλ(V) — степени неприводимых представлений, соответствующих разби-
ению λ числа n. Кодлина многообразия определяется как сумма

ln(V) =
∑
λ`n

mλ(V).

Если λ—разбиение некоторого числа n, то будем обозначать символом λ′

сопряженное разбиение к λ.
В следующей теореме приводится критерий полиномиального роста для

общего случая.
Теорема 1 [1]. Пусть V—некоторое многообразие линейных алгебр. По-

следовательность {cn(V)}n>1 ограничена полиномом тогда и только тогда,
когда выполнены следующие условия:
(i) существует такая константа C, что в сумме (1) mλ(V) = 0 в случае,

если либо выполнено условие n− λ1 > C, либо n− λ′1 > C;
(ii) существуют такие константы C и k, что для любого n существует

m 6 Cnk расстановок скобок T1, T2, . . . , Tm таких, что любой элемент
f ∈ Pn(V) может быть записан как

f =
m∑
i=1

fi (mod Id(V)),

где fi ∈ P Tin (V).
Далее будут приведены более конкретные эквивалентные условия поли-

номиального роста для конкретных случаев.
Договоримся опускать скобки при их левонормированной расстановке:

((ab)c) = abc.

Ассоциативные алгебры. В теории ассоциативных алгебр очень важную
роль играет бесконечно порожденная алгебра Грассмана Λ и алгебра верхне-
треугольных матриц порядка 2, которую обозначим через UT2.

Теорема 2 [2]. Для алгебры Λ верны следующие утверждения:
(i) полилинейное тождество [x, y, z] = 0 порождает идеал тождеств ал-

гебры Грассмана Λ;
(ii) рост многообразия var(Λ), порождённого алгеброй Λ, является почти

полиномиальным, причём cn(Λ) = 2n−1;
(iii) базис полилинейной компоненты Pn(Λ) состоит из элементов вида

[xi1 , xi2 ] . . . [xi2p−1 , xi2p ]xj1xj2 . . . xjq ,

где {i1, . . . , i2p, j1, . . . , jq} = {1, . . . , n}, i1 < i2 < · · · < i2p, j1 < · · · < jq.

Теорема 3 [2]. Для алгебры UT2 верны следующие утверждения:
(i) полилинейное тождество [x1, x2][x3, x4] = 0 порождает идеал тож-

деств алгебры UT2;
(ii) рост многообразия var(UT2), порождённого алгеброй UT2, является по-

чти полиномиальным, причём cn(UT2) = 2n−1(n− 2) + 2;
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(iii) базис полилинейной компоненты Pn(UT2) состоит из элементов вида

[xi1 , xi2 , . . . , xip ]xj1xj2 . . . xjq ,

где {i1, . . . , ip, j1, . . . , jq} = {1, . . . , n}, j1 < · · · < jq и переменные в ком-
мутаторе [xi1 , . . . , xip ] упорядочены следующим образом:

i1 > i2 < i3 < · · · < ip.

Теорема 4 [3]. Для многообразия ассоциативных алгебр V следующие
условия эквивалентны:
(i) последовательность {cn(V)}n>1 ограничена полиномом;
(ii) UT2 /∈ V, Λ /∈ V;
(iii) существует такая константа C, что в сумме (1) mλ(V) = 0 в случае,

если выполнено условие n− λ1 > C;
(iv) кодлина многообразия V является конечной.

Алгебры Ли. Пусть NsA—многообразие алгебр Ли, определяемое тожде-
ством [[x1, x2], . . . , [x2s+1, x2s+2]] = 0. В работе [4] показано, что многообразие
N2A имеет почти полиномиальный рост.

Теорема 5 [5, 6]. Для многообразия алгебр Ли V следующие условия эк-
вивалентны:

(i) многообразие V имеет полиномиальный рост;
(ii) для некоторого s выполнено условие N2A 6⊆ V ⊂ NsA;
(iii) существует такая константа C, что в сумме (1) mλ(V) = 0 в случае,

если выполнено условие n− λ1 > C.

Обозначим через A2 метабелево многообразие алгебр Ли, которое опреде-
ляется тождеством [[x1, x2], [x3, x4]] = 0. Хорошо известно, что многообразие
A2 является наименьшим многообразием среди всех многообразий алгебр Ли
роста не ниже полиномиального, то есть если рост некоторого многообразия
V не ниже полиномиального, то A2 ⊆ V.

Алгебры Лейбница. Алгебры Лейбница — неантикоммутативные алгебры
Ли, которые определяются тождеством Лейбница

[[x, y], z] = [[x, z], y] + [x, [y, z]].

Тождество Лейбница представляет собой следующее условие: оператор пра-
вого умножения на любой элемент алгебры является дифференцированием.

Обозначим через ÑsA многообразие алгебр Лейбница, определяемое тож-
деством

[[x1, x2], . . . , [x2s+1, x2s+2]] = 0.

Понятно, что многообразие ÑsA с тождеством [x, x] = 0 — в точности много-
образие NsA.

Обозначим через Ṽ1 многообразие алгебр Лейбница, определенное тож-
деством [x1, [x2, x3], [x4, x5]] = 0. Данное многообразие имеет почти полино-
миальный рост (см. [7]).

Теорема 6 [8,9]. Для многообразия алгебр Лейбница V следующие усло-
вия эквивалентны:
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(i) многообразие V имеет полиномиальный рост;
(ii) для некоторого s выполнено условие

N2A, Ṽ1 6⊆ V ⊂ ÑsA;

(iii) существует такая константа C, что в сумме (1) mλ(V) = 0 в случае,
если выполнено условие n− λ1 > C.

Пусть B—многообразие алгебр Лейбница, определённое тождеством

[x, [y, z]] = 0.

В работе [10] показано, что многообразия A2 и B исчерпывают весь список
минимальных многообразий среди всех многообразий алгебр Лейбница роста
не ниже полиномиального, то есть если рост некоторого многообразия V не
ниже полиномиального, то либо A2 ⊆ V, либо B ⊆ V.

Алгебры Пуассона. Алгебра A = A( + , · , { , },K) над произвольным
полем K называется алгеброй Пуассона, если A( + , · ,K) — ассоциативная
коммутативная алгебра с единицей, A(+, { , },K) — алгебра Ли с операци-
ей умножения { , }, которая называется скобкой Пуассона, и выполняется
правило Лейбница:

{a · b, c} = a · {b, c}+ {a, c} · b, a, b, c ∈ A.

Пусть Λ — бесконечномерная алгебра Грассмана с единицей и операцией
умножения ∧. Введём в алгебре Λ два новых умножения:

a · b =
1

2
(a ∧ b+ b ∧ a), {a, b} = a ∧ b− b ∧ a, a, b ∈ Λ.

Нетрудно проверить, что алгебра (Λ,+, ·, { , }) будет алгеброй Пуассона, ко-
торую обозначим через G.

Теорема 7 [11]. Для алгебры G верны следующие утверждения:

(i) полилинейное тождество {x, y, z} = 0 порождает идеал тождеств
алгебры Пуассона G;

(ii) рост многообразия var(G), порождённого алгеброй G, является почти
полиномиальным, причём cn(G) = 2n−1;

(iii) базис полилинейной компоненты Pn(G) состоит из элементов вида

{xi1 , xi2} · . . . · {xi2p−1 , xi2p} · xj1 · xj2 · . . . · xjq ,

где {i1, . . . , i2p, j1, . . . , jq} = {1, . . . , n}, i1 < i2 < · · · < i2p, j1 < · · · < jq.

Пусть AL —некоторая ненулевая алгебра Ли с лиевым умножением [ , ]
над произвольным полемK. Рассмотрим векторное пространство A = AL⊕K,
в котором определим операции · и { , } следующим образом:

(a+ α) · (b+ β) = (βa+ αb) + αβ,

{a+ α, b+ β} = [a, b], a, b ∈ AL, α, β ∈ K.
(2)

Тогда полученная алгебра (A, + , · , { , },K) будет являться алгеброй Пуас-
сона.
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Пусть UL2 —двумерная метабелева алгебра Ли с базисом {a, b} и таблицей
умножения [a, b] = a, [b, a] = −a, [a, a] = [b, b] = 0. Обозначим через U2 алгебру
Пуассона UL2 ⊕K с операциями (2).

Теорема 8 [12]. Для алгебры U2 верны следующие утверждения:

(i) полилинейные тождества

{x1, x2} · {x3, x4} = 0, {{x1, x2}, {x3, x4}} = 0

порождают идеал тождеств алгебры Пуассона U2;
(ii) рост многообразия var(U2), порождённого алгеброй U2, является по-

чти полиномиальным, причём cn(U2) = 2n−1(n− 2) + 2;
(iii) базис полилинейной компоненты Pn(U2) состоит из элементов вида

{xi1 , xi2 , . . . , xip} · xj1 · xj2 · . . . · xjq ,

где {i1, . . . , ip, j1, . . . , jq} = {1, . . . , n}, j1 < · · · < jq и переменные в мо-
номе {xi1 , . . . , xip} упорядочены следующим образом:

i1 > i2 < i3 < · · · < ip.

Следующая теорема показывает, что в случае алгебр Пуассона алгебры
U2 и G играют ту же роль, что и алгебры UT2 и Λ в ассоциативном случае.

Теорема 9 [12]. Для многообразия алгебр Пуассона V следующие условия
эквивалентны:

(i) последовательность {cn(V)}n>1 ограничена полиномом;
(ii) U2 /∈ V, G /∈ V;
(iii) существует такая константа C, что в сумме (1) mλ(V) = 0 в случае,

если выполнено условие n− λ1 > C;
(iv) кодлина многообразия V является конечной.

Пусть NL
3 — трёхмерная нильпотентная алгебра Ли с базисом {a, b, c} и

таблицей умножения [b, a] = c, [a, c] = [b, c] = 0. Обозначим через N3 алгебру
Пуассона NL

3 ⊕K с операциями (2).
Пусть Λ2n — алгебра Грассмана с единицей и 2n образующими элементами

{e1, . . . , e2n}. Определим в алгебре Λ2n операции умножения (). Полученную
алгебру Пуассона обозначим через G2n.

Следующая теорема показывает, что многообразие, порождённое либо ал-
геброй N3, либо алгеброй G2, является наименьшим многообразием алгебр
Пуассона в классе всех многообразий алгебр Пуассона, имеющих рост не ни-
же полиномиального.

Теорема 10 [13]. Для алгебр N3 и G2 верны следующие утверждения:

(i) var(N3) = var(G2) = V;
(ii) тождества {x1, x2, x3} = 0, {x1, x2} · {x3, x4} = 0 порождают идеал

тождеств многообразия V;
(iii) для любого n выполнено равенство cn(V) = 1 + n(n− 1)/2;
(iv) многообразие V является наименьшим многообразием среди всех мно-

гообразий алгебр Пуассона роста не ниже полиномиального, то есть
если рост некоторого многообразия W не ниже полиномиального, то
V ⊆W.
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Алгебры Лейбница—Пуассона. В данном пункте рассматриваются алгеб-
ры Пуассона с неантикоммутативной операцией { , }, которые будем назы-
вать алгебрами Лейбница—Пуассона. Более точно векторное пространство A
над полем K с двумя K-биллинейными операциями умножения · и { , }
называется алгеброй Лейбница—Пуассона, если относительно операции ·
пространство A является коммутативной ассоциативной алгеброй с едини-
цей, относительно операции { , }— алгеброй Лейбница, и данные операции
связаны правилами

{a · b, c} = a · {b, c}+ {a, c} · b, {c, a · b} = a · {c, b}+ {c, a} · b,

где a, b, c ∈ A.
Обозначим через Γn пространство в свободной алгебре Лейбница—Пуас-

сона, состоящее из всех полилинейных элементов степени n от переменных
x1, . . . , xn и являющееся линейной оболочкой элементов вида

{xi1 , . . . , xis} · . . . · {xj1 , . . . , xjt}, s > 2, . . . , t > 2.

Теорема 11 [14]. Пусть V—нетривиальное многообразие алгебр Лейб-
ница—Пуассона над произвольным полем. Тогда либо
(i) cn(V) > 2n−1 для любого n,

либо
(ii) найдётся такой многочлен f(x) ∈ Q[x], что для всех достаточно боль-

ших n будет выполнено равенство cn(V) = f(n).

Пусть V—некоторое многообразие алгебр Лейбница—Пуассона, Id(V) —
идеал тождеств многообразия V. Обозначим

Γn(V) = Γn/(Γn ∩ Id(V)), γn(V) = dim Γn(V).

Теорема 12 [14]. Для многообразия алгебр Лейбница—Пуассона V над
произвольным полем следующие условия эквивалентны:

(i) последовательность {cn(V)}n>1 ограничена полиномом;
(ii) для некоторого m > 2 в V выполнены полилинейные тождества

{x1, . . . , xm} = 0, {x1, y1} · . . . · {xm, ym} = 0;

(iii) найдётся такое число N, что для любого n > N выполнено равенство
γn(V) = 0;

(iv) найдётся такое число N , что для любого n > N будет выполнено ра-
венство

cn(V) = 1 +

N∑
k=2

Ckn · γk(V).

Рассмотрим двумерную алгебру Лейбница L2 над полем K с базисом a, b
и таблицей умножения [a, b] = a, [a, a] = [b, b] = [b, a] = 0. Обозначим через
B2 алгебру Лейбница—Пуассона L2 ⊕K с операциями (2).

Теорема 13 [14]. Для алгебры Лейбница—Пуассона B2 верны следующие
утверждения:
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(i) полилинейные тождества

{x1, x2} · {x3, x4} = 0, {x1, {x2, x3}} = 0

порождают идеал тождеств алгебры B2;
(ii) рост многообразия var(B2), порождённого алгеброй B2, является по-

чти полиномиальным, причём для любого натурального n выполнено
равенство

cn(B2) = n · 2n−1 − n+ 1;

(iii) базис полилинейной компоненты Pn(B2) состоит из элементов вида

xi1 · . . . · xis · {xj1 , . . . , xjt},

где {i1, . . . , is, j1, . . . , jt} = {1, . . . , n}, i1 < · · · < is, j2 < · · · < jt.

Обозначим через Ws многообразие алгебр Лейбница—Пуассона, порож-
дённое полилинейным тождеством

{x1, y1} · . . . · {xs, ys} = 0.

Теорема 14 [15]. Для многообразия алгебр Лейбница—Пуассона V следу-
ющие условия эквивалентны:

(i) последовательность {cn(V)}n>1 ограничена полиномом;
(ii) U2 /∈ V, B2 /∈ V и для некоторого s > 2 выполнено включение V ⊂Ws;
(iii) существует такая константа C, что в сумме (1) mλ(V) = 0 в случае,

если выполнено условие n− λ1 > C.
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