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С помощью метода функции Римана доказаны существование и единствен-
ность регулярных решений нелокальных краевых задач для псевдопараболических
уравнений третьего порядка с переменными коэффициентами.
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нение.

Хорошо известно, что рассмотрение вопросов фильтрации жидкости в по-
ристых средах [1,2], передачи тепла в гетерогенной среде [3, 4], влагоперено-
са в почво-грунтах [5] (см. [6, c. 137]) приводит к модифицированным урав-
нениям диффузии, которые являются псевдопараболическими уравнениями
в частных производных третьего порядка.

В данной работе рассматриваются нелокальные краевые задачи для псев-
допараболических уравнений третьего порядка с переменными коэффициен-
тами. Доказательство существования регулярных решений поставленных за-
дач проводится методом функции Римана, причём функция Римана, которая
вводится здесь, существенно отличается от рассмотренной в [7,8]. В работе [9]
рассматриваются локальные и нелокальные краевые задачи для псевдопара-
болических уравнений третьего порядка с переменными коэффициентами.
Доказательство основных утверждений в [9] проводится с помощью метода
функции Римана, принцип построения которой используется в данной работе.

Задача А. Существование и единственность решения задачи А. В замкну-
том прямоугольнике D = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} рассмотрим следую-
щую нелокальную краевую задачу:

Lu = (η(x, t)uxt)x + (k(x, t)ux)x + r(x, t)ux + dut − q(x, t)u = −f(x, t),

0 < x < l, 0 < t < T, (1)

u(0, t) = β(t)

∫ l

0
u(x, t)dx+

∫ t

0
ρ(t, τ)u(l, τ)dτ − µ(t), 0 6 t 6 T, (2)
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ux(l, t) = 0, 0 6 t 6 T, (3)
u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (4)

где

η(x, t) > c0 > 0, c0 = const; ηx,t, kx, rx, dt, q, f ∈ C[D]; u0(x) ∈ C2[0, l], (5)

β(t), ρ(t, τ), µ(t) —функции, непрерывные на [0, T ], 0 6 τ 6 t. Кроме этого,
введём обозначение Π(x, t) = kux+ηuxt, которое будет использоваться далее.

Заметим, что нелокальное условие (2) можно заменить условием

u(0, t) = β(t)

∫ h

0
u(x, t)dx+

∫ t

0
ρ(t, τ)u(l, τ)dτ − µ(t),

где h— глубина корнеобитаемого слоя (см. [10]) или активный слой почвы,
который участвует в водоснабжении корневой системы, в процессах испаре-
ния и транспирации. Поставленные и исследованные в данной работе задачи
характерны также тем, что содержат в краевых условиях нелокальность по
времени, впервые изученную А. И. Кожановым [11].

Теорема 1. Пусть коэффициенты уравнения (1) и граничных условий (2)–
(4) удовлетворяют условиям гладкости (5), d(x, t) < 0 для любого (x, t) ∈ D
и β(t) < 0 для любого t ∈ [0, T ]. Тогда задача (1)–(4) имеет единственное
регулярное в D решение.

До к а з ат е л ь ств о. Следуя [9] введём аналог функции Римана w =
= w(x, t;α, τ) для уравнения (1) в области Ω = {(x, t) : α < x < l, 0 < t < τ}
в форме

Mw(x, t;α, τ) =

= −(η(x, t)wx)xt + (k(x, t)wx)x − (r(x, t)w)x − (dw)t − q(x, t)w = 0,

w(α, t;α, τ) = 0, wx(α, t;α, τ) = η−1(α, τ) exp

(∫ t

τ

k(α, t1)

η(α, t1)
dt1

)
,

w(x, τ ;α, τ) = ω1(x, τ),

где ω1(x, τ) —решение следующей задачи Коши:(
η(x, τ)wx(x, τ ;α, τ)

)
x

+ d(x, τ)w(x, τ ;α, τ) = 0,

w(α, τ ;α, τ) = 0, wx(α, τ ;α, τ) = η−1(α, τ).

Здесь и далее (α, τ) —произвольная фиксированная точка области D.
Имеет место соотношение

wLu− uMw =
∂Q

∂x
− ∂P

∂x
, (6)

где

Lu = (ηuxt)x + (kux)x + rux + dut − qu+ f(x, t),
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Q = ηwuxt + u(ηwx)t + kwux − kwxu+ ruw, P = ηwxux − duw.

Потребуем непрерывности P , Q в D, непрерывности и ограниченности Px, Qt
в D.

Проинтегрируем соотношение (6) по области Ω:∫
Ω

(
wLu− uMw

)
dxdt =

∫ l

α

∫ τ

0

(∂Q
∂x
− ∂P

∂x

)
dxdt. (7)

Тогда из (7) с учётом определения функции w = w(x, t;α, τ) получим пред-
ставление

u(α, τ) = u(l, τ)η(l, τ)wx(l, τ ;α, τ)−

−
∫ τ

0

((
η(l, t)uxt(l, t) + k(l, t)ux(l, t)

)
w(l, t;α, τ)+

+ u(l, t)
[(
η(l, t)wx(l, t;α, τ)

)
t
− k(l, t)wx(l, t;α, τ) + r(l, t)w(l, t;α, τ)

])
dt+

+

∫ l

α

(
d(x, 0)w(x, 0;α, τ)u(x, 0)− η(x, 0)wx(x, 0;α, τ)ux(x, 0)

)
dx−

−
∫ τ

0

∫ l

α
w(x, t;α, τ)f(x, t)dxdt. (8)

Существование и единственность аналога функции Римана w = w(x, t;α, τ)
доказаны в работе [9].

Из представления (8) простым преобразованием получим

u(α, τ) = u(l, τ)η(l, τ)wx(l, τ ;α, τ)− ux(l, τ)η(l, τ)w(l, τ ;α, τ)+

+

∫ τ

0

(
ux(l, t)

[(
η(l, t)w(l, t;α, τ)

)
t
− k(l, t)w(l, t;α, τ)

]
−

− u(l, t)
[(
η(l, t)wx(l, t;α, τ)

)
t
− k(l, t)wx(l, t;α, τ) + r(l, t)w(l, t;α, τ)

])
dt+

+

∫ l

α

(
d(x, 0)w(x, 0;α, τ)u(x, 0)− η(x, 0)wx(x, 0;α, τ)ux(x, 0)

)
dx−

−
∫ τ

0

∫ l

α
w(x, t;α, τ)f(x, t)dxdt+ ux(l, 0)η(l, 0)w(l, 0;α, τ). (9)

Проинтегрируем (9) по α от 0 до l. Тогда с учётом (4) из (9) получим∫ l

0
u(α, τ)dα = u(l, τ)η(l, τ)

∫ l

0
wx(l, τ ;α, τ)dα−ux(l, τ)η(l, τ)

∫ l

0
w(l, τ ;α, τ)dα+

+

∫ τ

0

(
K1(τ, t)ux(l, t)−K2(τ, t)u(l, t)

)
dt+ γ1(τ), (10)

где

K1(τ, t) =

∫ l

0

[(
η(l, t)w(l, t;α, τ)

)
t
− k(l, t)w(l, t;α, τ)

]
dα,
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K2(τ, t) =

∫ l

0

[(
η(l, t)wx(l, t;α, τ)

)
t
− k(l, t)wx(l, t;α, τ) + r(l, t)w(l, t;α, τ)

]
dα,

γ1(τ) =

∫ l

0

∫ l

α

(
d(x, 0)w(x, 0;α, τ)u0(x)− η(x, 0)wx(x, 0;α, τ)u′0(x)

)
dxdα−

−
∫ τ

0

∫ l

0

∫ l

α
w(x, t;α, τ)f(x, t)dxdαdt+

∫ l

0
ux(l, 0)η(l, 0)w(l, 0;α, τ)dα.

Учитывая (10), из (2) получим

u(0, τ)− u(l, τ)β(τ)η(l, τ)

∫ l

0
wx(l, τ ;α, τ)dα+ ux(l, τ)β(τ)η(l, τ)×

×
∫ l

0
w(l, τ ;α, τ)dα+

∫ τ

0

(
K3(τ, t)ux(l, t) +K4(τ, t)u(l, t)

)
dt = γ2(τ), (11)

где

K3(τ, t) = −β(τ)K1(τ, t), K4(τ, t) = β(τ)K2(τ, t)− ρ(τ, t),

γ2(τ) = β(τ)γ1(τ)− µ(τ).

Учитывая (4), из представления (9) при α = 0 получим интегральное
уравнение

u(0, τ)− u(l, τ)η(l, τ)wx(l, τ ; 0, τ) + ux(l, τ)η(l, τ)w(l, τ ; 0, τ)+

+

∫ τ

0

(
K5(τ, t)ux(l, t) +K6(τ, t)u(l, t)

)
dt = γ3(τ), (12)

где

K5(t, τ) = −
(
η(l, t)w(l, t; 0, τ)

)
t
+ k(l, t)w(l, t; 0, τ),

K6(t, τ) =
(
η(l, t)wx(l, t; 0, τ)

)
t
− k(l, t)wx(l, t; 0, τ) + r(l, t)w(l, t; 0, τ),

γ3(τ) =

∫ l

0

(
d(x, 0)w(x, 0; 0, τ)u0(x)− η(x, 0)wx(x, 0; 0, τ)u′0(x)

)
dx−

−
∫ τ

0

∫ l

0
w(x, t; 0, τ)f(x, t)dxdt+ η(l, 0)w(l, 0; 0, τ)u′0(l).

Учитывая (3), из (11) и (12) получим систему интегральных уравнений

u(0, τ)− u(l, τ)β(τ)η(l, τ)

∫ l

0
wx(l, τ ;α, τ)dα+

∫ τ

0

(
K4(τ, t)u(l, t)

)
dt = γ2(τ),

u(0, τ)− u(l, τ)η(l, τ)wx(l, τ ; 0, τ) +

∫ τ

0

(
K6(τ, t)u(l, t)

)
dt = γ3(τ), (13)
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которая в операторной форме принимает вид

A(τ)−→u (τ) +

∫ τ

0
B(τ, t)−→u (t)dt = −→γ (τ),

где

det |A(τ)| = β(τ)η(l, τ)

∫ l

0
wx(l, τ ;α, τ)dα− η(l, τ)wx(l, τ ; 0, τ).

Покажем, что определитель det |A(τ)| 6= 0.
Лемма 1. Функция w(x, t;α, τ) удовлетворяет неравенству

w(x, τ ; 0, τ) > 0 для любого x ∈ (0, l], η(l, τ)wx(l, τ ; 0, τ) > 1,

если d(x, t) < 0, η(x, t) > c0 > 0 для любых (x, t) ∈ D.
До к а з ат е л ь ств о. Следуя рассуждениям [9], рассмотрим задачу

(η(x, τ)wx(x, τ ;α, τ))x + d(x, τ)w(x, τ ;α, τ) = 0, (14)

w(α, τ ;α, τ) = 0, wx(α, τ ;α, τ)) = η−1(α, τ).

С помощью принципа максимума и принципа Заремба—Жиро из (14) по-
лучаем wx(0, τ ; 0, τ) > 0 для любого (x, t) ∈ [0, l). Тогда из равенства

η(l, τ)wx(l, τ ; 0, τ) = η(0, τ)wx(0, τ ; 0, τ)−
∫ l

0
d(x, τ)w(l, τ ; 0, τ)dx

имеем, что если d(x, t) < 0, η(x, t) > c0 > 0 для любых (x, t) ∈ D, то

η(l, τ)wx(l, τ ; 0, τ) > 1. �

На основании доказанной леммы убеждаемся, что если β(τ) < 0 для лю-
бого τ ∈ [0, T ], то det |A(τ)| 6= 0. Поэтому система уравнений (13) является си-
стемой интегральных уравнений Вольтерра второго рода, которая безусловно
разрешима. Таким образом, находя из интегральных уравнений Вольтерра
u(0, τ) = f(τ), u(l, τ) = ϕ(τ), где f(τ), ϕ(τ) ∈ C1[0, T ], задачу (1)–(4) редуци-
руем к первой начально-краевой задаче, однозначная разрешимость которой
установлена также в работе [9]. Отсюда следуют существование и единствен-
ность решения задачи (1)–(4). Теорема доказана. �

Заметим, что (3) можно заменить условием

−ux(l, t) =

∫ t

0
ρ1(t, τ)u(l, τ)dτ − µ1(t), 0 6 t 6 T,

где ρ1(t, τ), µ1(t) —функции, непрерывные на [0, T ].
Задача B. Существование и единственность решения задачи B. Рассмот-

рим теперь нелокальную краевую задачу, когда условие (3) в задаче А заме-
няется условием вида

−ux(l, t) = β1(t)u(l, t)− µ1(t), 0 6 t 6 T, (3∗)
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где β1(t), µ1(t) —функции, непрерывные на [0, T ].
Теорема 2. Пусть коэффициенты уравнения (1) и граничных условий

(2), (3∗), (4) удовлетворяют условиям гладкости (5), d(x, t) < 0 для лю-
бых (x, t) ∈ D, β(t) < 0 и β1(t) > 0 для любого t ∈ [0, T ]. Тогда задача (1), (2),
(3∗), (4) имеет единственное регулярное в D решение.

До к а з ат е л ь ств о. С учётом (3∗) уравнения (11) и (12) образуют сле-
дующую систему интегральных уравнений:

u(0, τ)− u(l, τ)
[
β(τ)η(l, τ)

∫ l

0
wx(l, τ ;α, τ)dα+

+β(τ)β1(τ)η(l, τ)

∫ l

0
w(l, τ ;α, τ)dα

]
+

+

∫ τ

0

(
K7(τ, t)u(l, t)

)
dt = γ4(τ),

u(0, τ)− u(l, τ)
[
η(l, τ)wx(l, τ ; 0, τ) + β1(τ)η(l, τ)w(l, τ ; 0, τ)

]
+

+

∫ τ

0

(
K8(τ, t)u(l, t)

)
dt = γ5(τ),

(15)

где

K7(τ, t) = K4(τ, t)−K3(τ, t)β1(τ),

γ4(τ) = γ2(τ)− β(τ)η(l, τ)µ1(τ)

∫ l

0
w(l, τ ;α, τ)dα−

∫ τ

0

(
K3(τ, t)µ1(τ)

)
dt,

K8(τ, t) = K6(τ, t)−K5(τ, t)β1(τ),

γ5(τ) = γ3(τ)− η(l, τ)µ1(τ)w(l, τ ;α, τ)−
∫ τ

0

(
K5(τ, t)µ1(τ)

)
dt.

Систему интегральных уравнений (15) перепишем в операторной форме

A(τ)−→u (τ) +

∫ τ

0
B(τ, t)−→u (t)dt = −→γ (τ), (16)

где

det |A(τ)| = −η(l, τ)wx(l, τ ; 0, τ)− β1(τ)η(l, τ)w(l, τ ; 0, τ)+

+ β(τ)η(l, τ)

∫ l

0
wx(l, τ ;α, τ)dα+ β(τ)β1(τ)η(l, τ)

∫ l

0
w(l, τ ;α, τ)dα.

На основании леммы 1 при условии, что если β(τ) < 0, β1(τ) > 0 для
любого τ ∈ [0, T ], убеждаемся, что определитель det |A(τ)| 6= 0. Поэтому си-
стема уравнений (16) является системой интегральных уравнений Вольтер-
ра второго рода, которая безусловно разрешима. Таким образом, находя из
интегральных уравнений Вольтерра u(0, τ) = f(τ), u(l, τ) = ϕ(τ), где f(τ),
ϕ(τ) ∈ C1[0, T ], задачу (1), (2), (3∗), (4) редуцируем к первой начально-кра-
евой задаче, однозначная разрешимость которой установлена в работе [9].
Отсюда следуют существование и единственность решения задачи (1), (2),
(3∗), (4). �
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Задача C. Существование и единственность решения задачи C. Рассмот-
рим теперь нелокальную краевую задачу, когда условие (3) в задаче А заме-
няется условием вида

−Π(l, t) = β1(t)u(l, t)− µ1(t), 0 6 t 6 T. (3∗∗)

Теорема 3. Пусть коэффициенты уравнения (1) и граничных условий
(2), (3∗∗), (4) удовлетворяют условиям гладкости (5), d(x, t) < 0 для любого
(x, t) ∈ D и β(t) < 0 для любых t ∈ [0, T ]. Тогда задача (1), (2), (3∗∗), (4)
имеет единственное регулярное в D решение.

До к а з ат е л ь ств о. Проинтегрируем (8) по α от 0 до l. Тогда с учётом
(4) получим∫ l

0
u(α, τ)dα = u(l, τ)η(l, τ)

∫ l

0
wx(l, τ ;α, τ)dα−

−
∫ τ

0

(
K9(τ, t)Π(l, t) +K10(τ, t)u(l, t)

)
dt+ γ6(τ), (17)

где

K9(τ, t) =

∫ l

0
w(l, t;α, τ)dα,

K10(τ, t) =

∫ l

0

((
η(l, t)wx(l, t;α, τ)

)
t
− k(l, t)wx(l, t;α, τ) + r(l, t)w(l, t;α, τ)

)
dα,

γ7(τ) =

∫ l

0

∫ l

α

(
d(x, 0)w(x, 0;α, τ)u0(x)− η(x, 0)wx(x, 0;α, τ)u′0(x)

)
dxdα−

−
∫ τ

0

∫ l

0

∫ l

α
w(x, t;α, τ)f(x, t)dxdαdt.

Учитывая (2), (3∗∗), из (17) получим

u(0, t)− u(l, τ)β(τ)η(l, τ)

∫ l

0
wx(l, τ ;α, τ)dα+

+

∫ τ

0

(
K11(τ, t)u(l, t)

)
dt = γ8(τ), (18)

где

K11(τ, t) = β(τ)K10(τ, t)− β(τ)β1(τ)K9(τ, t)− ρ(τ, t),

γ8(τ) = β(τ)γ7(τ)− µ(τ)−
∫ τ

0
β(τ)K9(τ, t)µ1(t)dt.

При α = 0 из (8) с учётом (3∗∗) получаем

u(α, τ)− u(l, τ)η(l, τ)wx(l, τ ; 0, τ) +

∫ τ

0

(
K12(τ, t)u(l, t)

)
dt = γ9(τ), (19)
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где

K12(τ, t) =
(
η(l, t)wx(l, t; 0, τ)

)
t
− k(l, t)wx(l, t; 0, τ)+

+ r(l, t)w(l, t; 0, τ)− β1(τ)w(l, t; 0, τ),

γ9(τ) =

∫ l

0

(
d(x, 0)w(x, 0; 0, τ)u0(x)− η(x, 0)wx(x, 0; 0, τ)u′0(x)

)
dx−

−
∫ τ

0

∫ l

0
w(x, t; 0, τ)f(x, t)dxdt−

∫ τ

0
w(l, t; 0, τ)µ1(t)dt.

Уравнения (18) и (19) образуют систему интегральных уравнений. Запи-
шем систему в операторном виде

A(τ)−→u (τ) +

∫ τ

0
B(τ, t)−→u (t)dt = −→γ (τ), (20)

где

det |A(τ)| = β(τ)η(l, τ)

∫ l

0
wx(l, τ ;α, τ)dα− η(l, τ)wx(l, τ ; 0, τ).

На основании леммы 1 при условии β(τ) < 0 для любых τ ∈ [0, T ] убеж-
даемся, что определитель det |A(τ)| 6= 0. Поэтому система уравнений (20) яв-
ляется системой интегральных уравнений Вольтерра второго рода, которая
безусловно разрешима. Таким образом, находя из интегральных уравнений
Вольтерра u(0, τ) = f(τ), u(l, τ) = ϕ(τ), где f(τ), ϕ(τ) ∈ C1[0, T ], задачу (1),
(2), (3∗∗), (4) редуцируем к первой начально-краевой задаче, однозначная раз-
решимость которой установлена в работе [9]. Отсюда следуют существование
и единственность решения задачи (1), (2), (3∗∗), (4). �

Заметим, что (3) также можно заменить условием

−Π(l, t) =

∫ t

0
ρ1(t, τ)u(l, τ)dτ − µ1(t), 0 6 t 6 T.

Замечание. Если ввести аналог функции Римана ν = ν(x, t; ξ, τ) для урав-
нения (1) в области Ω в форме

Mν(x, t; ξ, τ) = −(η(x, t)νx)xt + (k(x, t)νx)x − (r(x, t)ν)x − (dν)t − q(x, t)ν = 0,

ν(ξ, t; ξ, τ) = 0, νx(ξ, t; ξ, τ) = η−1(ξ, τ) exp

(∫ t

τ

k(ξ, t1)

η(ξ, t1)
dt1

)
,

ν(x, τ ; ξ, τ) = ω2(x, τ),

где ω2(x, τ) —решение задачи Коши

(η(x, τ)νx(x, τ ; ξ, τ))x + d(x, τ)ν(x, τ ; ξ, τ) = 0,

ν(ξ, τ ; ξ, τ) = 0, νx(ξ, τ ; ξ, τ) = η−1(ξ, τ),
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то имеет место следующее представление:

u(ξ, τ) = u(0, τ)η(0, τ)νx(0, τ ; ξ, τ)−
∫ τ

0

(
η(0, t)ν(0, t; ξ, τ)uxt(0, t)+

+ k(0, t)ν(0, t; ξ, τ)ux(0, t) + u(0, t)
[(
η(0, t)νx(0, t; ξ, τ)

)
t
− k(0, t)νx(0, t; ξ, τ)+

+ r(0, t)ν(0, t; ξ, τ)
])
dt+

∫ ξ

0

(
η(x, 0)νx(x, 0; ξ, τ)ux(x, 0)−

− d(x, 0)ν(x, 0; ξ, τ)u(x, 0)
)
dx+

∫ τ

0

∫ ξ

0
ν(x, t; ξ, τ)f(x, t)dxdt. (21)

Существование и единственность аналога функции Римана доказаны в [9].

Лемма 2. Функция ν(x, t; ξ, τ) удовлетворяет неравенству

ν(x, τ ; l, τ) < 0 для любого x ∈ [0, l), η(0, τ)νx(0, τ ; l, τ) > 1 ,

если d(x, t) < 0, η(x, t) > c0 > 0 для любого (x, t) ∈ D.
На основании леммы 2 и представления (21) аналогично доказываются су-

ществование и единственность регулярных решений задач A, B, C, в которых
условие (2) заменяется последовательно следующими условиями:

1) ux(0, t) = β(t)

∫ l

0
u(x, t)dx+

∫ t

0
ρ(t, τ)u(l, τ)dτ − µ(t), 0 6 t 6 T,

при условии, что β(t) > 0;

2) Π(0, t) = β(t)

∫ l

0
u(x, t)dx+

∫ t

0
ρ(t, τ)u(l, τ)dτ − µ(t), 0 6 t 6 T.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Рос-
сийской Федерации. Регистрационный номер НИР: № 1.6197.2011.
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