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Показана однозначная разрешимость локальной краевой задачи в цилиндриче-
ской области для многомерного волнового уравнения, которая является обобще-
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В работе показана однозначная разрешимость локальной краевой задачи
в цилиндрической области для многомерного волнового уравнения, которая
является обобщением задач Дирихле и Пуанкаре. Получен критерий един-
ственности регулярного решения.

Для двумерного пространства в [1] было показано, что одна из фунда-
ментальных задач математической физики — изучение поведения колебаний
струны — некорректна, когда краевые условия заданы на всей границе обла-
сти. Как замечено в [2,3], задача Дирихле некорректна не только для волно-
вого уравнения, но и для общих гиперболических уравнений. В [4] показано,
что решение задачи Дирихле существует в прямоугольных областях. В даль-
нейшем эта задача исследовалась методами функционального анализа [5],
которые сложно применить в приложениях.

Для трёхмерного пространства получены теоремы единственности реше-
ния задачи Дирихле для строго гиперболических уравнений [6, 7], а в [8, 9]
доказана корректность задач Дирихле и Пуанкаре для многомерного волно-
вого уравнения.

Пусть Dα — цилиндрическая область евклидова пространства Em+1 точек
(x1, x2, . . . , xm, t), ограниченная цилиндром Γ = {(x, t) : |x| = 1}, плоскостями
t = α > 0 и t = 0, где |x|— длина вектора x = (x1, x2, . . . , xm). Части этих
поверхностей, образующих границу ∂Dα области Dα, обозначим через Γα, Sα,
S0 соответственно.

В области Dα рассмотрим многомерное волновое уравнение

∆xu− utt = 0, (1)

где ∆x — оператор Лапласа по переменным x1, . . . , xm, m > 2.
В дальнейшем для удобства перейдём от декартовых координат x1, x2, . . . ,

xm, t к сферическим r, θ1, θ2, . . . , θm−1, t, r > 0, 0 6 θ1 < 2π, 0 6 θi 6 π,
i = 2, 3, . . . ,m− 1.

Серик Аймурзаевич Алдашев (д.ф.-м.н., проф.), директор, институт прикладной матема-
тики и информатики.
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Рассмотрим следующую локальную краевую задачу.

Задача 1. Найти решение уравнения (1) в области Dα из класса C(Dα)∩
C1(Dα ∪ S0) ∩ C2(Dα), удовлетворяющее краевым условиям

u
∣

∣

Sα

= ϕ1(r, θ), u
∣

∣

Γα

= φ1(t, θ), (βu+ γut)
∣

∣

S0

= ϕ2(r, θ),

где β, γ = const, β2 + γ2 6= 0, которая является обобщением задач Дирихле
(γ = 0) и Пуанкаре (β = 0).

Пусть {Y k
n,m(θ)}— система линейно независимых сферических функций

порядка n, 1 6 k 6 kn, (m−2)!n!kn = (n+m−3)!(2n+m−2), θ = (θ1, . . . , θm−1),
W l

2 (l = 0, 1, . . . )— пространства Соболева.
Имеют место следующие утверждения [10].

Лемма 1. Пусть f(r, θ) ∈W l
2(S). Если l > m− 1, то ряд

f(r, θ) =

∞
∑

n=0

kn
∑

k=1

fkn(r)Y
k
n,m(θ), (2)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p 6 l−m+1,
сходятся абсолютно и равномерно.

Лемма 2. Для того чтобы f(r, θ) ∈ W l
2(S), необходимо и достаточно,

чтобы коэффициенты ряда (2) удовлетворяли неравенствам

|f10 (r)| 6 c1,
∞
∑

n=1

kn
∑

k=1

n2l|fkn(r)|2 6 c2, c1, c2 = const.

Через ϕ̄k
1n(r), ψ

k
n(t), ϕ̄

k
2n(r) обозначим коэффициенты разложения ряда

(2), соответственно функций ϕ1(r, θ), ψ(t, θ), ϕ2(r, θ).

Теорема 1. Пусть ϕ1(r, θ) ∈ W l
2(Sα), ψ(t, θ) ∈ W l

2(Γα), ϕ2(r, θ) ∈ W l
2(S0),

l > 3m/2 и
β sinµs,nα 6= γ cosµs,nα, s = 1, 2, . . . . (3)

Тогда задача 1 однозначно разрешима, где µs — положительные нули функ-
ций Бесселя первого рода Jn+(m−2)/2(z).

Док а з ат е л ь ств о. В сферических координатах уравнение (1) имеет
вид

urr +
m− 1

r
ur −

1

r2
δu− utt = 0, (4)

δ ≡ −
m−1
∑

j=1

1

gj sin
m−j−1 θj

∂

∂θj

(

sinm−j−1 θj
∂

∂θj

)

,

g1 = 1, gj = (sin θ1 · · · sin θj−1)
2, j > 1.

Известно [10], что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn =
= n(n+m− 2), n = 0, 1, . . . , каждому из которых соответствует kn ортонор-
мированных собственных функций Y k

n,m(θ).
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Так как искомое решение задачи D принадлежит классу C(D̄α)∩C2(Dα),
его можно искать в виде

u(r, θ, t) =

∞
∑

n=0

kn
∑

k=1

ūkn(r, t)Y
k
n,m(θ), (5)

где ūkn(r, t) — функции, подлежащие определению.
Подставляя (5) в (4), используя ортогональность сферических функций

Y k
n,m(θ) (см. [10]), будем иметь

ūknrr +
m− 1

r
ūknr − ūkntt −

λn
r2
ūkn = µūkn, k = 1, 2, . . . , kn, n = 0, 1, . . . , (6)

при этом первое условие краевых условий (2) с учётом леммы 1 запишется в
виде

ūkn(r, α) = ϕ̄k
1n(r), ūkn(1, t) = ψk

n(t),
βūkn(r,0) + γūknt(r,0) = ϕ̄k

2n(r), k = 1, 2, . . . kn, n = 0, 1, . . . .
(7)

Произведя замену ῡkn(r, t) = ūkn(r, t)− ψk
n(t) в соотношениях (6), (7), получим

ῡknrr +
m− 1

r
ῡknr −

λn
r2
ῡkn − ῡkntt = f̄kn(r, t), (8)

ῡkn(r, α) = ϕk
1n(r), ῡ

k
n(1, t) = 0, βῡkn(r,0) + γῡknt(r,0) = ϕk

2n(r), (9)

f̄kn(r, t) = ψk
nrr +

λn
r2
ψk
n, ϕk

1n(r) = ϕ̄k
1n(r)− ψk

n(α),

ϕk
2n(r) = ϕ̄k

2n(r)− βψk
n(0)− γψk

nt(0), k = 1, 2, . . . , kn, n = 0, 1, . . . .

После замены ῡkn(r, t) = r(1−m)/2υkn(r, t) задача (8), (9) приводится к следую-
щему виду:

Lυkn ≡ υknrr − υkntt +
λ̄n
r2
υkn = fkn(r, t), (10)

υkn(r, α) = ϕ̃k
1n(r), υkn(1, t) = 0, βυkn(r,0) + γυknt(r,0) = ϕ̃k

2n(r), (11)

λ̄n = ((m− 1)(3 −m)− 4λn)/4, fkn(r, t) = r(m−1)/2f̄kn(r, t),

ϕ̃k
jn(r) = r(m−1)/2ϕk

jn(r), j = 1, 2.

Решение задачи (10), (11) представляется так:

υkn(r, t) = υk1n(r, t) + υk2n(r, t), (12)

где υk1n(r, t)— решение задачи

Lυk1n = fkn(r, t), (13)

υk1n(r, α) = 0, υk1n(1, t) = 0, βυk1n(r,0) + γυk1nt(r,0) = 0, (14)
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а υk2n(r, t)— решение задачи

Lυk2n = 0, (15)

υk2n(r, α) = ϕ̃k
1n(r), υk2n(1, t) = 0, βυk1n(r,0) + γυk2nt(r,0) = ϕ̃k

2n(r). (16)

Решение вышеуказанных задач будем искать в виде

υkn(r, t) =
∞
∑

s=1

Rs(r)Ts(t), (17)

при этом

fkn(r, t) =

∞
∑

s=1

as,n(t)Rs(r), ϕ̃k
1n(r) =

∞
∑

s=1

bs,nRs(r),

ϕ̃k
2n(r) =

∞
∑

s=1

es,nRs(r).

(18)

Подставляя (17) в (13), (14), с учётом (18) получим

Rsrr +
λ̄n
r2
Rs + µRs = 0, 0 < r < 1, (19)

Rs(1) = 0,
∣

∣Rs(0)
∣

∣ <∞, (20)

Tstt + µTs(t) = −as,n(t), 0 < t < α, (21)

Ts(α) = 0, βTs(0) + γTst(0) = 0. (22)

Согласно [11], ограниченным решением задачи (19), (20) является

Rs(r) =
√
rJν(µs,nr), (23)

где ν = (n+ (m− 2))/2, µ = µ2s,n.
Общее решение уравнения (21) представимо в виде

Ts,n(t) = c1s cosµs,nt+ c2s sinµs,nt+
cosµs,nt

µs,n

∫ t

0
as,n(ξ) sin µs,nξdξ−

− sinµs,nt

µs,n

∫ t

0
as,n(ξ) cos µs,nξdξ, (24)

где c1s, c2s — произвольные постоянные [10].
Удовлетворив условиям (22), получим систему алгебраических уравнений



















c1s cosµs,nα+ c2s sinµs,nα = −cosµs,nα

µs,n

∫ α

0
as,n(ξ) sin µs,nξdξ+

+
sinµs,nα

µs,n

∫ α

0
as,n(ξ) cos µs,nξdξ,

βc1s + γµsc2s = 0,

(25)

которое имеет единственное решение, если выполняется условие (3).
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Подставляя (23) в (18), определяем

r−1/2fkn(r, t) =

∞
∑

s=1

as,n(t)Jν(µs,nr), r−1/2ϕ̃k
1n(r) =

∞
∑

s=1

bs,nJν(µs,nr),

r−1/2ϕ̃k
2n(r) =

∞
∑

s=1

es,nJν(µs,nr), 0 < r < 1.

(26)

Ряды (26) — разложения в ряды Фурье—Бесселя [12], если

as,n(t) = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

∫ 1

0

√

ξfkn(ξ, t)Jν(µs,nξ)dξ, (27)

bs,n = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

∫ 1

0

√

ξϕ̃k
1n(ξ)Jν(µs,nξ)dξ,

es,n = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

∫ 1

0

√

ξϕ̃k
2n(ξ)Jν(µs,nξ)dξ, (28)

µs, s = 1, 2, . . . — положительные нули функций Бесселя Jν(z), расположен-
ные в порядке возрастания их величины.

Из (23), (24) получим решение задачи (13), (14) в виде

υk1n(r, t) =

∞
∑

s=1

√
rTs,n(t)Jν(µs,nr), (29)

где as,n(t), c1s, c2s определяются из (27), (25).
Далее, подставляя (23) в (15) и (16), с учётом (18) будем иметь задачу

Vstt + µ2sVs = 0, (30)

Vs(α) = bs,n, βVs(0) + γVst(0) = es. (31)

Общее решение уравнения (30) имеет вид

Vs,n(t) = c′1s cosµs,nt+ c′2s sinµs,nt, (32)

где c′1s, c
′

2s — произвольные постоянные. Удовлетворив условиям (31), полу-
чим

{

c′1s cosµs,nα+ c′2s sinµs,nα = bs,n,
βc′1s + γµsc

′

2s = es,n.
(33)

Из (23), (32) имеем

υk2n(r, t) =

∞
∑

s=1

√
rVs,n(t)Jν(µs,nr), (34)

где bs, es, c
′

1s, c
′

2s находятся из (28), (33).
Таким образом, из (5), (12) следует, что решением задачи 1 является ряд

u(r, θ, t) =

∞
∑

n=0

kn
∑

k=1

{

ψk
n(t) + r(1−m)/2

[

υk1n(r, t) + υk2n(r, t)
]}

Y k
n,m(θ), (35)

где υk1n(r, t), υ
k
2n(r, t) определяются из (29), (34).

Отметим следующие свойства нулей функций Бесселя (см. [12, 13]):
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1◦) если µν,1, µν,2, . . . — положительные нули функций Jν(z), упорядочен-
ные по возрастанию значений, то

0 < µν,1 < µν+1, 1 < µν,2 < µν+1, 2 < µν,3 < . . . , ν > −1; (36)

2◦) если µν , µ
′

ν, µ
′′

ν являются наименьшими положительными нулями функ-
ций Jν(z), J

′

ν(z), J
′′

ν (z) соответственно, то справедливы неравенства

√

ν(ν + 2) < µν <
√

2(ν + 1)(ν + 3), ν > 0,
√

ν(ν + 2) < µ′ν <
√

2ν(ν + 1), ν > 0, (37)
√

ν(ν − 1) < µ′′ν <
√

(ν2 − 1), ν > 1

и формулы

sin z = z
(

1− z

∞
∑

n=1

(4n2 − 1)−1[Jn(nz)]
2
)

,

Jν(z) =

√

2

πz
cos

(

z − π

2
ν − π

4

)

+ O

( 1

z3/2

)

, ν > 0, (38)

2J ′

ν(z) = Jν−1(z)− Jν+1(z).

Учитывая (36)–(38) и применяя признак Даламбера, можно показать, что
ряды (29), (34) и продифференцированные ряды сходятся абсолютно и рав-
номерно.

Далее, используя формулы (38) и оценки [12]

|kn| 6 c1n
m−2,

∣

∣

∣

∂q

∂θqj
Y k
n,m(θ)

∣

∣

∣
6 c2n

m/2−1+q, (39)

где j = 1, 2, . . . ,m− 1, q = 0, 1, . . . , а также леммы, ограничения на заданные
функции ϕ1(r, θ), ϕ2(r, θ), ψ(t, θ), аналогично [8, 9] показывается, что полу-
ченное решение в виде ряда (35) и дважды продифференцированные ряды
сходятся абсолютно и равномерно. Это означает, что решение (35) принадле-
жит классу C(D̄α) ∩ C1(Dα ∪ S0) ∩ C2(Dα). �

Теорема 2. Решение задачи 1 единственно тогда и только тогда, когда
выполняется условие (3).

Док а з ат е л ь ств о. Если выполняется условие (3), то из теоремы 1 вы-
текает единственность решения задачи 1. Пусть теперь условие (3) нарушено
хотя бы для одного s = p. Тогда нетривальным решением однородной задачи,
соответствующей задаче 1, является функция

u(r, θ, t) =

∞
∑

n=0

kn
∑

k=1

n−lr(2−m)/2 [β sinµpt− γµp cosµpt] Jn+(m−2)/2(µpr)Y
k
n,m(θ),

при этом из (38), (39) следует, что она принадлежит искомому классу, если
l > 3m/2.�
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В заключение отметим, что в [14] для уравнения (1) внутри характери-
стической области приведены корректные постановки задач Дирихле и Пу-
анкаре.
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