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Рассмотрены две специальные функции типа обобщённой функции Миттаг—
Леффлера. Первая является модификацией функции, введённой А. А. Килбасом
и М. Сайго, вторая — её специальным случаем. Приведены решения интеграль-
ного уравнения с оператором Кобера и правой частью в виде обобщённого сте-
пенного ряда. Рассмотрен специальный случай значений одного из параметров
интегрального уравнения. Доказана теорема существования и единственности
решений, которые удаётся найти в явном виде в терминах введённых специ-
альных функций Исследуется корректность постановок начальных задач для
линейных дифференциальных уравнений с производными Римана—Лиувилля и
Кобера. Решения задач типа Коши находятся в специальных классах функций
с суммируемой дробной производной путём редукции к рассмотренным ранее
интегральным уравнениям и также записываются в явном виде в терминах
указанных специальных функций. Обоснована возможность замены начальных
условий типа Коши видоизменёнными (весовыми) условиями Коши. Рассмот-
рены частные случаи значений параметров дифференциальных уравнений, при
которых задачи с условиями типа Коши могут оказаться некорректно постав-
ленными в смысле потери единственности решения. В этом случае удаётся
найти единственное решение задач с весовыми условиями Коши. Отмечено,
что весовая задача Коши позволяет расширить область допустимых значений
параметров дифференциальных уравнений на случай, когда дробная производная
искомой функции имеет несуммируемую особенность в нуле.

Ключевые слова: специальные функции, функции типа Миттаг—Леффлера,
дробное исчисление, интегро-дифференциальные операторы Римана—Лиувилля
и Кобера, дробные дифференциальные и интегральные уравнения, задачи типа
Коши.

Введение. В работе [1] рассмотрена специальная функция
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где Γ(µ)— гамма-функция Эйлера, Γ
(
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)

= Γ(µ)/Γ(ν); z, µ, ν ∈ C, Re ρ > 0;

kρ+ν /∈ Z
−

0 , k ∈ N; Z−

0 = {0,−1,−2, . . . ,−n, . . .}, n ∈ N. Она является модифи-
кацией известной обобщённой функции типа Миттаг—Леффлера, введённой
А.А. Килбасом и М. Сайго в [2],
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где α, l ∈ C; n ∈ N, Reα > 0, m > 0; α(km + l) /∈ Z
−, k ∈ N0; Z

− =
= Z

−

0 \{0}. Свойства этой специальной функции изучались в работах [3–5].
Её определение и некоторые основные факты можно найти в монографии [6].

Другая специальная функция

Eρ(z;µ) = Γ(µ)
∞
∑

n=0

n
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k=0

Γ

(

kρ+ 1

kρ+ µ
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zn

n!
(2)

возникла в работе [7] при решении начально-краевой задачи для вырождаю-
щегося уравнения аномальной (дробной) диффузии, записанного в терминах
производной Кобера—Эрдейи.

В работе [8] показано, что

Eρ(z;µ) = lim
ν→0

Eρ(ρz; ν, µ) = Eρ(ρz; 0, µ),

Eα,m,l(z) = Eαm
(

z;α(l −m) + 1, α(l −m+ 1) + 1
)

;

обоснована абсолютная сходимость рядов (1) и (2) на комплексной плоскости,
приведены выражения ряда элементарных и некоторых специальных функ-
ций через функции (1) и (2). Там же рассмотрено интегральное уравнение

y(x)− λxβIα0xx
ηy(x) = f(x) (3)

с правой частью f(x) = kxσ−1 (k = const) и левосторонним интегралом Ри-
мана—Лиувилля Iα0xf ≡ (Iα0+f)(x) порядка α > 0 [9] при β, η, σ ∈ R. Его
решение при α+ β 6= σ, η + σ > 0 найдено в виде

y(x) = kxσ−1Eρ(λx
ρ; ν, µ),

где ρ = α + β + η, µ = σ − β, ν = σ − α − β, а в случае α + β = σ оно
записывается так:

y(x) = kxσ−1Eη+σ

(λxη+σ

η + σ
;α

)

.

В работе [8] рассмотрены некоторые частные и специальные значения па-
раметров α, β, η, ρ в интегральном уравнении (3). Приведены формулы дроб-
ного интегро-дифференцирования функции (1) в смысле Римана—Лиувилля
и Кобера. В настоящей работе продолжены исследования, начатые в [8].

1. Функции Eρ(z; ν, µ) и Eρ(z;µ) в решениях интегральных уравнений
с операторами Кобера. Интегро-дифференциальный оператор Кобера на ко-
нечном отрезке [a, b] определяется как модификация левостороннего опера-
тора типа Эрдейи—Кобера при σ = 1 [9] с помощью равенства

Iαax;ηf ≡ D−α
ax;ηf =









(x− a)−α−η

Γ(α)

∫ x

a

(t− a)ηf(t)

(x− t)1−α
dt, Reα > 0;

(x− a)−α−η
( d

dx

)n

(x− a)n+α+ηIn+α
ax;η f, Reα 6 0,

где n = [−Reα] + 1, [ · ]— целая часть числа. Свойства этого оператора легко
следуют из свойств дробных интегралов и производных Римана—Лиувилля
в силу равенств

Iαax;ηf = (x− a)−α−ηIαax(x− a)ηf(x), (4)
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Dβ
ax;ηf = (x− a)β−ηDβ

ax(x− a)ηf(x), (5)

где Dβ
axf = (d/dx)nIn−β

ax f (n = [Reβ] + 1)— левосторонняя производная Ри-
мана—Лиувилля порядка β [9]. Отметим, что интегральный оператор в (4)
определён на функциях (x−a)ηf(x) ∈ L(a, b), а дифференциальный оператор

в (5) — на таких функциях, для которых In−β
ax (x− a)ηf(x) ∈ ACn[a, b].

Интегральное уравнение (3) можно записать в терминах оператора Кобе-
ра (4) следующим образом:

y(x)− kxρIα0x;ηy = f(x). (6)

Нетрудно найти явный вид решений уравнения (6) для аналитических
правых частей или в более общем случае, когда функция f(x) представима
обобщенным степенным рядом.

Теорема 1. Пусть в интегральном уравнении (6) Reα > 0; f(x) = xσ−1×
×

∑

∞

m=0 cm(xγ)m; Reσ,Reγ > 0. Тогда в случае Reρ > 0 его решение может
быть записано в виде

y(x) = f(x) + xσ−1
∞
∑

m=0

cm(xγ)m
∞
∑

n=1

(λxρ)n
n
∏

k=1

Γ

(

kρ+ νm

kρ+ µm

)

, (7)

где νm = γm+σ+ η− ρ, µm = γm+ σ+ η+α− ρ, а в случае ρ = 0 и |λ| < λ0,
где λ0 = minm∈N |Γ

(

γm+σ+η+α
γm+σ+η

)

|, в виде

y(x) = xσ−1
∞
∑

m=0

cmΓ(γm+ σ + η + α)(xγ)m

Γ(γm+ σ + η + α)− λΓ(γm+ σ + η)
. (8)

Док а з ат е л ь ств о. Пусть в интегральном уравнении (6) Reρ > 0. За-
пишем f(x) =

∑

∞

m=0 cmxσm−1, где σm = γm+ σ, и используем тот же метод,
что и в теореме 1 работы [8]. Тогда решение уравнения (6) находится сразу в
терминах функции (1):

y(x) = (I − λxρIα0x;η)
−1f(x) =

∞
∑

m=0

cmxσm−1Eρ(λx
ρ; νm, µm). (9)

Записывая функцию Eρ(λx
ρ; νm, µm) в (9), по определению (1) получим пред-

ставление решения в виде (7). Обоснование существования решения сводится
к его подстановке в левую часть уравнения (6), где следует воспользоваться
тождеством (42) из работы [8] в следующей редакции:

Iα0x,ηx
σm−1Eρ(λx

ρ;σm + ν − ρ, σm + ν + α− ρ) =

= Γ

(

σm + ν

σm + ν + α

)

xσm−1Eρ(λx
ρ;σm + ν, σm + ν + α)

и леммой 2 (см.формулу (19) в [8]) в такой редакции:

Γ

(

ν1
µ1

)

λxρEρ(λx
ρ; ν1, µ1) = Eρ(λx

ρ; ν1 − ρ, µ1 − ρ)− 1.
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Тогда

y(x)− λxρIα0x;ηy =
∞
∑

m=0

cmxσm−1Eρ(λx
ρ;σm + ν − ρ, σm + η + α− ρ)− λxρ,

∞
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−

∞
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[

Eρ(λx
ρ;σm + ν − ρ, σm + η + α− ρ)− 1
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=

∞
∑

m=0

cmxσm−1 =

= xσm−1
∞
∑

m=0

cm(xγ)m = f(x),

что доказывает справедливость найденного решения. Единственность этого
решения обосновывается такими же рассуждениями, что и в теореме 1 рабо-
ты [8].

В случае ρ = 0 решение интегрального уравнения (6) может быть полу-
чено из формулы (9) с использованием тождества (12) из работы [8] с аргу-
ментом z = λxρ при ρ = 0:

E0(λ; νm, µm) =
Γ(µm)

Γ(µm)− λΓ(νm)
, если |λ| <

∣

∣

∣
Γ

(

µm

νm

)

∣

∣

∣
(m ∈ N0).

Тогда

y(x) =
∞
∑

m=0

cmxσ−1E0(λ; νm, µm) =
∞
∑

m=0

cmΓ(σm + ν + α)xσm−1

Γ(σm + ν + α)− λΓ(σm + ν)
,

откуда следует (8) при σm = γm + σ и |λ| < min
m∈N0

|Γ
(

γm+σ+η+α
γm+σ+η

)

|. Послед-

нее неравенство — необходимое условие сходимости рядов E0(λ; νm, µm) для
любого m ∈ N0.

Решению (8) с учётом обозначения λ = λ1Γ(α) можно придать вид

y(x) = xσm−1
∞
∑

m=0

cm(xγ)m

1− λ1B(α, γm+ σ + η)
,

где B(α, β)— бета-функция [17], причём произвол выбора значений парамет-
ра λ1 ограничен условием |λ1B(α, γm+ σ + η)| < 1 (m ∈ N0). �
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Замечание. Решения интегрального уравнения (6) для f(x) =
∑

∞

m=0 cmxm

легко получить из (7) и (8), положив в этих равенствах σ = γ = 1.

2. Функции Eρ(z; ν, µ) и Eρ(z;µ) в решениях дифференциальных урав-
нений с дробными производными Римана—Лиувилля и Кобера.

В монографии [6] приведён пример линейного однородного дифференци-
ального уравнения с производной Римана—Лиувилля Dα

ax порядка α > 0:

Dα
axy(x)− λ(x− a)ηy(x) = 0, λ ∈ R (a < x 6 b), (10)

для которого найдено решение задачи типа Коши

Dα−k
a+ y(a+) = lim

x→a+
Dα−k

ax y(x) = bk (bk ∈ R; k = 1, . . . , n = [α] + 1) (11)

при условии η > n − α в терминах функции (11). Отмечено (см. [6, Remark
4.5, page 227]), что это решение единственно в пространствах Cα

n−α,γ [a, b] и
Lα(a, b), когда η > 0, а вопрос единственности решения в случае −{α} < η < 0,
где {α} = α− [α] — дробная часть числа α, остается открытым.

В действительности существование единственного решения задачи типа
Коши (10), (11) для η ∈ (−{α},+∞) обеспечено возможностью применения
обобщённого принципа сжимающих отображений и единственностью непо-
движной точки этого отображения [11–13].

Без ограничения общности положим a = 0. Пусть λ ∈ R, α ∈ (0, 1). Тогда
решение задачи типа Коши

Dα
0xy − λxηy = 0 (η > −α), (12)

Dα−1
0x y(0+) = lim

x→0+
I1−α
0x y = b (b ∈ R) (13)

имеет вид

y(x) =
b

Γ(α)
xα−1Eα+η(λx

α+η; 0, α) =
b

Γ(α)
xα−1Eα+η

(

λxα+η

α+ η
;α

)

. (14)

Теорема 2. Пусть α ∈ (0, 1), λ ∈ R и η > −α. Тогда задача типа Коши
(12)–(13) имеет единственное решение y(x) ∈ C1−α[0, b] в виде (14).

Док а з ат е л ь ств о. Решением начальной задачи на отрезке [a, b] для
изучаемого дифференциального уравнения считается любая суммируемая
функция, удовлетворяющая заданным начальным условиям и обращающая
уравнение в тождество почти всюду на указанном отрезке. Будем искать ре-
шение в классе функций Lα(a, b), имеющих суммируемую производную по-
рядка α, который определяется как множество [14]

Lα(a, b) = {f(x) : f(x) ∈ L(a, b), In−α
ax f ∈ ACn[a, b], n = [Reα] + 1}.

Применяя к левой и правой частям равенства (12) аналог формулы Нью-
тона—Лейбница [6, 9]

Iα0xD
α
0xy = y(x)−

y1−α(0+)

Γ(α)
xα−1,
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где y1−α(0+) = limx→0+ I1−α
0x y = b в силу условия (13), получим интегральное

уравнение

y(x)− λIα0xx
ηy(x) =

b

Γ(α)
xα−1, (15)

решением которого (по теореме 1 [8]) является функция (14).
Таким образом, если задача (12), (13) имеет решение в классе функций

Lα(0, b), то это решение удовлетворяет интегральному уравнению (15), имеет
вид (14) и по теореме 1 единственно.

Непосредственной подстановкой решения (14) убеждаемся, что оно удо-
влетворяет дифференциальному уравнению (12) и начальному условию (13),
что и доказывает теорему 2. �

Замечание 1. Нужно отметить, что наличие явного решения интеграль-
ного уравнения, соответствующего рассматриваемой начальной задаче, из-
бавляет от необходимости обосновывать их эквивалентность. Как показано
в работе [14] на простом примере, формальная редукция задачи типа Ко-
ши для линейного дифференциального уравнения с дробными производными
Римана—Лиувилля в классе функций Lα(a, b) может привести к интеграль-
ному уравнению, суммируемое решение которого удовлетворяет исходному
дифференциальному уравнению, но, обладая несуммируемой производной,
не подчиняется заданному начальному условию и, следовательно, редукция
не являлась эквивалентной.

Замечание 2. Явный вид решения (14) задачи (12), (13)

y(x) =
b

Γ(α)
xα−1Eα+η

(

λxα+η

α+ η
;α

)

=
b

Γ(α)
xα−1

[

1 +
Γ(α+ η)

Γ(2α + η)
λxα+η + . . .

]

подсказывает, что начальное условие (13) можно заменить весовым условием
(видоизмененным условием Коши [13])

lim
x→0+

x1−αy(x) = c, c = const.

Рассмотрим теперь предельное значение параметра η, положив в диффе-
ренциальном уравнении (12) η = −α.

Можно показать, что интегральное уравнение (15) в этом случае неразре-
шимо в пространстве Cγ [0, 1], γ ∈ (0, 1), если b 6= 0. Таким образом, требова-
ние однородности начального условия (13) становится необходимым услови-
ем разрешимости (15), а значит, и начальной задачи для дифференциального
уравнения (12) [12].

Однако интегральное уравнение

y(x)− λIα0xx
−αy(x) = 0,

получающееся из (15) при η = −α и b = 0, помимо тривиального реше-
ния будет иметь бесчисленное множество решений, зависящих от λ, и, сле-
довательно, однородная задача типа Коши (12), (13) при η = −α поставлена
некорректно.
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Здесь уместно отметить, что интегральные уравнения Вольтерра третьего
рода с однородным ядром степени (−1) были объектом исследования многих
авторов [12, 13, 15], поэтому приведём сразу окончательный результат.

Рассмотрим дифференциальное уравнение

Dα
0xy = λx−αy (λ ∈ R) (16)

вместе с видоизмененным условием Коши

lim
x→0+

x−βy = b. (17)

Теорема 3. Пусть α ∈ (0, 1), β > −1, где β — корень трансцендентного
уравнения

Γ(1 + β)

Γ(1 + β − α)
= λ (λ ∈ R). (18)

Тогда существует единственное решение задачи (16), (17)

y = bxβ . (19)

Существование решения устанавливается непосредственной подстановкой
(19) в (16) и (17). Единственность следует из результатов, полученных
А. М. Нахушевым в работе [12]. Пример вырождающегося дифференциаль-
ного уравнения дробного порядка, аналогичного (16), рассмотрен в моногра-
фии [13].

Замечание 1. Утверждение теоремы сохраняет свою силу при β = α− 1,
если условие (18) доопределить по непрерывности равенством

λ = lim
β→α−1

Γ(1 + β)

Γ(1 + β − α)
= 0.

Очевидно, y = bxα−1 будет единственным решением уравнения Dα
0xy = 0,

удовлетворяющим условию limx→0+ x1−αy = b 6= 0.

Замечание 2. Отметим, что равенство β = α− 1 разбивает область допу-
стимых значений параметров {0 < α < 1, −1 < β < +∞} на две подобласти:
{0 < α < 1, α − 1 6 β < +∞}, где Dα

0xy, xαy ∈ L(0, b), и {0 < α < 1,
−1 < β < α− 1}, в которой Dα

0xy, x
αy /∈ L(0, b).

Замечание 3. Утверждение теоремы остаётся в силе при α = 1. Действи-
тельно, из уравнения (18) следует, что β = λ. Нетрудно убедится, что y = bxλ,
λ ∈ R, является единственным решением обыкновенного дифференциального
уравнения y′ = λ y

x
с начальным условием limx→0+ x−λy = b 6= 0 при любом λ.

Приведём пример постановки и решения начальной задачи типа Коши для
дифференциального уравнения с производной Кобера. Рассмотрим линейное
однородное дифференциальное уравнение

Dα
0x;ηy − λxβy = 0 (x > 0) (20)
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вместе с начальным условием

lim
x→0+

x1−α+ηDα−1
0x;ηy = b (b ∈ R) (21)

при α ∈ (0, 1). На параметры η, β ∈ R пока никаких ограничений не накла-
дывается. Решение будем искать в классе функций

Lα
η (a, b) = {f(x) : (x− a)ηf(x) ∈ L(a, b), In−α

ax (x− a)ηf(x) ∈ ACn[a, b]}

при a = 0, α ∈ (0, 1), n = 1, обеспечивающем суммируемость производной
Dα

0xx
ηy(x) на отрезке [0, b].

Пусть существует функция y(x) ∈ Lα
η (0, b), обращающая равенство (20) в

тождество почти всюду на [0, b]. Применим к левой и правой частям тожде-
ства (20) оператор Iα0x;η−α и воспользуемся свойством (см. формулу (39) из [8]

при µ = η, α = µ− ν, ν = η − α и a = 0) операторов Кобера

Iα0x;η−αD
α
0xy = y(x)−

xα−η−1

Γ(α)
lim

x→0+
x1−α+ηDα−1

0x;ηy.

C учётом начального условия (21) получим интегральное уравнение

y(x)− λIα0x;η−αx
βy =

b

Γ(α)
xα−η−1. (22)

По определению интегрального оператора Кобера (15) относительно но-
вой функции ϕ(x) = xηy(x) приходим к интегральному уравнению с опера-
тором Римана—Лиувилля

ϕ(x)− λIα0xx
β−αϕ(x) =

b

Γ(α)
xα−1.

Его решение

ϕ(x) =
b

Γ(α)
xα−1Eβ(λx

β ; 0, α) =
b

Γ(α)
xα−1Eβ

(λxβ

β
;α

)

.

Тогда решение интегрального уравнения (22), а значит, и решение задачи
(20), (21), если оно существует, записывается так:

y(x) =
b

Γ(α)
xα−η−1Eβ

(λxβ

β
;α

)

. (23)

Теорема 4. Пусть α ∈ (0, 1), β > 0, λ ∈ R. Тогда задача типа Коши (20),
(21) имеет единственное решение y(x) ∈ C1+η−α[0, b] в виде (23).

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 2. Отметим
только, что решение (23) может оказаться несуммируемым на [0, b], если
α− η 6 0. Однако xηy(x) ∈ L(0, b) при α > 0, что хорошо видно из пред-
ставления решения (23) в форме ряда и равенства

xηy(x) =
b

Γ(α)
xα−1Eβ

(λxβ

β
;α

)

=
b

Γ(α)
xα−1

[

1 +
Γ(β)

Γ(β + α)
λxβ + . . .

]

.

Из (23) также ясно, что y(x) ∈ C1+η−α[a, b].
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Замечание 1. Отметим один частный случай значения параметров в диф-
ференциальном уравнении (20). Если β = α, то относительно функции ϕ(x) =
= xηy(x) начальная задача (20), (21) становится задачей типа Коши для од-
нородного уравнения Барретта. Её решение хорошо известно [13,16]. Это же
решение немедленно получается из (23) по формуле (9) из работы [8]:

y(x) =
b

Γ(α)
xα−η−1Eα

(λxα

α
;α

)

= bxα−η−1Eα(λx
α;α) = bx−ηExp(α,α;λ;x),

где Eα(z;µ)— функция типа Миттаг—Леффлера [17, 18], Exp(α, µ;λ;x) =
= xµ−1Eα(λx

α;µ)— обобщенная дробная экспоненциальная функция [19, 20].

Замечание 2. Нелокальное начальное условие типа Коши можно заме-
нить локальным, видоизменённым условием Коши

lim
x→0+

x1+η−αy(x) = c (c = const).

Решение начальной задачи с таким условием будет определяться формулой
(23), где следует положить b = cΓ(α).

Замечание 3. Случай β = 0 является особым. Дифференциальное урав-
нение (20) относительно функции ϕ(x) = xηy(x) приводится к уравнению
(16), для которого справедлива теорема 3. Перефразируя её применительно
к случаю β = 0, получим такой результат.

Теорема 5. Пусть α ∈ (0, 1), γ − η > 0 (γ, η ∈ R); γ — корень трансцен-

дентного уравнения
Γ(1+γ)

Γ(1+γ−α) = λ (λ ∈ R). Тогда существует единственное

решение y(x) = bxγ−η дифференциального уравнения (20) при β = 0 с локаль-

ным начальным условием limx→0+ xη−γy = b.
Заключение. Все параметры дифференциальных уравнений в последнем

пункте полагались действительными числами. Не представляет особых труд-
ностей расширить множество их значений на поле комплексных чисел.

С небольшими дополнениями и уточнениями все результаты переносятся
и на случай Reα ∈ (n− 1, n), n ∈ N.
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Two special functions, concerning Mittag–Leffler type functions, are considered. The
first is the modification of generalized Mittag–Leffler type function, introduced by
A.A. Kilbas and M. Saigo; the second is the special case of the first one. The solu-
tions of the integral equation with the Kober operator and the generalized power series
as the free term are presented. The existence and uniqueness of these solutions are
proved. The explicit solutions of the integral equations above are found out in terms of
introduced special functions. The correctness of initial value problems for linear homo-
geneous differential equations with Riemann–Liouville and Kober fractional derivatives
is investigated. The solutions of the Cauchy type problems are found out in the special
classes of functions with summable fractional derivative via the reduction to the con-
sidered above integral equation and also are written in the explicit form in terms of the
introduced special functions. The replacement of the Cauchy type initial values to the
modified (weight) Cauchy conditions is substantiated. The particular cases of parame-
ters in the differential equations when the Cauchy type problems are not well-posed in
sense of the uniqueness of solutions are considered. In these cases the unique solutions
of the Cauchy weight problems are existed. It is noted in this paper that the weight
Cauchy problems allow to expand the acceptable region of the parameters values in the
differential equations to the case when the fractional derivative has the nonsummable
singularity in zero.
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