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Доказано существование единственного решения неклассической краевой зада-
чи для уравнения теплопроводности, нагруженного значением искомой функции
u(x, y) на границе x = 0 прямоугольной области Ω = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T}.
Одно из краевых условий исследуемой задачи содержит обобщённый оператор
дробного интегро-дифференцирования в смысле М. Сайго. Используя свойства
функции Грина смешанной краевой задачи и указанное краевое условие, можно
свести задачу к интегральному уравнению вольтерровского типа относитель-
но следа искомой функции u(0, t). Показано, что полученное уравнение являет-
ся интегральным уравнением Вольтерра второго рода со слабой особенностью
в ядре, которое однозначно и безусловно разрешимо. Основной результат приве-
дён в виде теоремы. Рассмотрен один частный случай, когда обобщённый опера-
тор дробного интегро-дифференцирования М. Сайго в краевом условии сводится
к оператору Кобера—Эрдейи. Обосновано существование единственного решения
краевой задачи в этом случае.

Ключевые слова: нагруженное уравнение теплопроводности, обобщённый опера-
тор дробного интегро-дифференцирования, функция Грина, интегральные урав-
нения Вольтeрра.

Постановка задачи. Рассмотрим нагруженное дифференциальное уравне-
ние теплопроводности

ut = uxx + u(0, t) (1)

в односвязной области Ω = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T}, где l, T — заданные
положительные действительные числа.

Задача. Найти в области Ω регулярное решение u(x, t) уравнения (1) из

класса C(Ω) ∩ C1(Ω ∪ (0, T )), удовлетворяющее следующим условиям:

u(x, 0) = ϕ(x), 0 6 x 6 l; (2)

ux(0, t)− Iα,β,γ
0+

u(0, t) = −µ(t), 0 < t < T ; (3)

u(l, t) = ϕ1(t), 0 6 t 6 T, (4)

где ϕ(x) ∈ C1[0, l], ϕ1(t) ∈ C1[0, T ], µ(t) ∈ C1[0, T ], ϕ′(0) = −µ(0), ϕ1(0) =
= ϕ(l), причём, не нарушая общности, считаем ϕ(0) = 0, ϕ(l) = 0;

(Iα,β,γ
0+

f)(x) =
x−α−β

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1F
(

α+ β,−γ, α;
x− t

x

)

f(t)dt

— обобщённый оператор дробного интегро-дифференцирования с гипергеомет-
рической функцией Гаусса в ядре [1]; α > 0, x > 0, β, γ ∈ R. Необходимые
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для разрешимости исследуемой задачи условия на параметры α, β и γ будут
наложены ниже.

Единственность и существование решения краевой задачи. Воспользуемся
функцией Грина смешанной краевой задачи [2]:

G(x, t, ξ, η) =
(t− η)−1/2

2l
√
π

+∞
∑

n=−∞

[

exp
(

−(x− ξ + 2n)2

4(t− η)

)

+

+ exp
(

−(x+ ξ + 2n)2

4(t− η)

)

− exp
(

−(x− ξ − 2l + 2n)2

4(t− η)

)

−

− exp
(

−(x+ ξ − 2l + 2n)2

4(t− η)

)

]

.

Следуя работе [2], запишем интегральное представление решения задачи для
уравнения (1) в виде

u(x, t) =

∫ t

0

G
∣

∣

ξ=0
uξ(0, η)dη +

∫ l

0

G
∣

∣

η=0
u(ξ, 0)dξ−

−
∫ t

0

Gξ

∣

∣

ξ=l
u(l, η)dη +

∫ t

0

u(0, η)dη

∫ l

0

Gdξ. (5)

Выражение (5) в силу граничного условия (3) при x → 0+ принимает вид

u(0, t) =

∫ t

0

G
∣

∣

ξ=0
x=0

uξ(0, η)dη +

∫ l

0

G
∣

∣

η=0

x=0

u(ξ,0)dξ−

−
∫ t

0

Gξ

∣

∣

ξ=l
x=0

u(l, η)dη +

∫ t

0

u(0, η)dη

∫ l

0

G
∣

∣

x=0
dξ. (6)

Учитывая

G
∣

∣

ξ=0

x=0

=
(t− η)−1/2

l
√
π

+∞
∑

n=−∞

[

exp
(

− n2

t− η

)

− exp
(

−(n− l)2

t− η

)

]

=

=
(t− η)−1/2

l
√
π

(

1− exp
(

− l2

t− η

)

+
∑′

[

exp
(

− n2

t− η

)

− exp
(

−(n− l)2

t− η

)

])

,

где
∑

′ означает суммирование по всем n 6= 0, из равенства (6) при условии
(3) получаем

u(0, t) −
∫ t

0

k(t, η)

(t− η)1/2
Iα,β,γ
0+

u(0, η)dη −
∫ t

0

m(k, η)

(t− η)1/2
Iα,β,γ
0+

u(0, η)dη−

−
∫ t

0

u(0, η)dη

∫ l

0

G
∣

∣

x=0
dξ = Φ(t), (7)

где

k(t, η) =
1

l
√
π

(

1− exp
(

− l2

t− η

)

)

,
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m(k, η) =
1

l
√
π

∑′

[

exp
(

− n2

t− η

)

− exp
(

−(n− l)2

t− η

)

]

,

Φ(t) =

∫ l

0

G
∣

∣

η=0

x=0

u(ξ,0)dξ −
∫ t

0

G
∣

∣

ξ=0
x=0

µ(η)dη −
∫ t

0

Gξ

∣

∣

ξ=l
x=0

u(l, η)dη.

В монографии [3, с. 116] отмечено, что функция Грина G(x, t, ξ, η) беско-
нечно дифференцируема по своим аргументам. А поэтому, учитывая глад-
кость известных функций, можно утверждать, что Φ(t) ∈ C[0, T ].

Рассмотрим интеграл

T1 =

∫ t

0

k(t, η)

(t− η)1/2
Iα,β,γ
0+

u(0, η)dη

из (7). Покажем, что

T1 =

∫ t

0

u(0, s)K1(t, s)ds, (8)

где

K1(t, s) =
1

Γ(α)

∫ s

t

k(t, η)

(t− η)1/2
η−α−β(η − s)α−1F

(

α+ β,−γ, α;
η − s

η

)

dη,

и справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. Если 0 < α < 1/2, то справедливы оценки

|K1(t, s)| 6
const

tα+β(t− s)1/2−α
при β < 0, α+ β > 0; (9)

|K1(t, s)| 6
const

tαsβ(t− s)1/2−α
при β > 0. (10)

Док а з ат е л ь ств о. Пусть

M1 = sup
06t6T

k(t, η) и M2 = supF
(

α+ β,−γ, α;
η − s

η

)

,

тогда для функции K1(t, s) получаем оценку

|K1(t, s)| 6
M1M2

Γ(α)

∫ t

s
η−α−β(t− η)−1/2(η − s)α−1dη.

Выполним в интеграле замену η = t− (t− s)z, изменим порядок интегри-
рования и воспользуемся формулой интегрального представления гипергео-
метрической функции [4]. Тогда получим, что T1 действительно представимо
в виде (8), а для функции K1(t, s) справедливо неравенство

|K1(t, s)| 6
M1M2

√
π

Γ(α+ 1/2)
t−α−β(t− s)α−1/2F

(

α+ β, 1/2, α + 1/2;
t− s

t

)

. (11)

Предположим, что β < 0, 0 < α < 1/2, α+β > 0. Тогда из (11) для K1(t, s)
получим оценку (9).
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Пусть теперь β > 0, 0 < α < 1/2. На основании формулы автотрансфор-
мации для гипергеометрической функции Гаусса:

F (a, b; c; z) = (1− z)c−a−bF (c− a, c− b; c; z), | arg(1− z)| < π

для функции K1(t, s) имеем неравенство

|K1(t, s)| 6
M1M2

√
π

Γ(α+ 1

2
)
s−βt−α(t− s)α−1/2F

(

α+ β, 1/2, α + 1/2;
t− s

t

)

,

из которого получаем оценку (10). �

Рассмотрим теперь интеграл

T2 =

∫ t

0

m(t, η)

(t− η)1/2
Iα,β,γ
0+

u(0, η)dη.

Аналогично покажем, что

T2 =

∫ t

0

u(0, s)K2(t, s)ds, (12)

где

K2(t, s) =
1

Γ(α)

∫ s

t

m(t, η)

(t− η)1/2
η−α−β(η − s)α−1F

(

α+ β,−γ, α;
η − s

η

)

dη,

и имеет место следующая лемма.

Лемма 2. Если 0 < α < 1/2, то справедливы оценки

|K2(t, s)| 6
const

tα+β(t− s)1/2−α
при β < 0, α+ β > 0; (13)

|K2(t, s)| 6
const

tαsβ(t− s)1/2−α
при β > 0. (14)

Док а з ат е л ь ств о. Пусть M3 = sup
06t6T

k(t, η), тогда для функции K2(t, s)

получаем оценку

|K2(t, s)| 6
M2M3

Γ(α)

∫ t

s
η−α−β(t− η)−1/2(η − s)α−1dη.

Далее, поступая как в лемме 1, нетрудно убедиться в справедливости оценок
(13), (14) для K2(t, s). �

Используя формулы (8) и (12) в уравнении (7) и учитывая оценки (9),
(10) и (13), (14) для функций K1(t, s) и K2(t, s) соответственно, заключа-
ем, что при 0 < α < 1/2 это уравнение является интегральным уравнением
Вольт’ерра второго рода со слабой особенностью, которое однозначно и без-
условно разрешимо [5].
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Основной результат работы сформулируем в виде следующей теоремы.

Теорема. Пусть выполняются условия

0 < α < 1/2, β < 0, α+ β > 0, либо 0 < α < 1/2, β > 0.

Тогда задача (1)–(4), где ϕ(x) ∈ C1[0, l], ϕ1(t) ∈ C1[0, T ], µ(t) ∈ C1[0, T ],
разрешима в указанном классе функций и притом единственным образом.

Замечания. Обобщённый оператор дробного интегро-дифференцирования

в смысле М. Сайго (Iα,β,γ
0+

f)(x) при β = 0 сводится к оператору Кобера—
Эрдейи [6]:

(Eα,β
0+

ϕ)(x) =
x−α−β

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1tβϕ(t) dt, α > 0.

В данном случае выражение (7) принимает вид

u(0, t) =

∫ t

0

k(t, η)

(t− η)1/2
Eα,β

0+
u(0, η)dη +

∫ t

0

m(k, η)

(t− η)1/2
Eα,β

0+
u(0, η)dη+

+

∫ t

0

u(0, η)dη

∫ l

0

G
∣

∣

x=0
dξ +Φ(t).

При рассмотрении интегралов

T3 =

∫ t

0

k(t, η)

(t− η)1/2
Eα,β

0+
u(0, η)dη, T4 =

∫ t

0

m(t, η)

(t− η)1/2
Eα,β

0+
u(0, η)dη,

поступая, как в лемме 1, убеждаемся в справедливости следующего утвер-
ждения.

Лемма 3. Если 0 < α < 1/2, то для функций

K3(t, s) =

∫ t

s
k(t, η)sβ(t− η)−1/2η−α−β(η − s)α−1dη,

K4(t, s) =

∫ t

s
m(t, η)sβ(t− η)−1/2η−α−β(η − s)α−1dη

справедливы следующие оценки (i = 3, 4):

|Ki(t, s)| 6
const

tα+βs−β(t− s)1/2−α
при β < 0, α+ β > 0;

|Ki(t, s)| 6
const

tα(t− s)1/2−α
при β > 0.

Обобщённый оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле

М. Сайго (Iα,β,γ
0+

f)(x) при −1/2 < α < 0 и β = −α сводится к оператору
дробного дифференцирования Римана—Лиувилля. Данный случай рассмот-
рен в работе А. А. Керефова, Р. М. Кумышева [2].
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The existence of a unique solution of the non-classical boundary value problem for the
heat equation, the loaded value of the desired function u(x, y) on the boundary x = 0
of the rectangular area Ω = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} was proved. One of the
boundary conditions of the problem has a generalized operator of fractional integro-
differentiation in the sense of Saigo. Using the properties of the Green function of
the mixed boundary value problem and the specified boundary condition, the problem
reduces to an integral equation of Volterra type with respect to the trace of the desired
function u(0, t). It is shown that the equation is Volterra integral equation of the second
kind with weak singularity in the kernel, which is unambiguously and unconditionally
solvable. The main result is given in the form of the theorem. The special case is con-
sidered, where the generalized operator of fractional integro-differentiation of M. Saigo
in the boundary condition reduces to the operator of Kober–Erdeyi. In this case, the
existence of an unique solution of the boundary value problem is justified.
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