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Уравнения математической физики

УДК 519.635

О СХОДИМОСТИ ИТЕРАЦИОННОГО ПРОЦЕССА ДЛЯ
ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО
ПОРЯДКА С НЕЛОКАЛЬНЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ
В МНОГОМЕРНОЙ ОБЛАСТИ
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Рассматривается нелокальная краевая задача для псевдопараболического уравне-
ния третьего порядка в многомерной области. С помощью итерационного ме-
тода решение нелокальной краевой задачи сводится к решению последователь-
ности локальных задач. Получена априорная оценка сходимости итерационного
метода в норме W

1

2 (G).

Ключевые слова: краевые задачи, нелокальное условие, априорная оценка, итера-
ционный процесс, уравнение третьего порядка, псевдопараболическое уравнение.

В замкнутом цилиндре QT = G× [0 6 t 6 T ], основанием которого явля-
ется p-мерный прямоугольный параллелепипед

G = {x = (x1, . . . , xp) : 0 6 xα 6 lα, α = 1,2, . . . , p}

с границей Γ, G = G ∪ Γ, рассматривается нелокальная краевая задача

ut = Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

Πα(x, t) = β−α(x, t)u(x1, ..., xα−1, lα, xα+1, ..., xp, τ)+

+

∫ t

0
ρ−α(t, τ)u(x1, ..., xα−1, lα, xα+1, ..., xp, τ)dτ − µ−α(x, t), при xα = 0, (2)

−Πα(x, t) = β+α(x, t)u(x1, ..., xα−1,0, xα+1, ..., xp, τ)+

+

∫ t

0
ρ+α(t, τ)u(x1, ..., xα−1,0, xα+1, ..., xp, τ)dτ − µ+α(x, t), при xα = lα, (3)

u(x,0) = u0(x), x ∈ G, (4)

где Lu =
∑p

α=1 Lαu, Lαu =
(

kα(x, t)uxα

)

xα

+
(

ηα(x, t)uxαt

)

xα

+ rα(x, t)uxα
−

− qα(x, t)u; 0 < c0 6 ηα(x, t); kα(x, t) 6 c1; |ηαt|, |rα|, |qα|, |β−α|, |β+α|,
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|ρ−α(t, τ)|, |ρ+α(t, τ)| 6 c2; Πα(x, t) = kα(x, t)uxα
+ηα(x, t)uxαt — полный поток;

c0, c1, c2 — положительные постоянные; ρ−α(t, τ), ρ+α(t, τ)— функции, непре-
рывные на [0, T ]; 0 6 τ 6 t; α = 1, p; QT = G× [0 < t 6 T ].

Относительно коэффициентов задачи (1)–(4) предположим, что они об-
ладают таким количеством непрерывных производных, которое необходимо
для обеспечения нужной гладкости решения u(x, t) в цилиндре QT . Для обес-
печения нужной гладкости u(x, t) вблизи границы потребуем для (1)–(4) вы-
полнения условий сопряжения нужного порядка. В качестве одного из спосо-
бов решения задачи (1)–(4) рассмотрим итерационный метод [1–4], который
сводит решение нелокальной краевой задачи к решению последовательности
локальных задач.

Итерационный процесс для задачи (1)–(4) будем строить следующим об-
разом:

s+1
ut = L

s+1
u +f(x, t), (x, t) ∈ QT , (5)

s+1
Π α(x, t) = β−α(x, t)

s
u(x1, ..., xα−1, lα, xα+1, ..., xp, τ)+

+

∫ t

0
ρ−α(t, τ)

s
u(x1, ..., xα−1, lα, xα+1, ..., xp, τ)dτ − µ−α(x, t), при xα = 0, (6)

−
s+1
Π α(x, t) = β+α(x, t)

s
u(x1, ..., xα−1,0, xα+1, ..., xp, τ)+

+

∫ t

0
ρ+α(t, τ)

s
u(x1, ..., xα−1,0, xα+1, ..., xp, τ)dτ − µ+α(x, t), при xα = lα, (7)

s+1
u (x,0) = u0(x), x ∈ G, (8)

где s = 0, 1, 2, . . . — итерационный индекс. В качестве нулевого приближения
0
u можно взять, например, значение решения в начальный момент времени
u0(x).

Пусть
s+1
z =

s+1
u −u— погрешность метода (5)–(8), где u— решение зада-

чи (1)–(4). Тогда, подставляя
s+1
u =

s+1
z +u в (5)–(8), получим задачу для

погрешности
s+1
z :

s+1
zt = L

s+1
z , (x, t) ∈ QT , (9)

s+1
Π α(x, t) = β−α(x, t)

s
z(x1, ..., xα−1, lα, xα+1, ..., xp, τ)+

+

∫ t

0
ρ−α(t, τ)

s
z(x1, ..., xα−1, lα, xα+1, ..., xp, τ)dτ, при xα = 0, (10)

−
s+1
Π α(x, t) = β+α(x, t)

s
z(x1, ..., xα−1,0, xα+1, ..., xp, τ)+

+

∫ t

0
ρ+α(t, τ)

s
z(x1, ..., xα−1,0, xα+1, ..., xp, τ)dτ, при xα = lα, (11)
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s+1
z (x,0) = 0, 0 6 x 6 l, (12)

где

L
s+1
z =

p
∑

α=1

Lα

s+1
z , Lα

s+1
z =

(

kα
s+1
z
xα

)

xα

+
(

ηα
s+1
z
xαt

)

xα

+ rα
s+1
z
xα

−qα
s+1
z .

Введём скалярное произведение и норму:

(

u, v
)

=

∫

G

uvdx, (z, z) = ‖z‖20, (z, z) =

∫

G

z2dx,

z2x =

p
∑

α=1

z2xα
, ‖z‖2L2(0,lα)

=

∫ lα

0
z2(x, t)dxα.

Для оценки решения задачи (9)–(12) умножим уравнение (9) скалярно на
s+1
z :

( s+1
zt ,

s+1
z

)

=

( p
∑

α=1

(

kα
s+1
zxα

)

xα

,
s+1
z

)

+

( p
∑

α=1

(

ηα
s+1
zxαt

)

xα

,
s+1
z

)

+

+

( p
∑

α=1

rα(x, t)
s+1
zxα

,
s+1
z

)

−

( p
∑

α=1

qα(x, t)
s+1
z ,

s+1
z

)

. (13)

Преобразуем интегралы, входящие в тождество (13):

(

s+1
zt ,

s+1
z

)

=

∫

G

s+1
zt

s+1
z dx =

1

2

d

dt
‖
s+1
z ‖20, (14)

( p
∑

α=1

(

kα(x, t)
s+1
zxα

)

xα

,
s+1
z

)

=

∫

G

p
∑

α=1

(

kα(x, t)
s+1
zxα

)

xα

s+1
z dx =

=

p
∑

α=1

∫

G

(

kα(x, t)
s+1
zxα

)

xα

s+1
z dx =

=

p
∑

α=1

∫

G′

s+1
z kα(x, t)

s+1
zxα

∣

∣

∣

∣

lα

0

dx′ −

p
∑

α=1

∫

G

kα(x, t)
(

s+1
zxα

)2
dx, (15)

( p
∑

α=1

(

ηα(x, t)
s+1
zxαt

)

xα

,
s+1
z

)

=

∫

G

p
∑

α=1

(

ηα(x, t)
s+1
zxαt

)

xα

s+1
z dx =

=

p
∑

α=1

∫

G

(

ηα(x, t)
s+1
zxαt

)

xα

s+1
z dx =

p
∑

α=1

∫

G′

s+1
z ηα(x, t)

s+1
zxαt

∣

∣

∣

∣

lα

0

dx′−

−
1

2

d

dt

p
∑

α=1

∫

G

ηα(x, t)
(

s+1
zxα

)2
dx+

1

2

p
∑

α=1

∫

G

ηαt(x, t)
(

s+1
zxα

)2
dx. (16)
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Остальные слагаемые в правой части (13) оценим с помощью неравенства
Коши:

( p
∑

α=1

rα(x, t)
s+1
zxα

,
s+1
z

)

=

∫

G

p
∑

α=1

rα
s+1
zxα

s+1
z dx =

p
∑

α=1

∫

G

rα
s+1
zxα

s+1
z dx 6

6
c2

2

p
∑

α=1

∫

G

(

s+1
zxα

)2
dx+

c2

2

p
∑

α=1

∫

G

(

s+1
z

)2
dx, (17)

−

( p
∑

α=1

qα(x, t)
s+1
z ,

s+1
z

)

= −

∫

G

p
∑

α=1

qα(x, t)
(

s+1
z

)2
dx =

= −

p
∑

α=1

∫

G

qα(x, t)
(

s+1
z

)2
dx 6 c2

p
∑

α=1

∫

G

(

s+1
z

)2
dx, (18)

где G′ = {x′ = (x1, x2, . . . , xα−1, xα+1, . . . , xp) : 0 < xk < lk, k = 1, 2, . . . ,
α− 1, α+ 1, . . . , p}, dx′ = dx1dx2 · · · dxα−1dxα+1 · · · dxp. Подставляя (14)–(18)
в тождество (13), получаем неравенство

1

2

d

dt
‖
s+1
z ‖20 +

1

2

d

dt

p
∑

α=1

∫

G

ηα(x, t)
(

s+1
zxα

)2
dx+

p
∑

α=1

∫

G

kα(x, t)
(

s+1
zxα

)2
dx 6

6

p
∑

α=1

∫

G′

s+1
z

(

kα
s+1
zxα

+ηα
s+1
zxαt

)
∣

∣

∣

∣

lα

0

dx′ +
1

2

p
∑

α=1

∫

G

ηαt(x, t)
(

s+1
zxα

)2
dx+

+
c2

2

p
∑

α=1

∫

G

(

s+1
zxα

)2
dx+

3c2
2

p
∑

α=1

∫

G

(

s+1
z

)2
dx. (19)

Учитывая краевые условия (10), (11), второе слагаемое в правой части (19)
оценим так [5]:

p
∑

α=1

∫

G′

s+1
z

(

kα
s+1
zxα

+ηα
s+1
zxαt

)
∣

∣

∣

∣

lα

0

dx′ =

=

p
∑

α=1

∫

G′

(s+1
Π α(x, t)

s+1
z |xα=lα −

s+1
Π α(x, t)

s+1
z |xα=0

)

dx′ =

= −

p
∑

α=1

∫

G′

(

β+α(x, t)
s
z(x, τ) +

∫ t

0
ρ+α(t, τ)

s
z(x, τ)dτ

)

|xα=0
s+1
z |xα=lαdx

′−

−

p
∑

α=1

∫

G′

(

β−α(x, t)
s
z(x, τ) +

∫ t

0
ρ−α(t, τ)

s
z(x, τ)dτ

)

|xα=lα

s+1
z |xα=0dx

′
6

6 M1

(

‖
s+1
z ‖20+‖

s+1
zx ‖20

)

+M2

[

‖
s
z ‖20+‖

s
zx ‖

2
0+

∫ t

0

(

‖
s
z ‖20+‖

s
zx ‖

2
0

)

dτ

]

. (20)
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Тогда из (19) с учётом (20) находим

1

2

d

dt
‖
s+1
z ‖20 +

1

2

d

dt

p
∑

α=1

∫

G

ηα(x, t)
(

s+1
zxα

)2
dx+

p
∑

α=1

∫

G

kα(x, t)
(

s+1
zxα

)2
dx 6

6 M3

(

‖
s+1
z ‖20+‖

s+1
zx ‖20

)

+M2

[

‖
s
z ‖20+‖

s
zx ‖

2
0+

∫ t

0

(

‖
s
z ‖20+‖

s
zx ‖

2
0

)

dτ

]

. (21)

Проинтегрируем (21) по τ от 0 до t:

‖
s+1
z ‖20 + ‖

s+1
zx ‖20 + ‖

s+1
zx ‖22,Qt

6 M4

∫ t

0

(

‖
s+1
z ‖20 + ‖

s+1
zx ‖20

)

dτ+

+M5

[
∫ t

0

(

‖
s
z ‖20 + ‖

s
zx ‖

2
0

)

dτ +

∫ t

0

∫ τ

0

(

‖
s
z ‖20 + ‖

s
zx ‖

2
0

)

dτ1dτ

]

. (22)

Второе слагаемое в правой части (22) оценим следующим образом:

∫ t

0

∫ τ

0

(

‖
s
z ‖20 + ‖

s
zx ‖

2
0

)

dτ1dτ 6 T

∫ t

0

(

‖
s
z ‖20 + ‖

s
zx ‖

2
0

)

dτ.

Учитывая последнее неравенство, из (22) получим

‖
s+1
z ‖20 + ‖

s+1
zx ‖20 6

6 M4

∫ t

0

(

‖
s+1
z ‖20 + ‖

s+1
zx ‖20

)

dτ +M6

∫ t

0

(

‖
s
z ‖20 + ‖

s
zx ‖

2
0

)

dτ. (23)

Обозначая

F (t) = M6

∫ t

0

(

‖
s
z ‖20 + ‖

s
zx ‖

2
0

)

dτ

и применяя к неравенству (23) лемму Гронуолла, получим оценку

∫ t

0

(

‖
s+1
z ‖20 + ‖

s+1
zx ‖20

)

dτ 6 TeM4tF (t)

и, следовательно,

‖
s+1
z ‖20 + ‖

s+1
zx ‖20 6 TM(t)

∫ t

0

(

‖
s
z ‖20 + ‖

s
zx ‖

2
0

)

dτ 6

6 TM(T )

∫ T

0

(

‖
s
z ‖20 + ‖

s
zx ‖

2
0

)

dτ. (24)

Из (24) имеем

max
06t6T

‖
s+1
z ‖2

W 1

2
(G) 6 TM(T )

∫ T

0

(

‖
s
z ‖20 + ‖

s
zx ‖

2
0

)

dτ 6

6 T 2M(T ) max
06t6T

‖
s
z ‖2

W 1

2
(G). (25)

117



М. Х. Б ешт о ко в

Продолжая неравенство (25) вправо, получим

max
06t6T

‖
s+1
z ‖2

W 1

2
(G) 6 T 2M(T ) max

06t6T
‖

s
z ‖2

W 1

2
(G) 6

6

(

T 2M(T )
)2

max
06t6T

‖
s−1
z ‖2

W 1

2
(G) 6 · · · 6

(

T 2M(T )
)s+1

max
06t6T

‖
0
z ‖2

W 1

2
(G).

В итоге получаем оценку погрешности итерационного метода (9)–(12):

max
06t6T

‖
s+1
u −u‖2

W 1

2
(G) 6

(

T 2M(T )
)s+1

max
06t6T

‖
0
u−u‖2

W 1

2
(G). (26)

Из оценки (26) следует, что при T 2M(T ) < 1 итерационный метод (9)–(12)
сходится в норме W 1

2 (G). Сходимость итерационного процесса может быть
обеспечена за счёт малости времени T , то есть сходимость будет только в
малом.

Следует отметить, что полученные в данной работе результаты справед-
ливы и в случае, когда в уравнении (1) Lαu имеет другой вид:

Lαu =
(

kα(x, t)uxα

)

xα

+
(

ηα(x, t)uxα

)

xαt
+ rα(x, t)uxα

− qα(x, t)u.
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