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Сложные аналитические решения задач циклического контактного теплообме-
на в форме систем интегральных уравнений приведены к критериальному ви-
ду и экономным численным анализом преобразованы в полиномиальные модели
на основе применения методологии планирования эксперимента. Аппроксима-
ция искомых функций осуществлялась по дискретным точкам с использованием
формул Бонне. Вычисления показали достаточно быструю сходимость прибли-
жений и в практических расчётах, как правило, использовалось 7–11 итераций.
Получены 13 критериальных уравнений регрессионного типа, содержащие наибо-
лее важные и разнородные по составу и структуре образования характеристики
квазиустановившейся стадии циклического контактного теплообмена. Оценка
адекватности моделей выполнена с помощью множественного коэффициента
корреляции.

Ключевые слова: циклический контактный теплообмен, система интегральных
уравнений, планирование вычислительного эксперимента, модели регрессионного
типа.

Вопросы управления и оптимизации большой группы процессов техно-
логической теплофизики (это прежде всего процессы горячей обработки ме-
таллов давлением) связаны с необходимостью решения задач циклического
контактного теплообмена (ЗЦКТ) с чередующимися во времени краевыми
условиями (IV⇄II) (или (IV⇄III), (IV⇄I)) рода на контактной поверхности.
В задачах подобного класса автоматически возникают вопросы учёта и описа-
ния отдельно или совместно действующих разнородных тепловых источников
как в зонах контактирования объектов, так и в зонах их пространственной
аккумуляции. К последним следует прежде всего отнести тепловые потоки
qv от трения тел по контактной поверхности, тепловые потоки qw от пла-
стического формоизменения отдельных элементов и тепловые потоки qf от
начального теплосодержания элементов контактной системы. В аналитиче-
ском плане некоторые из указанных выше задач для произвольного цикла
контактирования и квазиустановившейся стадии циклического контактного
теплообмена (ЦКТ) решены в [1–3].

Однако для численной проработки и последующего анализа указанные
решения в том виде, в котором они представлены после интегрирования соот-
ветствующих краевых задач теплопроводности, обладают целым рядом прин-
ципиальных недостатков. В частности, итоговые решения ЗЦКТ получены
не в традиционной функциональной форме, содержащей явную зависимость
теплофизических характеристик от исследуемых факторов, а в виде систем
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интегральных уравнений Фредгольма.
Соответственно, возникает необходимость использования основных поло-

жений безразмерного параметрического анализа [4] в рамках реализуемого
вычислительного эксперимента с одновременным привлечением для реше-
ния поставленных задач методов теории планирования эксперимента [5–9].
Эти методы широко и успешно применяются в области чисто эксперимен-
тальных исследований. Вместе с тем априори можно полагать, что в качестве
числовой информации, которая закладывается в матрицу планирования, мо-
гут использоваться не только экспериментальные данные, но и результаты
пассивного численного анализа аналитических решений.

С учётом изложенного применим методику активного вычислительно-
го эксперимента для описания температурного режима контактной системы
«металлозаготовка – пограничный слой – инструмент» при действии цик-
лического теплового источника qf от нагретой металлозаготовки [1]. С этой
целью запишем систему двух интегральных уравнений Фредгольма относи-

тельно искомых функций f
(∞)
s0 (x) и q

(∞)
z (t), полученную в [1] для квазиустано-

вившейся стадии ЦКТ (число циклов контактирования m→ ∞) при действии
теплоисточника qf :

– температурное распределение в инструменте перед началом контакти-
рования:

f
(∞)
s0 (x) =

2as
λs

∞
∑

n=1

U2
nCn(x)

exp (asU2
nτ

+)− 1

∫ τc

0
q(∞)
z (τ) exp

(

asU
2
nτ

)

dτ, (1)

где

Cn(x) =
λsUn cosUn(ls − x) + αs sinUn(ls − x)

U2
n [λslsUn cosUnls + (λs + αsls) sinUnls]

;

– тепловой поток в зоне контактирования:

q(∞)
z (t) =

2as
λs

∞
∑

n=1

µn sinµn

{

f0z

(

H∗

µn
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µn
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1
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µn
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)

+

+
1

ls

∫ ls

0
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(∞)
s0 (ξ)

[

µn
H∗Bis

cos
µn
H∗

(

1−
ξ

ls

)

+

+ sin
µn
H∗

(

1−
ξ

ls

)]

dξ

}

exp

(

−
µ2n
H∗2

Fos

)

. (2)

В уравнениях (1), (2) введены следующие обозначения: µn, Un — корни
соответствующих трансцендентных уравнений, полученных в [1]; индекс z
присваивается всем величинам, относящимся к заготовке, индекс s— инстру-
менту; x, t— пространственная и временная переменные, Fos = ast/l

2
s — кри-

терий Фурье.
Остальные величины являются постоянными в процессе ЦКТ: λs, λz, as,

az, ls, lz — коэффициенты теплопроводности, температуропроводности и тол-
щина инструмента и заготовки соответственно; длительность цикла τ+ = τc+
+ τr состоит из контактного периода τc и неконтактного периода (паузы) τr;
αs — коэффициент поверхностного теплообмена между инструментом и окру-
жающей средой (по плоскости x = ls); α

+ = 1/ρ— условный коэффициент
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теплообмена в зоне контакта (x = 0) между инструментом и заготовкой в
период контактирования τc (выражается через термическое сопротивление ρ

пограничного слоя между контактирующими телами); H∗ = (lz/ls)
√

as/az —
безразмерный критерий, характеризующий темп перестройки температурной
обстановки в инструменте по отношению к заготовке; Bis = αs/(λsls), Bi

+
z =

= α+/(λzlz)— критерии Био.
Для общности теплофизического анализа выполним его в пространстве

безразмерных комплексов [4]. С этой целью систему интегральных уравнений
(1), (2) запишем в безразмерном виде:

f̂
(∞)
s0 (δsKf )

r
min = 2
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∞
∑
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В уравнениях (3), (4) введены следующие обозначения: Un, µn — корни со-
ответствующих характеристических уравнений, полученных в [1], явные вы-
ражения этих уравнений и функции ψ−1

f (µn) ввиду их громоздкости здесь

не приводятся; Kε = (λz/λs)
√

as/az — безразмерный критерий, характери-
зующий тепловую активность заготовки по отношению к инструменту; ин-
дексы f , q относятся к величинам, дискретизация которых осуществляется

по пространственной переменной и времени соответственно; f̂
(∞)
s0 (δsKf )

r
min =

= (f
(∞)
s (δsKf )

r
min)/f

0
z — безразмерная минимальная температура по сечению

инструмента в момент начала контактирования на квазиустановившейся ста-
дии; f0z — начальная постоянная температура заготовки; δs = ∆ls = ls/K

∗

f —
длина шага разбиения толщины инструмента ls при общем числе интервалов

разбиенияK∗

f = 10 (Kf = 0, 1, 2, . . . ,K∗

f ); Ki
(∞)
z (∆Fo

c
sKq) =

(

q
(∞)
s (∆Fo

c
sKq)lz

)

×

×(λzf
0
z )

−1 — критерий Кирпичёва, содержащий поток взаимного теплообмена

q
(∞)
s (∆Fo

c
sKq) между заготовкой и инструментом; ∆Fo

c
s = (as∆τc)/l

2
s — дли-

на (критериальная) шага разбиения временного этапа контактирования Fo
c
s

при общем числе интервалов разбиения K∗

q = 10 (Kq = 0, 1, 2, . . . ,K∗

q ); ∆τc =

= τc/K
∗

q ; Focs = asτc/l
2
s , Fo

r
s = asτr/l

2
s , Fo

+
s = asτ

+/l2s — безразмерные числа
Фурье.
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Специально подобранные фиксированные числа Kb
f , Kb

q (числа Бонне)

согласно применяемым формулам Бонне [10] для соответствующих десяти
основных интервалов разбиения с шагом δs, ∆Fo

c
s устанавливались числен-

но (в нашем случае — из требования удовлетворения условиям неидеального
контакта между заготовкой и инструментом в центре плана выполняются
условия 0 < Kb

f < 1, 0 < Kb
q < 1).

Дополнительно по результатам решения системы уравнений (3), (4) рас-
считывались температурные поля в отдельных элементах контактной систе-
мы как в период контакта, так и во время паузы, которые затем учитывались
при составлении итоговых регрессионных моделей. Например, для инстру-
мента — наиболее важного по соображениям эксплуатационной надежности
элемента при известном тепловом потоке q(∞)(t) температурные поля опре-
делялись по следующим формулам:

а) для интервала контактирования

T ∗

c (x, tc) =
2as
λs

∞
∑

n=1

U2
nCn(x) exp(−asU

2
ntc)×

×

[
∫ tc

0
q(∞)(τ) exp

(

asU
2
nτ

)

dτ−

−
[

1− exp
(

asU
2
nτ

+
)]

−1

∫ τc

0
q(∞)(τ) exp

(

asU
2
nτ

)

dτ

]

, tc ∈ [0, τc];

б) для неконтактного периода

T ∗

r (x, tr) =
2as
λs

∞
∑

n=1

U2
nCn(x) exp

[

−asU
2
n (τc + tr)

]

×

×
[

1− exp(−asU
2
nτ

+)
]

−1
∫ τc

0
q(τ) exp

(

asU
2
nτ

)

dτ, tr ∈ [τc, τ
+].

Система (3), (4) решалась методом последовательных приближений, про-
цесс итераций заканчивался при максимальном 3%-ном расхождении двух по-

следовательных приближений величины критерия Ki
(∞)
z (∆Fo

c
sKq). Аппрок-

симация искомых функций f̂
(∞)
s0 (δsKf )

r
min, Ki

(∞)
z (∆Fo

c
sKq) осуществлялась по

дискретным точкам с использованием формул Бонне [10], которые в сово-
купности составляют содержание второй теоремы о среднем значении и эф-
фективно используются для приближенного вычисления интегралов от про-
изведения функций, принадлежащих классу C[0,∞). Вычисления показали
достаточно быструю сходимость приближений, и в практических расчётах,
как правило, использовалось 7–11 итераций.

Следует особо подчеркнуть, что в работе с целью поиска более эффек-
тивного и экономного численного алгоритма использовались различные ва-
рианты обобщения формул Бонне. Обобщение основных формул Бонне [10]
на дискретный промежуток [x0, xn] (xi < xi+1; i = 0, 1, . . . , n−1), содержащий
n частей, позволило получить две практически важные аппроксимационные
формулы, которые из всех рассмотренных вариантов по числу производимых
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итераций оказались для нашего случая наиболее приемлемыми. Приведём
указанные формулы.

1. Для монотонно убывающей положительной функции f(x) > 0 (этому
условию соответствует температурное распределение в инструменте при
m→ ∞) и интегрируемой ϕ(x) имеем

∫ xn

x0

f(x)ϕ(x)dx =
n−1
∑

i=0

∫ xi+1

xi

f(x)ϕ(x)dx =

=

n−1
∑

i=0

f(xi)
[

Φ(x0 +∆x(i+ K̄))−Φ(xi)
]

, Φ′(x) = ϕ(x),

ξi+1 = x0+∆x(i+ K̄) (i = 0, 1, . . . , n−1)— внутренние точки Бонне [10];
xi 6 ξi+1 6 xi+1; ∆x = (xn − x0)/n, 0 6 Ki+1 6 1— числа Бонне для
каждого (i + 1)-го интервала; min

i
Ki+1 6 K̄ 6 max

i
Ki+1 (K̄ = const)—

число Бонне для всего промежутка [x0, xn].
2. Для монотонно возрастающей положительной функции f(x) > 0 (этому

условию соответствует возрастающий во времени тепловой поток в зоне
контакта заготовки с инструментом при m→ ∞) и интегрируемой ϕ(x)
имеем

∫ xn

x0

f(x)ϕ(x)dx =

n−1
∑

i=0

∫ xi+1

xi

f(x)ϕ(x)dx =

=
n
∑

i=1

f(xi)
[

Φ(xi)− Φ(x0 +∆x(i− 1 + K̄))
]

,

ξi = x0 + ∆x(i − 1 + K̄) (i = 1, 2, . . . , n)— внутренние точки Бонне;
xi−1 6 ξi 6 xi; ∆x = (xn − x0)/n, 0 6 Ki 6 1— числа Бонне для
каждого i-того интервала; min

i
Ki 6 K̄ 6 max

i
Ki (K̄ = const)— число

Бонне для всего промежутка [x0, xn].

При расчётах в качестве варьируемых факторов были задействованы все
безразмерные комплексы (критерии), входящие в правые части уравнений
(3), (4) и других уравнений в критериальной форме с параметрами оптими-
зации y1, y2, . . . , y13, явное описание которых приводится ниже. Измеряемые
физические и технологические параметры процесса, содержащиеся в крите-
риях, а также области их достаточно широкого изменения заимствованы из
различных источников [11–13] и представлены в табл. 1. Предельные значе-
ния коэффициентов теплоотдачи α, указанные в табл. 1, не могут быть до-
стигнуты в условиях реального технологического процесса, поэтому имеют
теоретическое значение: при α+ → ∞ возникает идеальный тепловой кон-
такт между контактирующими телами, а при αs → ∞ температура внешней
поверхности инструмента (x = ls) совпадает с температурой охлаждающей
среды. На основе приведенных в табл. 1 данных вычислялись границы изме-
нения выбранных факторов ЦКТ в безразмерной форме.
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Таблица 1
Пределы варьирования физических и технологических параметров

Параметры az · 10
5 as · 10

5 λz λs lz · 103 ls · 10
3 α+ αs τc τ+

Размерность м2/с Вт/(м·К) м Вт/(м2
·К) с

min 0,3 0,49 16,75 16,75 5 2 4187 4,2 1 5
max 0,6 0,98 33,5 33,5 20 10 ∞ ∞ 30 50

Величины, выбранные в качестве независимых переменных (варьируемых
факторов x1, x2, . . ., x6), а также их уровни (согласно общепринятой схеме
планирования экспериментов [5–9]) приведены в табл. 2.

Следует особо отметить, что факторы x2 = 1/Bis, x3 = Kε, x4 = H∗,
x6 = Fo

+
s входят в систему уравнений (3), (4) в явном виде, а факторы x1 =

= 1/Bi+z , x5 = τ — в неявном виде, так как x1 входит одновременно в функцию
ψf (µn) и характеристическое уравнение для определения корней µn через
соотношение Bi

+
s = Kε/(H

∗
Bi

+
z ). Фактор x5 содержится в критериях Fo

r
s =

= Fo
+
s (1− τ), Focs = τFo+s , входящих в систему уравнений (3), (4).

Численным значениям критериев Био Bis и Bi
+
z соответствуют знамена-

тели приведенных в табл. 2 дробных выражений (столбцы 2 и 3 таблицы), в
числителе указанных дробных выражений приведены соответствующие кри-
териям Био значения безразмерных термических сопротивлений x1, x2. Пре-
дельные значения критериев Био (Bis → ∞, Bi+z → ∞) имеют аналогичный
теплофизический смысл, что и параметры α+, αs в табл. 1.

В качестве матрицы планирования выбрана матрица центрального компо-
зиционного ротатабельного униформ-планирования [5–7]. Планы такого рода
для описания областей, близких к оптимуму (почти стационарной области),
предпочтительнее, чем ортогональные планы, так как обладают свойством
ротатабельности — равномерного распределения информации о процессе при
движении от центра плана в любом направлении. Отказ от ортогонального
планирования связан с определённым усложнением расчётов.

Использована ниже следующая структура плана.
1. Полуреплика полного факторного эксперимента — 2k−1 (k = 6) [5–8],

заданная генерирующим соотношением x6 = x1 · x2 · x3 · x4 · x5 и, сле-
довательно, определяющим контрастом 1 = x1 · x2 · x3 · x4 · x5 · x6, со-
держащая 32 опыта (xi — кодовые обозначения варьируемых факторов
согласно табл. 2). Возможность использования этой полуреплики обу-
словлена тем, что в ней остаются несмешанными линейные эффекты и
парные взаимодействия [5–7].

2. Ядро плана: двенадцать «звёздных» точек с длиной звездного плеча
α = 2,378.

3. Центр плана: девять точек в центре плана (ввиду детерминированности
результатов вычислительного эксперимента реализована одна точка).

4. Общее количество численных опытов в плане — 53.
Условия реализации численных опытов представлены в табл. 2, на основе

которой составлена матрица планирования вычислительного эксперимента.
Ввиду большой размерности матрицы планирования (содержит 53 строки и
42 столбца) она вместе с результатами численного эксперимента (значениями
всех 13 параметров оптимизации y1 ÷ y13 ) в данной работе не приведена.

В качестве параметров оптимизации, обозначенных y1, y2, . . ., y13, приня-
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Таблица 2
Условия проведения численного эксперимента для задачи циклического контактного теплообмена с учётом инициирования теплоты

нагретой металлозаготовки

x1 =
(

Bi
+
s

)

−1
x2 = (Bis)

−1 x3 = Kε x4 = H∗ x5 = τ = τc/τ
+ x6 = Fo

+
s

Факторы (термическое (термическое (критерий теп- (температурно- (скважность (критериальная
(безразмерные сопротивление сопротивление ловой актив- геометрический процесса цик- длительность
числа и кри- в зоне контак- на внутренней ности контакти- критерий контак- лического кон- единичного

терии) тирования) поверхности рующих тел) тирующих тел) тактирования) цикла)
инструмента)

Основной 0,8

1,25

2000

0,0001уровень, (xi0)
2,035 9,27 0,4 61,37

Интервалы 0,34

2,94

841

0,00119варьирования, (∆xi)
0,67 3,71 0,08 25,71

Верхний 1,14

0,88

2841

0,00035уровень, (+1)
2,705 12,98 0,48 87,08

Нижний 0,46

2,17

1159

0,00086уровень, (−1)
1,365 5,56 0,32 35,86

Верхняя звёздная 1,6

0,625

4000

0,00025точка, (+2,378)
3,62 18,08 0,6 122,5

Нижняя звёздная 0,0

∞

0,0

∞точка, (−2,378)
0,45 0,45 0,2 0,245
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ты все наиболее важные и разнородные по составу и структуре образования
характеристики процесса контактного теплообмена. Соответствующие обо-
значения и краткая характеристика параметров оптимизации y1, y2, . . ., y11
даются ниже:

y1 = f̂
(∞)
s0 (0)rmin — безразмерная температура на гравюре инструмента в на-

чальный момент контактирования на квазиустановившейся стадии;

y2 = T̂
(∞)
fs (0, Focs)— безразмерная температура на гравюре в момент завер-

шения этапа контактирования на квазиустановившейся стадии;

y3 = T̂
(∞)
fz (0, Focs)— безразмерная температура контактной поверхности за-

готовки в момент завершения этапа контактирования на квазиустано-
вившейся стадии;

y4 = Ki
(∞)
z (0)— безразмерное значение теплового потока (критерия Кир-

пичёва) в начальный момент контактирования на квазиустановившейся
стадии;

y5 = Ki
(∞)
z (0)/Ki

(∞)
z (Focs)— коэффициент изменения теплового потока на

этапе контактирования квазиустановившейся стадии процесса;

y6 = T̂
(∞)
fz (1, Focs)— безразмерная температура центра заготовки в момент

завершения этапа контактирования на квазиустановившейся стадии;

y7 = T̂
(∞)
fz (1, Focs)/T̂

(∞)
fz (0, Focs)— коэффициент изменения температуры за-

готовки по сечению в момент завершения этапа контактирования на
квазиустановившейся стадии;

y8 = T̂
(∞)
fz (0, Fos)min — минимальная температура контактной поверхности

заготовки на этапе контактирования квазиустановившейся стадии;

y9 = T̂
(∞)
fs (0, Fos)max — максимальная температура на гравюре на этапе кон-

тактирования квазиустановившейся стадии;

y10 = T̂
(∞)
fs (0,0)/T̂

(∞)
fs (1,0) — коэффициент изменения температуры инстру-

мента по сечению в начальный момент контактирования на квазиуста-
новившейся стадии процесса;

y11 = Ki
(1)
z (0)— безразмерное значение теплового потока (критерий Кирпи-

чёва) в начальный момент первого цикла.
Программой выполнения расчётов предусмотрено также определение ин-

тенсивности теплообмена между заготовкой и штампом в интервале контак-
тирования первого цикла:

y12 = Ki
(1)
z (0)/Ki

(1)
z (Focs)— коэффициент изменения теплового потока на эта-

пе контактирования первого цикла;

y13 = Ki
(1)
z (0)/Ki

(∞)
z (0)— коэффициент изменения теплового потока в на-

чальный момент первого цикла (m = 1) и на квазиустановившейся ста-
дии ЦКТ (характеризует отклонение процесса от режима единичного
цикла).

Температурный режим единичного цикла при ЦКТ характеризуется тем,
что в конце каждого последующего цикла температурное поле совпадает с
исходным температурным распределением (перед началом цикла).

Вычисление коэффициентов b0, bi, bij, bii уравнений регрессионного типа
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(полиномы второй степени)

y = b0 +

k
∑

i=1

bixi +

k
∑

i=1
i<j

bijxixj +

k
∑

i=1

biix
2
i , (5)

где k— число факторов, производилось по специальной программе, состав-
ленной в среде Microsoft Excel. Для этого использовалась предложенная
выше матрица планирования и соответствующие формулы [5]:

b0 =
A

N

[

2λ2(k + 1)

N
∑

j=1

yj − 2λc

k
∑

i=1

N
∑

j=1

x2ijyj

]

; bi =
c

N

N
∑

j=1

xijyj;

bil =
c2

λN

N
∑

j=1

xijxljyj (l > i);

bii =
A

N

{

c2
[

(k + 2)λ− k
]

N
∑

j=1

x2ijyj + c2(1 − λ)
k

∑

i=1

N
∑

j=1

x2ijyj − 2λc
N
∑

j=1

yj

}

;

где k = 6, N = 53, n0 = 9 (n0 — число опытов в центре плана),

λ =
kN

(k + 2)(N − n0)
= 0,9034; c = N ·

( N
∑

j=1

x2ij

)

−1

= 1,2237;

A =
(

2λ [(k + 2)λ− k]
)

−1
= 0,4509.

По разработанной методике реализации численного эксперимента постро-
ено 13 регрессионных моделей полиномиального типа, из которых в качестве
иллюстрации ниже приведено одно уравнение для y1:

y1 = 0,07605973 − 0,02882247x1 + 0,04878578x2 + 0,01539632x3−

− 0,020589x4 + 0,01560497x5 − 0,03950619x6 − 0,00812144x1x2−

− 0,0064455x1x3 + 0,013485x1x4 − 0,00432237x1x5+

+ 0,00056437x1x6 + 0,00164187x2x3 − 0,00768225x2x4+

+ 0,0088865x2x5 − 0,01374812x2x6 − 0,00629544x3x4+

+ 0,00859894x3x5 − 0,00587744x3x6 − 0,00386506x4x5−

− 0,00040231x4x6 + 0,00552994x5x6 + 0,01804052x21+

+ 0,00721053x22 + 0,0099892x23 + 0,00700192x24+

+ 0,00793489x25 + 0,02447375x26 .

Оценка адекватности представления интересующих зависимостей поли-
номами (5) выполнялась по обычной схеме посредством применения множе-
ственного коэффициента корреляции [5], численные значения которого нахо-
дились в интервале [0,95; 1), что свидетельствует о достаточной адекватности
регрессионных моделей полиномиальногого типа в планируемой области из-
менения факторов.
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Таким образом, на основе разработанной методики планирования числен-
ного эксперимента построены в безразмерном виде математические полино-
миальные модели изменения наиболее важных характеристик, определяю-
щих тепловое состояние системы «заготовка – пограничный слой – инстру-
мент» на квазиустановившейся стадии ЦКТ. Полученные модели аппрокси-
мационного типа дают возможность в наглядной и компактной форме всесто-
ронне проанализировать тепловой режим контактного взаимодействия двух
плоских тел в безразмерном многофакторном пространстве с учётом взаим-
ного влияния и значимости каждого из выбранных факторов, а также опре-
делить оптимальные значения параметров.
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