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Дан краткий обзор основных результатов нелинейной механики разрушения,
полученных за последнее десятилетие с помощью асимптотического анализа и
методов возмущений, и обсуждаются асимптотические решения целого класса
задач о трещинах: проблема определения напряжённо-деформированного состо-
яния в окрестности вершины трещины в условиях смешанного нагружения; за-
дача об усталостном распространении трещины с учётом накопления микропо-
вреждений; проблема определения спектра собственных значений в разложени-
ях по собственным функциям напряжений вблизи вершины трещины и углового
выреза, задача построения высших приближений для компонент тензора напря-
жений и связанная с ней проблема нахождения амплитудных коэффициентов,
зависящих от геометрии рассматриваемого образца и системы приложенных
нагрузок.

Ключевые слова: асимптотические методы, нелинейная механика разрушения,
поле напряжений вблизи кончика трещины, нелинейные задачи на собственные
значения.

1. Асимптотический анализ в линейной механике разрушения. Асимптоти-
ческий анализ распределений напряжений, деформаций и перемещений вбли-
зи вершины трещины является одной из фундаментальных задач механики
трещин [1]. Вершина трещины может находиться в упругом материале, пла-
стической зоне или зоне, занятой деформациями ползучести; кончик трещи-
ны может принадлежать линии раздела нескольких изотропных или анизо-
тропных материалов [2]. Все перечисленные факторы усложняют определе-
ние механических полей вблизи устья трещины, и до настоящего времени
многие вопросы, связанные с нахождением напряжённо-деформированного
состояния в нелинейной механике разрушения, остаются открытыми. Так, в
настоящее время в механике трещин и в целом в механике разрушения сло-
жилось понимание процесса разрушения как процесса многомасштабного и
многоуровневого, для описания основных закономерностей которого следу-
ет прибегать к многомасштабным моделям [3–5]. В рамках многоуровневого
подхода процесс разрушения моделируется различными соотношениями на
различных расстояниях от вершины трещины с помощью введения многих
масштабов. При построении решения задачи в целом представления, работа-
ющие на разных расстояниях от кончика трещины, сращиваются в зонах, где
справедливы асимптотики соседних областей. Для понимания многоуровне-
вого или многомасштабного подхода целесообразно обратиться к исходным
математическим моделям, используемым как в теории механики трещин, так
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и в инженерной практике. Одним из наиболее распространенных математи-
ческих методов построения распределений напряжений, деформаций и пе-
ремещений у кончика трещин является асимптотический анализ и подходы,
развитые в асимптотической теории [6, 7]. В рамках линейной теории упру-
гости с помощью методов теории возмущений построено большое количество
решений, ставших классическими в механике хрупкого разрушения. Поэто-
му, обращаясь к современным методам оценки напряжённо-деформированно-
го состояния у вершины трещины в материалах с нелинейными определяю-
щими уравнениями, естественно сначала обратиться к результатам асимпто-
тического анализа линейной теории упругости, ибо результаты, полученные
посредством асимптотических методов в линейной теории упругости, служат
теоретическим основанием инженерной практики.

В различных точных решениях линейной теории упругости обнаружива-
ется сингулярный характер распределения напряжений и перемещений. Син-
гулярный характер распределения напряжений появляется при решении кра-
евых задач линейной теории упругости для таких областей, как двугранный
угол, для областей, содержащих линию раздела двух и более сред. С физиче-
ской точки зрения сингулярность поля напряжений соответствует тем зонам,
в которых наблюдается концентрация напряжений, приводящая к необрати-
мым деформациям (к развитию пластического течения и деформаций ползу-
чести) и, в конечном итоге, к разрушению элемента конструкции или образца.
Вследствие указанных причин окрестность вершины трещины или углового
выреза стала предметом интенсивных исследований с конца 18 века.

По всей видимости, первый пример сингулярности поля напряжений в ли-
нейной теории упругости дает задача о сосредоточенной силе, действующей
на прямолинейную границу бесконечно большой линейной упругой пластины
(задача Фламана) [8, 9]. Существует фундаментальное решение задачи Фла-
мана, называемое простым радиальным распределением напряжений. Лю-
бой элемент C, расположенный на расстоянии r от точки приложения со-
средоточенной силы, подвергается простому сжатию в радиальном направ-
лении. Компоненты тензора напряжений и поле перемещений определяются
при этом выражениями

σrr = −2P cos θ/(πr), σθθ = σrθ = 0, ur(θ = 0) = (2P/(πE)) ln r +B. (1)

Важной особенностью решения задачи Фламана является сингулярность как
поля напряжений, так и поля деформаций в точке приложения нагрузки.
Более того, эта особенность поля напряжений и перемещений ведет к неин-
тегрируемой особенности энергии деформации:

W = lim
ε→0

(
∫ π/2

−π/2

∫ R

ε

σ2rr
2E

rdr

)

= lim
ε→0

( P 2

πE
ln
R

ε

)

.

Поле напряжений (1) обладает особенностью вида 1/r при r → 0. Матема-
тически решение (1) краевой задачи линейной теории упругости о сосредото-
ченной силе, действующей на прямолинейной границе, приводит к парадоксу,
поскольку это решение удовлетворяет всем фундаментальным уравнениям
линейной теории упругости, однако в то же время нарушает упрощающие
предположения, принимаемые в линейной теории упругости: напряжения не
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должны превышать предела пропорциональности материала; градиенты пе-
ремещений должны быть малы; нагрузки должны действовать на недефор-
мируемой поверхности в течение всего процесса нагружения. Для преодоле-
ния указанных сложностей предполагается, что малая область материала,
примыкающая к точке приложения нагрузки, деформируется пластически и
наблюдается пластическое течение вблизи точки приложения нагрузки.

Другая особенность задачи Фламана заключается в том, что ее решение
послужило основой для дальнейшего развития асимптотического анализа по-
лей напряжений в линейно упругих телах. В 1907 г. К. Вигхардт впервые
обратился к задаче определения поля напряжений вблизи углового выреза,
нагруженного двумя сосредоточенными силами. Именно К. Вигхардт, решая
обобщенную задачу Фламана, обнаружил факторизацию поля напряжений:
поле напряжений может быть представлено в виде функции, представляю-
щей собой произведение двух функций, одна из которых зависит от r, тогда
как другая является функцией полярного угла θ. Для случая трещины К. Ви-
гхардт обнаружил корневую особенность поля напряжений и начал дискус-
сию, касающуюся обоснования сингулярности поля напряжений у вершины
трещины в линейно упругом материале.

В 1933 г. Дж. Братц опубликовал статью [10], в которой найдено поле на-
пряжений у вершины острого выреза. В то время, когда работа К. Вигхарда
была полностью забыта, Дж. Братц воспользовался идеей фон Кармана о
введении функции напряжения Эри. Дж. Братц продемонстрировал возмож-
ность определения поля напряжений в упругом полупространстве (в двумер-
ной постановке задачи) с общим распределением нормальных и касательных
усилий, заданных на границе упругой области. Дж. Братц обобщил подход
фон Кармана, показав, что метод может быть применим к любой клиновид-
ной области, нагруженной нормальными и касательными усилиями на прямо-
линейных границах. В 1933 г. Вестергаард опубликовал работу, посвященную
анализу напряжений у вершины трещины в бетонных элементах конструк-
ций в случае изгиба. В его статье, являющейся, по всей видимости, одной
из первых попыток использования механики разрушения для описания про-
цесса разрушения квазихрупких материалов, было предложено следующее
выражение для функции напряжений Эри:

Φ =

∞
∑

m=1

Km

2(m+ 1
2)(m+ 3

2)

[

(

m−
1

2

)

sin
(
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1

2

)

θ −
(
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3

2

)

sin
(

m−
1

2

)

θ

]

.

Несмотря на упомянутые пионерские работы в области применения асимп-
тотических методов в линейной механике разрушения, в полной мере воз-
можность разделения переменных в решении задач для клиновидных обла-
стей была раскрыта М. Уильямсом, предложившим метод разложения по
собственным функциям функции напряжений Эри, компонент тензора на-
пряжений и вектора перемещений. Именно в его работах [11, 12] функция
напряжений Эри была представлена в форме произведения двух функций,
одна из которых зависела от радиальной переменной r (r— расстояние от
вершины клина до рассматриваемой точки), а вторая — от полярного угла θ:

Φ(r, θ) =
∑

rλj+1fj(θ, λj), (2)

где λj и fj(θ) – собственные значения и соответствующие им собственные
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функции, определяемые из решения задач на собственные значения. Сравни-
тельная простота и легкость использования представления (2) при решении
краевых задач механики трещин были важным аспектом, который обусловил
широкое распространение этого подхода [7]. Следует отметить, что, с другой
стороны, природа разделения переменных в решении задач, сводящихся к
бигармоническому уравнению, была уже установлена в механике линейно-
вязкой жидкости при изучении двумерного течения Стокса — течения вязкой
несжимаемой жидкости, которое может быть описано посредством функции
тока Ψ, удовлетворяющей бигармоническому уравнению. В механике жид-
кости и газа применительно к бигармоническому уравнению относительно
функции тока метод разложения по собственным функциям был предложен
Дином и Монтагоном [13]. Они приложили метод разложения по собствен-
ным функциям к задачам о движении линейно-вязкой жидкости вблизи угло-
вых областей, что с математической точки зрения аналогично решению задач
определения напряжённо-деформированного состояния вблизи угловых вы-
резов в линейно-упругих материалах. Упомянутые работы, посвященные по-
строению асимптотик механических полей близи трещин и угловых вырезов,
обеспечили основу для ответа на фундаментальные вопросы механики тре-
щин: при каких условиях трещина получает возможность распространяться
и продолжает расти? К. Вигхардт в своей работе сформулировал следующие
вопросы: при каком значении сосредоточенной силы P для материала с за-
данными упругими и прочностными свойствами начнется разрушение мате-
риала, в каком месте и в каком направлении будет развиваться разрушение?

В современной нелинейной механике разрушения одним из наиболее рас-
пространенных методов анализа напряжённо-деформированного состояния
вблизи вершины трещины как в линейно-упругих материалах, так и в матери-
алах с нелинейными определяющими уравнениями, является метод разложе-
ния по собственным функциям, восходящий к работам М. Уильямса [11, 12],
в которых впервые было использовано разложение функции напряжений Эри
в ряд по степеням расстояния от кончика трещины или вершины углового вы-
реза в линейно-упругом материале (разложение по собственным функциям).
В ставших классическими работах Дж. Райса, Дж. Розенгрена и Дж. Хат-
чинсона [14–16] асимптотическое представление решения задачи определения
напряжённо-деформированного состояния в окрестности вершины трещины
в материале с определяющими уравнениями Рамберга—Осгуда ε = σ/E+ασn

разыскивалось в форме

σij(r, θ) = Kr−1/(n+1)σ̃ij(θ), σe(r, θ) = Kr−1/(n+1)σ̃e(θ),
εpij(r, θ) = αKnr−n/(n+1)ε̃ij(θ), ui(r, θ) = αKnr1/(n+1)ũi(θ).

(3)

С тех пор асимптотический анализ распределения напряжений у кончика
трещины стал неотъемлемой частью исследований, проводимых в механике
разрушения [2,17]. Только в самое последнее время метод разложения по соб-
ственным функциям полей напряжений и перемещений у вершины трещины
или углового выреза был применен в целом ряде исследований [18, 19].

Асимптотическое представление решения в форме (3) широко использу-
ется в нелинейной механике разрушения для анализа полей напряжений, де-
формаций и перемещений в условиях смешанного нагружения [20–22]. Первое
обращение к исследованию смешанных форм деформирования, по всей види-
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мости, было сделано в работах Си [23,24], где рассмотрены поля напряжений
и деформаций вблизи вершины трещины, находящейся под действием растя-
гивающей и сдвиговой нагрузок (т.о. рассматривалось смешанное нагруже-
ние, отвечающее трещинам типа I и типа II). Си впервые ввёл коэффициент
смешанности нагружения:

Mp =
2

π
arctg

∣

∣

∣

∣

lim
r→0

σθθ(r, θ = 0)

σrθ(r, θ = 0)

∣

∣

∣

∣

. (4)

Параметр смешанности нагружения Mp принимает значение Mp = 0 для
чистого поперечного сдвига и значение Mp = 1 для нормального отрыва;
0 < Mp < 1 для всех промежуточных типов приложенной нагрузки.

В [23] приведены распределения напряжений, деформаций и перемещений
у вершины трещины в материале, который подчиняется степенному закону
деформационной теории пластичности для отдельных значений параметра
смешанности нагружения в условиях плоской деформации. Там же могут
быть найдены контуры областей пластического течения у вершины трещины
для различных значений показателя нелинейности материала и параметра
смешанности нагружения. Подробный анализ напряжённо-деформированно-
го состояния у вершины наклонной трещины для степенного определяюще-
го закона выполнен в [25] (подход, используемый авторами, также изложен
в [26]). В этой работе авторами предлагается процедура решения краевой за-
дачи для нелинейного дифференциального уравнения, получающейся из про-
блемы нахождения полей напряжений и деформаций у вершины трещины в
условиях смешанного нагружения. В [27] собраны существенные результаты,
полученные для смешанных форм деформирования к 2003 году.

Расчёты угловых распределений напряжений и деформаций у вершины
трещины в материале со степенным определяющим законом для различных
значений параметра смешанности нагружения для плоского деформирован-
ного состояния приведены в [22] в полном диапазоне смешанных форм де-
формирования — от нормального отрыва до чистого сдвига.

2. Смешанное нагружение элемента конструкции с трещиной (нормаль-
ный отрыв и поперечный сдвиг) в условиях плоского напряжённого состоя-
ния. Рассмотрим стационарную трещину в материале со степенным законом
упрочнения. Введём прямоугольную декартову систему координат с центром
в вершине трещины и полярную систему координат (r, θ) с полюсом в вер-
шине трещины. Уравнения равновесия представляются в форме

rσrr,r + σrθ,θ + (σrr − σθθ) = 0, σθθ,θ + rσrθ,r + 2σrθ = 0.

Условие совместности деформаций формулируется как

2 (rεrθ,θ),r = εrr,θθ − rεrr,r + r (rεθθ),rr .

Определяющие уравнения εij = 3Bσn−1
e sij/2 для случая плоского напряжён-

ного состояния принимают форму

εrr = Bσn−1
e (2σrr − σθθ) /2, εθθ = Bσn−1

e (2σθθ − σrr) /2, (5)

εrθ = 3Bσn−1
e σrθ/2, σ2e = σ2rr + σ2θθ − σrrσθθ + 3σ2rθ.
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Граничные условия задачи есть условия отсутствия поверхностных усилий
на берегах трещины σθθ(r, θ = ±π) = 0, σrθ(r, θ = ±π) = 0.

3. Асимптотическое представление компонент тензора напряжений и де-
формаций вблизи вершины трещины. Будем искать асимптотическое пред-
ставление функции напряжений Эри в окрестности вершины трещины в фор-
ме F (r, θ) = rλ+2f(θ). Тогда компоненты тензора напряжений принимают вид

σθθ(r, θ) = rλ(λ+ 2)(λ+ 1)f(θ), σrr(r, θ) = rλ [(λ+ 2)f(θ) + f ′′(θ)] ,
σrθ(r, θ) = −rλ(λ+ 1)f ′(θ).

Асимптотическое представление интенсивности напряжений в окрестно-
сти вершины трещины может быть представлено как

σe(r, θ) = rλfe(θ), f2e = [(λ+ 2)f + f ′′]2 + [(λ+ 2)(λ+ 1)f ]2−

− [(λ+ 2)f + f ′′](λ+ 2)(λ + 1)f + 3(λ+ 1)2f ′2.

В силу соотношений (5) компоненты тензора деформаций в окрестности
вершины трещины определяются выражениями

εrr = Brλnε̃rr(θ), εθθ = Brλnε̃θθ(θ), εrθ = Brλnε̃rθ(θ), (6)

где приняты следующие обозначения:

ε̃rr = fn−1
e [(λ+2)(1−λ)f+2f ′′] /2, ε̃θθ = fn−1

e [(λ+2)(2λ+1)f−f ′′] /2,
ε̃rθ(θ) = −3fn−1

e (λ+ 1)f ′(θ)/2.

Выражения (6) для компонент тензора деформаций позволяют получить
нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение для функции f(θ):

2(λn+ 1)ε̃rθ,θ = ε̃rr,θθ −λnε̃rr + (λn+ 1)λnε̃θθ

или

f IV f2e

{

(n− 1)
[

2f ′′ + s(3− s)f
]2
/2 + 2f2e

}

+ 6(λ+ 1)(λn + 1)(n − 1)f2e f
′
×

×
{

(sf + f ′′)(sf ′ + f ′′′) + s2(s− 1)2ff ′ − s(s− 1)(sf ′ + f ′′′)f/2−

−s(s− 1)(sf + f ′′)f ′/2 + 3(s − 1)2f ′f ′′
}

+

+ 6(λ+ 1)(λn + 1)(n − 1)f4e f
′′ + (n− 1)(n − 3)[2(sf + f ′′)− s(s− 1)f ]×

×
{

(sf + f ′′)(sf ′ + f ′′′) + s2(s− 1)2ff ′ − s(s− 1)(sf ′ + f ′′′)f/2−

−s(s− 1)(sf + f ′′)f ′/2 + 3(s− 1)2f ′f ′′
}2

+

+ (n− 1)f2e
[

2f ′′ + s(3− s)f
] {

(sf ′ + f ′′′)2 + (sf + f ′′)sf ′′+

+s2(s− 1)2(f ′2 + ff ′′)− s2(s− 1)ff ′′/2− s(s− 1)(sf ′ + f ′′′)f ′−

−s(s− 1)(sf + f ′′)f ′′/2 + 3(s − 1)2(f ′′2 + f ′f ′′′)
}

+

+ 2(n− 1)f2e [2f
′′′ + s(3− s)f ′]

{

(sf + f ′′)(sf ′ + f ′′′) + s2(s− 1)2ff ′−

−s(s− 1)(sf ′ + f ′′′)f/2− s(s− 1)(sf + f ′′)f ′/2 + 3(s− 1)2f ′f ′′
}

+

+ f4e (3 − s)sf ′′ − λnf4e [2f
′′ + s(3− s)f ]+

+ (λn+ 1)λnf4e [s(2s− 3)f − f ′′] = 0. (7)
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Решение уравнения (7) должно удовлетворять условиям, следующим из
требований отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины: f(θ =
= ±π) = 0, f ′(θ = ±π) = 0.

Вместе с этим необходимо учесть условия, задающие вид смешанного на-
гружения, которые формулируются на линии продолжения трещины (θ = 0).
Из определения параметра смешанности нагружения (4) следует

f ′(θ = 0) = −(λ+ 2)f(θ = 0)/ tg(πMp/2),

что позволяет сформулировать начальную задачу для отрезка [0, π]. Необхо-
димо найти решение уравнения (7), удовлетворяющее условиям

f(0) = 1, f ′(0) = −(λ+ 2)/ tg(πMp/2), f ′′(0) = A2, f ′′′(0) = A3,

где неизвестные на данном этапе построения решения константы A2 и A3

подбираются таким образом, чтобы выполнялись краевые условия на берегу
трещины: f(π) = 0, f ′(π) = 0.

Константы A2 и A3 были найдены для всех значений показателя упроч-
нения материала n от 2 до 13 и для всех значений параметра смешанности
нагружения 0 6 Mp 6 1. Затем осуществлялось построение решения урав-
нения (7) на отрезке [−π, 0]. С целью построения решения на этом отрезке
формулировалась начальная задача с условиями при θ = −π:

f(−π) = 0, f ′(−π) = 0, f ′′(−π) = B2, f ′′′(−π) = B3.

Постоянные B2 и B3 находятся из условий равновесия элемента, расположен-
ного на луче θ = 0, которые в терминах функции f(θ) имеют вид

f−(θ = 0) = f+(θ = 0),
(

f ′
)

−

(θ = 0) =
(

f ′
)+

(θ = 0).

Константы B2 и B3 были найдены для всех значений показателя упрочнения
материала n от 2 до 13 и для всех значений параметра смешанности нагру-
жения 0 6Mp 6 1.

Угловые распределения компонент тензоров напряжений и деформаций
в окрестности вершины трещины в условиях плоского напряжённого состоя-
ния для различных значений параметра смешанности нагружения для n = 5
показаны на рис. 1, 2.

Можно выделить основные вопросы, остающиеся открытыми в нелиней-
ной механике разрушения и требующие пристального внимания в силу их
существенной значимости как для развития теории, так и с точки зрения
инженерных приложений.

4. Асимптотический анализ в нелинейной механике разрушения. Постро-
ение высших приближений в асимптотических разложениях компонент тен-
зора напряжений, деформаций и вектора перемещений. В последнее время
в нелинейной механике разрушения, одной из задач которой является опреде-
ление напряжённо-деформированного состояния в непосредственной окрест-
ности вершины трещины, большое внимание уделяется построению высших
приближений в асимптотических разложениях механических величин (полей
напряжений, деформаций и перемещений) в окрестности вершины трещины
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Рис. 1. Угловые распределения компонент тензора напряжений σrr, σrθ для n = 5
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в материалах с нелинейными определяющими уравнениями. Для материа-
лов, следующих степенному закону теории установившейся ползучести ε̇ij =
= 3Bσn−1

e sij/2, асимптотические разложения компонент тензора напряжений
в непосредственной окрестности вершины трещины (r → 0) могут быть пред-
ставлены в форме

σij(r, θ) =

(

C∗

BInr

)1/(n+1)

σ
(1)
ij (θ) +A2r

s2σ
(2)
ij (θ) +A3r

s3σ
(3)
ij (θ) + . . . , (8)

где C∗ – интеграл, определяемый равенством

C∗ =

∫

Γ

(

Ẇdx2 − σijnj
∂u̇i
∂x1

ds

)

, Ẇ =

∫ ε̇kl

0
σijdε̇ij =

n

n+ 1
σeε̇e.

В литературе имеется достаточно большое число оценок инвариантного
C∗-интеграла, полученных для различных образцов, наиболее часто исполь-
зуемых в эксперименте. Однако остаются открытыми многие вопросы, свя-
занные с определением второго коэффициента в асимптотических разложе-
ниях (8), а именно A2. Естественно предположить, что A2 в общем случае
является функцией приложенных нагрузок, геометрических характеристик
образца и показателя нелинейности материала n. Определение этого коэф-
фициента и составляет задачу теории, поскольку даже известные оценки, по-
лученные для первого амплитудного коэффициента и приведенные в справоч-
ной литературе [28], дают существенную погрешность. Например, для образ-
ца с односторонним боковым надрезом в [28] для инвариантного J-интеграла
приведена формула

J = Bσ0ε0W (1− a)ah1 (P/P0) ,

где h1 — безразмерная функция приложенной нагрузки и геометрии образца.
Оказывается, что уточненные вычисления, проведенные в последнее время,
показали, что значения функции h1 могут отличаться от приведенных в [28]
более чем на сто процентов. Следовательно, с появлением вычислительных
комплексов, таких как SIMULIA Abaqus, предоставляется возможность полу-
чения более точных оценок для параметров механики разрушения.

5. Нелинейные задачи на собственные значения. Метод разложения по соб-
ственным функциям механических величин в механике разрушения приводит
к нелинейным задачам на собственные значения, которые решаются, как пра-
вило, численно. Метод возмущений позволяет найти аналитическое решение
нелинейных задач на собственные значения, возникающих в нелинейной ме-
ханике разрушения. Метод возмущений для построения аналитического ре-
шения задачи определения напряжённо-деформированного состояния и поля
сплошности у растущей в условиях циклического нагружения трещины был
использован в [29], где показывается, что метод разложения по собственным
функциям, когда функция напряжений Эри и параметр сплошности разыс-
киваются в форме F (r, θ) = rλf(θ), ψ(r, θ) = rµg(θ), редуцирует задачу к
нелинейной задаче на собственные значения. Обычно в механике разрушения
для построения решения нелинейных задач на собственные значения прибе-
гают к численному интегрированию уравнений задачи, что может привести к
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ошибочным результатам. Для преодоления указанных сложностей при реше-
нии нелинейной задачи на собственные значения в ходе применения метода
возмущений построены четырехчленные асимптотические разложения иско-
мых функций. В [29] получены аккуратные выражения для искомых функ-
ций вплоть до слагаемых порядка O(ε4), где ε = µ − µ0 — разность между
собственными значениями, отвечающими нелинейной и линейной задачам:

n = 1 + εn1 + ε2n2 + ε3n3 + ε4n4 + . . . ,
m = 1 + εm1 + ε2m2 + ε3m3 + ε4m4 + . . . ,
f(θ) = f0(θ) + εf1(θ) + ε2f2(θ) + ε3f3(θ) + . . . ,
g(θ) = g0(θ) + εg1(θ) + ε2g2(θ) + ε3g3(θ) + . . . .

Рассматриваемый подход, базирующийся на введении малого параметра,
позволяет найти весь спектр собственных значений:

λ = µ =
1

1 + n−m
.

6. Направления дальнейшего развития асимптотических методов в нели-
нейной механике разрушения Одними из важных проблем являются разра-
ботка и развитие математических многомасштабных моделей накопления по-
вреждений на макро-, мезо- и микроуровнях у вершины трещины в элементах
конструкций, находящихся в условиях пластического течения, высокотемпе-
ратурной ползучести, усталостного нагружения, а также формулировка кри-
териев разрушения неупругих материалов, учитывающих процессы повре-
ждаемости материала в процессе деформирования [3–5]. Многомасштабность
или многоуровневость процесса разрушения можно отразить, вводя в рас-
смотрение поля напряжений на различных расстояниях от кончика трещины
с разной особенностью (с различной степенью сингулярности). Таким обра-
зом, сильная и слабая особенности механических полей у вершины трещины
отражают многомасштабный процесс разрушения. В силу этих особенностей
моделирования процесса разрушения представляется важным знание всех
возможных решений задачи определения напряжённо-деформированного со-
стояния у вершины трещины, а не только тех слагаемых в асимптотических
разложениях полей напряжений и перемещений, которые традиционно удер-
живаются в классических решениях. Таким образом, многоуровневые модели
разрушения требуют исследования всего спектра собственных значений в за-
даче определения полей напряжений и перемещений в окрестности вершины
трещины в материалах с нелинейными определяющими уравнениями. Если
для упругих материалов в линейной механике разрушения построено полное
разложение (решение Уильямса [11, 12]), то для материалов со степенными
определяющими соотношениями многие вопросы остаются открытыми.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 12−08−00390−a).
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