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ДИССИПАЦИИ ЭНЕРГИИ ПРИ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ
ТРЕТЬЕГО РОДА

А.В. Еремин1, Н.М. Будыльников1, И. В. Кудинов2

1 Самарский государственный технический университет,
443100, Россия, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.
2 Самарский государственный архитектурно-строительный университет,
443001, Россия, Самара, ул. Молодогвардейская, 194

E-mails: a.v.eremin@list.ru, budylnikov@mail.ru, igor_koudinov@mail.ru

Путём совместного использования метода Л.В. Канторовича и ортогонального
метода Бубнова—Галёркина получено аналитическое решение нелинейной задачи
теплообмена при ламинарном течении жидкости в плоскопараллельном канале
(течение Куэтта) с учётом диссипации энергии при задании граничных условий
третьего рода на движущейся стенке. Решение позволяет выполнять оценку
температурного состояния жидкости при малых значениях продольной коор-
динаты, где, как показали исследования, происходит смещение профиля темпе-
ратуры в сторону неподвижной стенки.

Ключевые слова: течение Куэтта, теплообмен в жидкости, аналитическое ре-
шение, ортогональные методы, диссипация энергии.

Проведем анализ теплообмена в жидкости, находящейся между двумя
плоскими стенками, одна из которых движется относительно другой с некото-
рой постоянной скоростью ω0 (теплообмен при течении Куэтта [1]). Профиль
скорости такого течения описывается линейной функцией от поперечной ко-
ординаты y. Аналогичный профиль скорости формируется в ламинарном вяз-
ком подслое турбулентного пограничного слоя. Излучение процессов тепло-
обмена в пограничном слое вязкой жидкости с учётом теплоты трения (дис-
сипация энергии) представляет значительный интерес в технике. При высо-
ких скоростях течения среды (или высокоскоростном движении технических
аппаратов в среде) повышение температуры от диссипации энергии может
значительно превосходить изменение температуры от всех других источни-
ков теплоты. При этом особый интерес представляют задачи, когда со сторо-
ны движущейся пластины (аппарата) теплообмен происходит при граничных
условиях третьего рода (теплопроводностью пластины пренебрегают).

Подобные задачи являются нелинейными — их точные аналитические ре-
шения в настоящее время не получены. Известные приближенные решения
найдены лишь при граничных условиях первого рода на стенках [1]. В ра-
боте [1] путем совместного использования интегральных преобразований Ла-
пласа и ортогонального метода Бубнова—Галёркина получено решение дан-
ной задачи лишь в третьем приближении, что не позволяет проводить иссле-
дование теплообмена для малых значений продольной координаты. Увеличе-
ние числа приближений по методу [1] связано с необходимостью решения в
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общем виде (в изображениях по Лапласу) систем алгебраических уравнений
большой размерности, содержащих параметр интегрального преобразования.
В данном случае относительно изображения искомой функции получаются
столь сложные выражения, что обратный переход от изображения к ориги-
налам оказывается практически неосуществимым ввиду отсутствия соответ-
ствующих стандартных формул для выполнения такого перехода. В то же
время отметим, что получение решения для начального участка продоль-
ной координаты связано с существенным увеличением числа приближений.
К тому же исследование теплообмена именно на этом участке представляет
наибольший интерес, особенно в случаях, когда мощность теплового потока
от диссипации энергии становится соизмеримой со всеми другими видами пе-
реноса теплоты в пограничном слое (движение тел при больших скоростях)
или превышает их.

Рис. 1. Схема течения Куэтта при
граничных условиях третьего рода

на движущейся стенке

В настоящей работе для решения указан-
ной задачи применен ортогональный метод
Л.В. Канторовича, с помощью которого по-
лучено решение в пятом приближении. Ка-
ких-либо принципиальных трудностей, свя-
занных с дальнейшим увеличением числа
приближений, не возникает. При этом уже
в пятом приближении найдено решение для
значений безразмерной продольной коорди-
наты η = 1 · 10−4, что позволило получать
результаты, отсутствующие в известной ли-
тературе.

Рассмотрим задачу Куэтта при гранич-
ных условиях третьего рода на движущейся
стенке (рис. 1). Математическая постановка
задачи имеет вид

ω(y)
∂t(x, y)

∂x
= a

∂2t(x, y)

∂y2
+

µ

ρ

(

dω

dy

)2

, 0 6 y 6 h; 0 6 x < ∞; (1)

t(0, y) = t0; (2)

t(x, 0) = t1; (3)

λ
∂t(x, h)

∂y
+ α [t(x, h)− tср] = 0, (4)

где ω(y) = ω0y/h— профиль скорости плоскопараллельного течения (течение
Куэтта); h— ширина канала; y, x— поперечная и продольная координаты;
µ— динамическая вязкость; ρ— плотность; a— коэффициент температуро-
проводности; λ— коэффициент теплопроводности; t— температура; t0 — тем-
пература жидкости на входе в канал (x = 0); t1 — температура невозмущен-
ного потока (при y = 0), tср — температура среды, омывающей подвижную
пластину при y = h (толщиной пластины и ее теплопроводностью пренебре-
гают); ω0 — скорость подвижной пластины; α — коэффициент теплоотдачи.

Введём безразмерные переменные η = ax/(ω0h
2), ξ = y/h, в которых
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задача (1)–(4) запишется следующим образом:

ξ
∂t(η, ξ)

∂η
=

∂2t(η, ξ)

∂ξ2
+R, 0 6 η < ∞; 0 6 ξ 6 1; (5)

t(0, ξ) = t0; (6)

t(η, 0) = t1; (7)

∂t(η, 1)

∂ξ
+ Bi [t(η, 1)− tср] = 0, (8)

где Bi = αh/λ — число Био, R = µω2
0
/λ. Для приведения граничных условий

(7), (8) к однородным введём новую функцию T (η, ξ), связанную с функцией
t(η, ξ) зависимостью

t(η, ξ) = T (η, ξ) + b1 + b2ξ,

где b1, b2 — неизвестные коэффициенты. Задача (5)–(8) относительно функ-
ции T (η, ξ) примет вид

ξ
∂T (η, ξ)

∂η
=

∂2T (η, ξ)

∂ξ2
+R; (9)

T (η, ξ) = t0 − b1 − b2ξ; (10)

T (η, 0) = t1 − b1; (11)

∂T (η, 1)

∂ξ
+ BiT (η, 1) = −Bib1 − (1 + Bi)b2 + tср. (12)

Требование однородности граничных условий (11), (12) приводит к систе-
ме уравнений, из решения которой находятся коэффициенты b1, b2:

b1 = t1; b2 =
Bi(tср − t1)

(1 + Bi)
.

С учётом найденных значений коэффициентов b1 и b2 задача (9)–(12) запи-
шется так:

ξ
∂T (η, ξ)

∂η
=

∂2T (η, ξ)

∂ξ2
+R; (13)

T (0, ξ) = ∆t− b2ξ; (14)

T (η, 0) = 0; (15)

∂T (η, 1)

∂ξ
+ BiT (η, 1) = 0, (16)

где ∆t = t0 − t1.
Решение задачи (13)–(16) принимается в виде

T (η, ξ) =
n
∑

k=1

fk(η)ϕk(ξ), (17)
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где ϕk(ξ) = rξ+ ξ2k — координатные функции; fk(η)— неизвестные функции;
r — коэффициент, определяемый таким образом, чтобы выполнялось одно-
родное граничное условие (16).

Подставляя (17) в (16), относительно r получаем алгебраическое линейное
уравнение, из решения которого находим r = −(2k + Bi)/(1 + Bi). С учётом
найденного значения коэффициента r соотношение (17) в любом приближе-
нии удовлетворяет однородным граничным условиям (15), (16) при любых
значениях fk(η).

Для нахождения решения (13)–(16) в первом приближении составим невяз-
ку уравнения (13) и потребуем ортогональности невязки к координатной
функции ϕ1(ξ) = rξ + ξ2, то есть используем метод Л.В. Канторовича [3]:

∫

1

0

[

ξ
∂T (η, ξ)

∂η
−

∂2T (η, ξ)

∂ξ2
−R

]

ϕ1(ξ)dξ = 0. (18)

Подставляя (17) в (18) (ограничимся одним членом ряда), после вычис-
ления интегралов относительно неизвестной функции f1(η) получаем обык-
новенное дифференциальное уравнение

df1
f1 − 0,5R

=

(

2

3
+ r

)

dη

ν
,

из которого находим
f1(η) = C exp(νη)− 0,5R. (19)

Здесь ν = 1/6+2r/5+r2/4, C — постоянная интегрирования. Подставляя (19)
в (17), получим

T (η, ξ) = [C exp(νη)− 0,5R](r + ξ)ξ. (20)

Постоянная интегрирования C находится из условия ортогональности невяз-
ки начального условия (14) к координатной функции ϕ1(ξ), т. е.

∫

1

0

[

(

C exp(νη)− 0,5R
)

(r + ξ)ξ −∆t+ b2ξ
]

(r + ξ)ξdξ = 0. (21)

После вычисления интеграла в (21) определим

C =
RA+ (0,33333 + 0,5r)∆t− (0,25 + 0,33333r)

0,2 + 0,5r + 0,33333r2
,

где A = 0,1 + 0,16667r2 + 0,25r. Таким образом, решение задачи (5)–(8) в
первом приближении находится из (20).

Найдём решение для случая, когда температура зависит лишь от дис-
сипации энергии, то есть при t0 = t1 = tср. Положим также, что Bi → ∞

и, следовательно, r → 1. Соотношение (20) для безразмерной температуры
Θ(η, ξ) = (t− t0)/R приводится к виду

Θ(η, ξ) = 0,5[1 − exp(−20η)](1 − ξ)ξ,

которое совпадает с решением этой задачи в первом приближении, получен-
ным в [1, 2, 4].
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Для нахождения решения во втором приближении составляется невязка
уравнения (13) и требуется ортогональность невязки к координатным функ-
циям ϕ1(ξ) и ϕ2(ξ):

∫

1

0

[

ξ

(

∂f1
∂η

ϕ1 +
∂f2
∂η

ϕ2

)

− f1
∂2ϕ1

∂ξ2
− f2

∂2ϕ2

∂ξ2
−R

]

ϕj(ξ)dξ = 0, j = 1, 2. (22)

Вычисляя интегралы в (22), относительно неизвестных функций f1(η) и f2(η)
получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений

{

A11f
′

1
+A12f

′

2
+B11f1 +B12f2 +N1 = 0;

A21f
′

1
+A22f

′

2
+B21f1 +B22f2 +N2 = 0,

(23)

где

A11 =

∫

1

0

ξϕ1ϕ1dξ =
1

60
; A12 =

∫

1

0

ξϕ1ϕ2dξ =
1

105
;

B11 = −

∫

1

0

ξϕ′′

1ϕ1dξ = −

1

3
; B12 = −

∫

1

0

ϕ′′

2ϕ1dξ = −

1

6
;

A21 =

∫

1

0

ξϕ1ϕ2dξ =
1

105
; A22 ==

∫

1

0

ξϕ2ϕ2dξ =
1

168
;

B21 = −

∫

1

0

ϕ′′

1ϕ2dξ = −

1

6
; B22 = −

∫

1

0

ϕ′′

2ϕ2dξ = −

2

15
;

N1 = −R

∫

1

0

ϕ1dξ = −

R

6
; N2 = −R

∫

1

0

ϕ2dξ = −

R

12
.

Решение системы (23) ищется в виде

f1(η) = f̄1(η) + f∗

1 (η); f2(η) = f̄2(η) + f∗

2 (η), (24)

где f̄1(η), f̄2(η)— частные решения неоднородной системы уравнений (23);
f∗

1
(η), f∗

2
(η)— общие решения соответствующей однородной системы.

Общие решения однородной системы находятся в виде

f∗

1
(η) = D11 exp(µ1η) +D21 exp(µ2η),

f∗

2
(η) = D12 exp(µ1η) +D22 exp(µ2η).

(25)

где Dkj , µk — некоторые (пока неизвестные) постоянные.
Подставляя (25) в (23) и положив N1 = N2 = 0, получаем систему одно-

родных алгебраических уравнений

{

D11(A11µ+B11) +D21(A12µ+B12) = 0;

D12(A21µ+B21) +D22(A22µ+B22) = 0,

которая имеет нетривиальное решение, если её определитель равен нулю. Рас-
крывая определитель, относительно µ получаем алгебраическое уравнение

µ2/5880 + 13µ/630 + 1/3 = 0,
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из решения которого находим µ1 = −19,19, µ2 = −102,15. Если положить
D11 = D21 = 1, то D12 = 0,8418, D22 = −1,6983, то

f∗

1
(η) = C1 exp(µ1η) + C2 exp(µ2η),

f∗

2
(η) = C1D12 exp(µ1η) + C2D22 exp(µ2η),

(26)

где C1 и C2 в дальнейшем (см. ниже формулу (32)) будут находиться из
граничного условия (14). Соотношения (26) представляют общие решения
однородной системы уравнений (23).

Частные решения f̄1 и f̄2 неоднородной системы уравнений (13) ищут-
ся в виде общих решений (26) в предположении, что C1 и C2 — функции от
переменной η:

f̄1(η) = C1(η) exp(µ1η) + C2(η) exp(µ2η);
f̄2(η) = C1(η)D12 exp(µ1η) + C2(η)D22 exp(µ2η).

(27)

Подставляя (27) в (23), получим систему уравнений
{

C ′

1
(η)ν1(A11 +A12D12) + C ′

2
ν2(A11 +A12D12) +N1 = 0;

C ′

1
(η)ν1(A21 +A22D12) + C ′

2
ν2(A21 +A22D12) +N2 = 0,

где ν1 = exp(µ1η), ν2 = exp(µ2η), C
′

1
(η) = dC1/dη, C

′

2
(η) = dC2/dη, решение

которой имеет вид

C1(η) = −

1

µ1ν1

N1(A21 +A22D22)−N2(A11 +A12D22)

ν1(D12 −D22)(A11A22 −A12A21)
+ z1;

C2(η) =
1

µ2ν2

N2(A11 +A12D12)−N1(A21 +A22D12)

ν2(D12 −D22)(A11A22 −A12A21)
+ z2.

(28)

Здесь z1 и z2 — постоянные интегрирования; так как находятся частные ре-
шения, можно принять z1 = z2 = 0.

Подставляя (28) в (27), находим частные решения системы уравнений (23):

f̄1(η) =
1

µ1µ2b5
[µ2(N2b1 −N1b2) + µ1(N1b3 −N2b4)];

f̄2(η) =
1

µ1µ2b5
[µ2(N2δ1 −N1δ2) + µ1(N1δ3 −N2δ4)],

(29)

где δ1 = D12(A11 +A12D22); δ2 = D12(A21 +A22D22); δ3 = D22(A21 +A22D12);
δ4 = D22(A11 + A12D12); b1 = A11 + A12D22; b2 = A21 + A22D22; b3 = A21 +
+ A22D12; b4 = A11 + A12D12; b5 = A11A22(D12 − D22) + A12A21(D22 − D12).
Соотношения (29) удовлетворяют системе уравнений (23), в чём можно убе-
диться непосредственной подстановкой.

Подставляя (26), (29) в (24) получаем

f1(η) = C1 exp(µ1η) + C2 exp(µ2η) + (µ2r̄1 + µ1r̄2)/r;
f2(η) = C1D12 exp(µ1η) + 2D22 exp(µ2η) + (µ2r1 + µ1r2)/r,

(30)

где r = µ1µ2b5, r1 = N2δ1 − N1δ2, r2 = N1δ3 − N2δ4, r̄1 = N2b1 − N1b2, r̄2 =
= N1b3 −N2b4. Подставляя (30) в (17) (при Bi → ∞ и r = 1) будем иметь

T (η, ξ) = f1(η)(1 − ξ)ξ + f2(η)(1 − ξ)ξ2. (31)
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Для определения постоянных C1 и C2 составим невязку граничного усло-
вия (14) и потребуем ортогональности невязки к координатным функциям
ϕ1(ξ) и ϕ2(ξ):

∫

1

0

[

T (0, ξ)−∆t+ b2ξ
]

ϕj(ξ)dξ = 0, j = 1, 2. (32)

Подставляя (31) в (32), после вычисления интегралов получаем систе-
му двух алгебраических линейных уравнений, из решения которой находим
C1 = −0,334267R; C2 = −0,165627R (при учёте только диссипации энергии).
Окончательные выражения для решения задачи (13)–(16) во втором прибли-
жении находятся в виде (30)–(31).

Результаты расчётов по формуле (31) в сравнении с [1] даны на рис. 2.
Их анализ позволяет заключить, что для η > 0,1 результаты расчётов прак-
тически совпадают. Для η = 0,01 расхождение не превышает 1%, а для всех
η < 0,01 расхождение возрастает.

В случае n приближений необходимо составлять невязку уравнения (13)
и требовать ортогональности невязки к n координатным функциям:

∫

1

0

[

n
∑

k=1

(ξf ′

kϕk − fkϕ
′′

k)−R1

]

ϕjdξ = 0, j = 1, 2, . . . , n. (33)

Вычисляя интегралы в (33), относительно fk(η), k = 1, 2, . . . , n, придём к
системе из n обыкновенных дифференциальных уравнений. Последователь-
ность дальнейшего получения решения аналогична рассмотренному выше
процессу нахождения решения во втором приближении.

а б в

Рис. 2. Изменение температуры жидкости в плоском канале вследствие диссипации энер-
гии: 1 — по формуле (17) при n = 2; 2 — по формуле (17) при n = 5; 3 — по формуле (2–296) из [1]

(третье приближение)
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Рис. 3. Изменение температуры жидкости
в плоском канале по поперечной координате ξ
в зависимости от величины произвольной ко-
ординаты η; расчёт по формуле (17) при n = 5

Рис. 4. Изменение невязки уравнения (4): 1 —
второе приближение; 2, 3 — пятое приближение

Результаты расчётов температу-
ры по формуле (17) для перво-
го, второго и пятого приближений
представлены на рис. 2, 3. Здесь
же даны значения температур, по-
лученных по методу [1] в третьем
приближении. Из анализа результа-
тов следует, что стабилизация тем-
пературы по длине канала проис-
ходит при η ≈ 0,25. С уменьше-
нием величины η профиль темпера-
туры смещается в сторону невозму-
щенного потока (вблизи неподвиж-
ной пластины), что объясняется раз-
личными скоростями движения сре-
ды вблизи подвижной и неподвиж-
ной стенок. Ввиду того что конвек-
тивный теплоперенос в зоне боль-
ших скоростей течения среды ока-
зывается бóльшим, при малых зна-
чениях η температура вблизи по-
движной стенки оказывается мень-
шей. С увеличением η происходит стабилизация теплообмена и при η > 0,25
профиль температуры становится практически симметричным относительно
центра канала (ξ = 0,5) (см. рис. 2, а).

На рис. 4 дано изменение невязки уравнения (13) для второго и пято-
го приближений. Анализ полученных результатов приводит к заключению о
том, что при η > 0,01 невязка уравнения (13) в пятом приближении практи-
чески равна нулю.

Выводы.
1. На основе ортогонального метода Л.В. Канторовича получено прибли-

женное аналитическое решение нелинейной задачи теплообмена в жидкости
(течение Куэтта) с учётом теплоты трения при граничном условии третьего
рода на движущейся стенке, позволяющее выполнять исследование темпера-
турного состояния движущейся жидкости для малых значений продольной
пространственной координаты.

2. Анализ полученных результатов приводит к заключению, согласно ко-
торому при малых значениях продольной координаты (η < 0,01) наблюдается
смещение максимума температуры в сторону неподвижного потока. Следова-
тельно, при малых (и сверхмалых) значениях η температура на движущейся
стенке значительно ниже, чем температура на границе возмущенного потока
— на границе образующегося при движении тела пограничного слоя. Отсю-
да можно сделать вывод о том, что для защиты устройств, движущихся с
высокой скоростью в различных средах, следует так организовать срыв по-
граничного слоя, чтобы не происходила стабилизация температурного поля
в потоке, способствующая перегреву стенки от диссипации энергии. Полу-
ченное решение позволяет выполнить необходимые для этого расчёты при
конкретных исходных данных задачи.
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The analytical solution of the non-linear heat transfer problem for laminar flow of liquid
in plane-parallel channel (Coutte flow) corrected for energy dissipation by the third
kind boundary conditions on the moving wall is obtained by the Kantorovich and the
orthogonal Bubnov–Galerkin methods. The solution allows to estimate the temperature
state of liquid for the small values of longitudinal coordinate, where the displacement of
temperature profile to the immovable wall takes place as the investigations have shown.
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