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Установлены энергетические оценки типа принципа Сен-Венана для обобщён-
ных решений второй краевой задачи для уравнений третьего порядка составно-
го типа. Использованы методы интегралов энергии и интегральных неравенств.
Выявлен широкий класс решений второй краевой задачи в классах функций, рас-
тущих на бесконечности, и установлены энергетические оценки решений, поз-
воляющие исследовать характер стремления к нулю этого решения в окрестно-
сти нерегулярных точек границы в зависимости от геометрических характе-
ристик области.

Ключевые слова: теорема единственности, принцип Сен-Венана, дифференци-
альные уравнения третьего порядка, нерегулярные точки, обобщённые решения,
неограниченные области.

Введение. Принцип Сен-Венана в плоской теории упругости выражает-
ся в виде априорной оценки для решения бигармонического уравнения, удо-
влетворяющего на части границы области однородным граничным условиям
первой краевой задачи [1, 2]. Такие энергетические оценки были впервые по-
лучены в работах [3,4], но они не учитывают характер изменения формы тела
при удалении от той части его границы, где приложены внешние силы. Уста-
новлены энергетические оценки типа принципа Сен-Венана, учитывающие
характер изменения формы тела, например, для цилиндрического тела [5].
Для системы уравнений теории упругости, в пространственном случае, ана-
лог принципа Сен-Венана, теоремы единственности в неограниченных обла-
стях и теоремы типа Фрагмена—Линделёфа приведены в работах [6–9 и др.].

В вышеперечисленных работах объектом исследования являлись уравне-
ния чётного порядка, т.е. уравнения эллиптических и параболических типов.
Для уравнений нечётного порядка такого рода исследования проводились в
меньших объёмах [10–12]. Так, для уравнения третьего порядка составно-
го типа с граничными условиями первой краевой задачи аналог принципа
Сен-Венана и теорема единственности в неограниченных областях получены
в работах [10, 11]. В работе [12] были установлены локальные оценки W l

2-
нормы обобщённых решений уравнения третьего порядка составного типа.
Энергетические и локальные оценки вместе дают оценки производных реше-
ний любого порядка на бесконечности и в окрестности нерегулярных точек
границы.

В настоящей работе обобщаются результаты работ [10–12] и определяется
класс единственности решений второй краевой задачи для уравнений третье-
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го порядка составного типа в классах функций, растущих на бесконечности,
а также изучается характер стремления к нулю этого решения в окрестности
нерегулярных точек границы в зависимости от геометрических характери-
стик области. Краевая задача для таких уравнений в ограниченных областях
была изучена в работе [13].

Обозначения и постановка задачи. Пусть Ω ⊂ R+
n =

{

x=(x1, x2, . . . , xn) :

x1 > 0
}

— неограниченная область. В области Ω рассмотрим уравнение

l0Au = f(x), (1)

где l0u = αkuxk
, Au = aijuxixj

+ aiuxi
+ au; αk, aij, ai, a— постоянные.

Относительно оператора A предполагается выполнение условий

aij = aji, a0|ξ|
2
6 aijξiξj 6 a1|ξ|

2, ξ ∈ R
n,

где a0, a1 — положительные постоянные.
Обозначим ν = (νx1

, νx2
, . . . , νxn)— вектор внутренней нормали к границе

Γ = ∂Ω. Произведем разбиение боковой границы области Ω:

σ1 = {x ∈ Γ : αkνxk
> 0}, σ2 = {x ∈ Γ : αkνxk

< 0}, σ0 = {x ∈ Γ : αkνxk
= 0}.

Для уравнения (1) рассмотрим нижеследующую задачу.

Задача. Найти решение уравнения (1), удовлетворяющее краевым усло-
виям

u
∣

∣

σ1

= 0, αkuxk

∣

∣

Γ
= 0. (2)

Введём обозначения Ωτ = Ω ∩ {x : 0 < x1 < τ}, Γτ = Γ ∩ ∂Ωτ , σ0,τ =

= {x ∈ Γτ : αkνk = 0}, σ1,τ = {x ∈ Γτ : αkνk > 0}, σ2,τ = {x ∈ Γτ : αkνk < 0},
Sτ = ∂Ωτ\Γτ и класс функций

H(Ωτ ) =
{

u : l0u ∈W 1
2 (Ωτ ), l0u

∣

∣

Γτ
= 0, u

∣

∣

σ1,τ
= 0

}

.

Отметим, что в работе [13] построено обобщённое решение уравнения (1) в
классе H(Ωτ ) при Γτ = ∂Ωτ .

Определение. Функцию u(x) будем называть обобщённым решением урав-
нения (1) в ограниченной области Ωτ с граничными условиями l0u

∣

∣

Γτ
= 0 и

u
∣

∣

σ1,τ
= 0, если u(x) ∈ H(Ωτ ) и удовлетворяет тождеству

p(l0u, v) ≡

∫

Ωτ

[−aij(l0u)xi
vxj

+ ai(l0u)xi
v + a(l0u)v]dx =

∫

Ωτ

fvdx (3)

для произвольной функции v ∈W 1
2 (Ωτ ), v

∣

∣

∂Ωτ
= 0.

Основные результаты. Установим энергетические оценки типа принципа
Сен-Венана, с помощью которых можно доказать теоремы существования
и единственности решения краевых задач в классе растущих функций на бес-
конечности в зависимости от геометрических характеристик области, а так-
же изучить асимптотические свойства решений в окрестности нерегулярных
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точек границы и на бесконечности. Аналогичные исследования для эллип-
тических и параболических уравнений выполнены многими исследователями
(например, см. [6]).

Теорема 1 (Аналог принципа Сен-Венана). Пусть a 6 0 и f(x) = 0
в Ωτ , τ 6 τ2. Если u(x) является обобщённым решением уравнения (1) в Ωτ

с граничными условиями l0u
∣

∣

Γτ
= 0 и u

∣

∣

σ1,τ
= 0, то для любого τ1 такого,

что 0 6 τ1 6 τ2, справедлива оценка

∫

Ωτ1

E(l0u)dx 6 Φ−1(τ1, τ2)

∫

Ωτ2

E(l0u)dx, (4)

где E(l0u) = aij(l0u)xi
(l0u)xj

− a(l0u)
2. Здесь Φ(x1, τ2) является решением

следующей задачи:

Φ′ = −µ(x1)Φ, τ1 6 x 6 τ2, (5)

Φ(τ2, τ2) = 1; (6)

µ(τ)— любая непрерывная функция такая, что

0 < µ(τ) 6 λ(τ) ≡ inf
v∈K

{
∫

Sτ

E(l0v)dx
′

∣

∣

∣

∣

∫

Sτ

P (l0v)dx
′

∣

∣

∣

∣

−1}

, x′ = (x2, x3, . . . , xn),

P (l0v) = −ai1(l0v)xi
l0v − a1(l0v)

2/2, (7)

K — множество дважды непрерывно дифференцируемых функций в окрест-
ности S̄τ , удовлетворяющих условию l0v = 0 на S̄τ ∩ Γτ .

Док а з ат е л ь ств о. Положим в тождестве (3) v = um(ψ(x1)−1). Здесь
ψ(x1) = Φ(τ1, τ2), если 0 6 x1 6 τ1; ψ(x1) = Φ(x1, τ2), если τ1 6 x1 6 τ2;
ψ(x1) = 1, если x1 > τ2; um ∈ C1(Ω̄τ ), ‖um − l0u|W 1

2
(Ωτ ) → 0, l0u ∈ H(Ωτ ),

um = 0 в окрестности Γτ . Тогда p(l0u−um+um, um(ψ−1)) = 0 в Ωτ2 . Поэтому

p(um, um(ψ − 1)) = δm в Ωτ2 , (8)

где δm ≡ −p(l0u− um, um(ψ − 1)). Ясно, что δm → 0 при m→ ∞.
Интегрируя (8) по частям, получим

∫

Ωτ2

E(um)(ψ − 1)dx 6

∫

Ωτ2

P (um)ψ′dx+ δm.

Отсюда, учитывая условия теоремы, а также соотношения (5) и (7), имеем
∫

Ωτ2

E(um)(ψ − 1)dx 6

∫

Ωτ2
\Ωτ1

P (um)µψdx+ δm,

∫

Ωτ2

E(um)ψdx−

∫

Ωτ2

E(um)dx 6

∫

Ωτ2

E(um)ψdx −

∫

Ωτ1

E(um)ψdx + δm. (9)

Переходя к пределу при m→ ∞ в (9), получим оценку (4). �
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Оценим теперь λ(x1) в случае, когда Sτ можно заключить в (n−1)-мерный
параллелепипед, наименьшее ребро которого равно λ1(τ). Предположим, что
max

{

a1, 0
}

= a2. Применяя неравенства Фридрихса и Коши—Буняковского,
из (7) получаем

∣

∣

∣

∣

∫

Sτ

P (l0v)dx
′

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∫

Sτ

ai1l0v(l0v)xi
dx′

∣

∣

∣

∣

+
1

2

∣

∣

∣

∣

∫

Sτ

a1(l0v)
2dx′

∣

∣

∣

∣

6

6 a1

(
∫

Sτ

(l0v)
2dx′

)1/2 (∫

Sτ

(

(l0v)xi

)2
dx′

)1/2

+
a2λ

2
1(τ)

2a0π2

∫

Sτ

E(l0v)dx
′ 6

6

(

a1λ1(τ)

a0π
+
a2λ

2
1(τ)

2a0π2

)
∫

Sτ

E(l0v)dx
′.

Поэтому можно положить

λ(τ) = 2π2a0
(

2πa1λ1(τ) + a2λ
2
1(τ)

)−1
.

Если a1 6 0 на Sτ , то a2 = 0. Тогда можно положить

µ(τ) =
a0π

a1λ1(τ)
. (10)

Теперь рассмотрим вопрос построения функции Φ(x1, τ2) в конкретных
областях. Для определённости положим a1 6 0.

Пример 1. Пусть область Ω при 0 6 τ1 6 x1 лежит внутри тела вращения
|x′| 6 2−1M(x1 + 1), т.е. λ1(x1) 6M(x1 + 1), M > 0. Тогда из (10) имеем

µ(τ) =
cπ

M(x1 + 1)
, c = a0/a1.

Тогда функция Φ(x1, τ2), которая является решением задачи (5), (6), имеет
вид

Φ(x1, τ2) =

(

τ2 + 1

x1 + 1

)m

,

где m = πc/M , m > 0. Из неравенства (4) в этом случае получаем, что

∫

Ωτ1

E(l0u)dx 6 Φ−1(τ1, τ2)

∫

Ωτ2

E(l0u)dx 6

(

τ1 + 1

τ2 + 1

)m ∫

Ωτ2

E(l0u)dx. (11)

Полученные точные решение задачи (1), (2) для угловой области пока-
зывают, что коэффициент при интеграле в правой части неравенства (11) не
может убывать при τ2 → ∞ быстрее степенной функции.

Пример 2. Рассмотрим пример области, для которой

λ1(x1) 6 πck−1(x1 + 1)1−k.

Это означает, что при k > 1 область Ω сужается при x1 → ∞ (т.е. расстояние
от x до ∂Ω при x1 → ∞ стремится к нулю). Если k = 1, то λ1(x1) 6 πc, и этот
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случай включает области, лежащие в полосе шириной πc. Если 0 < k < 1, то
область Ω может соответственно расширяться при x1 → ∞. Для такой обла-
сти Ω можно положить µ(x1) = k(x1 + 1). Нетрудно проверить, что функция

Φ(x1, τ2) = exp
(

(τ2 + 1)k − (x1 + 1)
)

удовлетворяет условию (6) и уравнению (5). Поэтому оценка (4) для рассмат-
риваемой области справедлива при

Φ−1(x1, τ2) = exp
(

−(τ2 + 1)k + (x1 + 1)
)

.

Как следствие принципа Сен-Венана получим теорему единственности за-
дачи (1),(2) в неограниченной области Ω в классах функций, растущих на
бесконечности в зависимости от геометрических характеристик области.

Теорема 2. Пусть множество Sτ = Ω ∩ {x : x1 = τ} при любом τ > 0
не пусто, f(x) ≡ 0 в Ω, α1 > 0 и a 6 0. Пусть u(x) является обобщённым
решением уравнения (1) в Ωτ с граничными условиями l0u

∣

∣

Γτ
= 0 и u

∣

∣

σ1,τ
= 0

при любом τ > 0. Тогда, если для некоторой последовательности τm → ∞ и
некоторого положительного постоянного d∗ имеем

∫

Ωτm

E(l0u)dx 6 ε(τm)Φ(d∗, τm), (12)

где ε(τm) → 0, при τm → ∞, то u(x) ≡ 0 в Ω.

Прежде чем перейти к доказательству теоремы, приведём следующую
лемму [13] без доказательства.

Лемма. Пусть для некоторого k в ограниченной области Ω выполняется
|αk| > δ0 > 0 при x ∈ Ω̄; пересечение множеств σ1, σ0 ∪ σ2 удовлетворяет
условиям конуса. Тогда для любой функции ω из пространства W 1

2 (Ω), где
ω|∂Ω = 0, существует решение задачи

l0u = ω, uxk

∣

∣

σ1

= 0

из пространства W 1
2 (Ω) и для этого решения выполняется оценка

||u||W 1

2
(Ω) = C0||ω||W 1

2
(Ω).

Теперь, используя эту леммы, докажем теорему 2.

Док а з ат е л ь ств о. Из (4), учитывая (12), имеем
∫

Ωd∗

E(l0u)dx 6 Φ−1(d∗, τm)

∫

Ωτm

E(l0u)dx 6 ε(τm) → 0

при τm → ∞. Следовательно, l0u = 0 в Ωd∗ . Тогда согласно лемме u = 0 в Ωd∗ .
Далее, так как функция Φ(x1, τ2) является решением задачи (5), (6), для

любого фиксированного d1 > d∗ имеем

Φ−1(d∗, τm) = C1Φ
−1(d1, τm), C1 = const > 0.
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Согласно неравенствам (4) и (12) получаем

∫

Ωd1

E(l0u)dx 6 Φ−1(d1, τm)

∫

Ωτm

E(l0u)dx 6

6 Φ−1(d1, τm)ε(τm)Φ(d∗, τm) = C−1
1 ε(τm) → 0

при τm → ∞. Следовательно, l0u = 0 в Ωd1 . Тогда согласно лемме u = 0 в
Ωd1 . Так как d1 выбрано произвольно, то u = 0 в Ω. �

Условие (12) является точным в том смысле, что замена величины ε(τm)
некоторой постоянной C приводит к неединственности решения задачи.

Теперь установим оценки для решения задачи (1), (2), указывающие ха-
рактер обращения в нуль функции u(x) в окрестности нерегулярной точки P
границы области Ω.

Теорема 3. Пусть a 6 0, область Ω ограничена и лежит в полуплоско-
сти {x : x1 > 0}, множество Sτ = Ω ∩ {x : x1 = τ} при любом τ ∈ (0, τ0)
не пусто, τ0 > 0, f(x) ≡ 0 в Ωτ0 = Ω ∩ {x1 : x1 < τ0}. Тогда для обоб-
щённого решения u(x) уравнения (1) в области Ωτ0 с граничными условиями
l0u

∣

∣

∂Ω
τ0

∩∂Ω
= 0 и u

∣

∣

σ
1,τ0

= 0 справедлива оценка

∫

Ω
τ0

(l0u)
2Λ(x1)Φ(x1, τ

0, ε)dx 6

6

∫

Ω
τ0

E(l0u)Φ(x1, τ
0, ε)dx 6

1

ε

∫

Ω
τ0

E(l0u)dx, (13)

где ε = const > 0, 0 < ε < 1, а Φ(x1, τ
0) является решением следующей

задачи:

Φ′ = −(1− ε)µ(x1)Φ, 0 < x < τ0, (14)

Φ(τ0, τ0, ε) = 1,

µ(τ)— любая непрерывная функция такая, что

0 < µ(τ) 6 λ(τ) ≡ inf
v∈K

{
∫

Sτ

E(l0v)dx
′

∣

∣

∣

∣

∫

Sτ

P (l0v)dx
′

∣

∣

∣

∣

−1}

, (15)

где K — множество дважды непрерывно дифференцируемых функций v в
окрестности S̄τ , которые удовлетворяют условию l0v = 0 на S̄τ ∩ Γτ , а
Λ(τ)— непрерывная функция, удовлетворяющая условию

0 < Λ(τ) 6 inf
v

{
∫

Sτ

E(l0v)dx
′

∣

∣

∣

∣

∫

Sτ

(l0v)
2dx′

∣

∣

∣

∣

−1}

. (16)

Здесь inf берётся по всем функциям v таким, что l0v ∈ C1(Ω), v = 0 и
l0v = 0 в σ1 и ∂Ω соответственно.

Док а з ат е л ь ств о. Положим в (3) v(x) = um(ψ(x1, δ)−1), где ψ(x1, δ) =
= Φ(δ, τ0, ε), если 0 6 x1 6 δ; ψ(x1, δ) = Φ(x1, τ

0, ε), если 0 < δ 6 x1 6 τ0;
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ψ(x1, δ) = 1, если x1 > τ0; um ∈ C1(Ωτ0); ‖um− l0u|W 1

2
(Ω

τ0
) → 0, l0u ∈ H(Ωτ0),

um = 0 в окрестности Γ = ∂Ωτ0 . Тогда

p(l0u− um + um, um(ψ − 1)) = 0 в Ωτ0 .

Поэтому
p(um, um(ψ − 1)) = δm в Ωτ0 , (17)

где δm ≡ −p(l0u− um, um(ψ − 1)), и ясно, что δm → 0, при m→ ∞.
Интегрируя (17) по частям, получим

∫

Ω
τ0

E(um)(ψ − 1)dx 6

∫

Ω
τ0

P (um)ψ′dx+ δm.

Отсюда, учитывая условия теоремы, а также соотношения (14), (15) и (16),
получим

Φ(δ, τ0, ε)

∫

Ωδ

E(um)dx+

∫

Ω
τ0

\Ωδ

E(um)Φ(x1, τ
0, ε)dx 6

6

∫

Ω
τ0

E(um)dx+ (1− ε)

∫

Ω
τ0

\Ωδ

E(um)Φ(x1, τ
0, ε)dx+ δm. (18)

Неравенство в (13) вытекает из (18) при предельном переходе m→ ∞ и δ → 0.
�
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