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Рассмотрена задача Коши для уравнения соболевского типа второго порядка.
Введено определение относительной диссипативности пучка операторов, обоб-
щено понятие диссипативности и относительной диссипативности оператора.
Установлена связь с результатами теории аккретивных операторов. Согласно
идеологии Келдыша, исходная задача редуцируется к задаче Коши для уравнения
соболевского типа первого порядка. Приводятся результаты для исследуемой за-
дачи.

Ключевые слова: уравнение соболевского типа, относительная диссипатив-
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Введение. Пусть V и G — гильбертовы пространства со скалярными про-
изведениями 〈 · , · 〉 и [ · , · ] соответственно, оператор A ∈ L(V;G), а операторы
B1, B0 ∈ Cl(V;G) (линейны, замкнуты, плотно определены в V).

Рассмотрим задачу Коши

v(0) = v0, v̇(0) = v1 (1)

для операторно-дифференциального уравнения

Av̈ = B1v̇ +B0v. (2)

Данная задача рассматривалась многими авторами, в частности в [1–3].
R. Showalter исследовал задачу (1), (2) в случае непрерывной обратимости
оператора A, когда оператор (−A−1B1) непрерывен и аккретивен, а оператор
(−A−1B0) регулярно m-аккретивен. В работе A. Favini и A. Yagi наклады-
ваются условия самосопряжённости и неотрицательности на оператор A, са-
мосопряжённости и положительности на оператор B0 и диссипативности на
оператор B1. Нас интересует разрешимость задачи (1), (2) в случае необра-
тимости оператора A.

Неполное уравнение соболевского типа

Av̈ = Bv, (3)

где операторы A, B ∈ L(V,G), причём оператор B (A, p)-ограничен, было
впервые изучено в [4]. Единственное решение v ∈ C∞(R;V) задачи Коши (1)
для уравнения (3) представимо в виде

v(t) = V t
1 v1 + V t

0 v0,
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где пропагаторы V t
k имеют следующий вид:

V t
k =

1

2πi

∫

γ

µ1−k
(

µ2A−B
)−1

Aeµtdµ, k = 0, 1.

Здесь контур γ ⊂ C ограничивает область, содержащую A-спектр операто-
ра B, а начальные значения vk ∈ imV 0

1 = imV 0
0 , k = 0, 1, где im V̇ 0

1 = imV 0
0 —

подпространство в V.
Полное уравнение соболевского типа второго порядка (2) было изучено

ранее [1] в случае относительно полиномиальной ограниченности пучка опе-

раторов B0 и B1 (в дальнейшем пучок будем обозначать через ~B). Здесь
построено аналитическое семейство M , N -функций и фазовое пространство
данного уравнения.

Согласно идеологии М.В. Келдыша, в данной работе уравнение (2) ре-
дуцируется к эквивалентному ему уравнению соболевского типа первого по-
рядка. Наш подход заключается в построении фазового пространства такого
уравнения.

Работа содержит 4 пункта. В первом даны основные определения и ре-
зультаты теории уравнений соболевского типа, необходимые в дальнейших
исследованиях. Во втором пункте приводятся результаты, касающиеся L-дис-
сипативных операторов из [5], и вводится понятие A-диссипативности пучка

операторов ~B. Третий пункт содержит некоторые результаты теории аккре-
тивных операторов [3]. Здесь же доказывается, что результаты данной рабо-
ты являются более общими по сравнению с [3]. Основной результат — теорема
о существовании и единственности решения задачи (1), (2) — приведён в чет-
вёртом пункте работы.

1. Уравнения соболевского типа с относительно радиальными оператора-
ми. Пусть U и F— гильбертовы пространства, оператор L ∈ L(U;F), а опера-
тор M : domM ⊂ U → F линеен и замкнут, плотно определён.

Определение 1.1. Множество

ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(F;U)}

называется резольвентным множеством оператора M относительно опе-
ратора L (короче, L-резольвентным множеством оператора M). Множество
C\ρL(M) = σL(M) называется спектром оператора M относительно опера-
тора L (короче, L-спектром оператора M).

Определение 1.2. Оператор-функции (µL−M)−1, RL
µ(M) = (µL−M)−1L,

LL
µ(M) = L(µL−M)−1 с областью определения ρL(M) называются соответ-

ственно резольвентой, правой резольвентой, левой резольвентой оператора
M относительно оператора L (короче, L-резольвентой, правой L-резольвен-
той, левой L-резольвентой оператора M).

Определение 1.3. Оператор M называется (L, 0)-радиальным относитель-
но оператора L, если

(i) ∃a ∈ R ∀µ > a µ ∈ ρL(M);
(ii) ∃K ∈ R+ ∀µ > a ∀n ∈ N

max
{

‖(RL(M))n‖L(U), ‖(L
L(M))n‖L(F)

}

6
K

(µ− a)n
.
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Замечание 1.1. Без потери общности в определении 1.3 можно положить
a = 0. И в дальнейшем будем считать, что a = 0.

Утверждение 1.1. Пусть оператор L непрерывно обратим. Тогда опера-
тор L−1M ∈ Cl(U) (или ML−1) радиален точно тогда, когда оператор M
(L, 0)-радиален.

Определение 1.4. Множество P ⊂ D называется фазовым пространством
уравнения

Lu̇ = Mu, (4)

если
(i) любое решение u = u(t) уравнения (4) лежит в P, т. е. u(t) ∈ P ∀t ∈

[0, T ], T > 0;
(ii) для любого u0 из некоторого плотного в P множества существует един-

ственное решение задачи
u(0) = u0 (5)

для уравнения (4).

Теорема 1.1 [6]. Пусть оператор M является (L, 0)-радиальным. Тогда

U1 = im(µL−M)−1L есть фазовое пространство уравнения (4).

2. L-диссипативные операторы. Пусть U и F— гильбертовы пространства,
оператор L ∈ L(U;F), оператор M ∈ Cl(U;F). Рассмотрим задачу Коши (5)
для операторно-дифференциального уравнения (4).

Определение 2.1. Оператор M будем называть диссипативным относи-
тельно оператора L (короче, L-диссипативным) по отношению к скалярным
произведениям 〈 · , · 〉 в U и [ · , · ] в F, если

(i) ∀u ∈ domM Re[Lu,Mu] 6 0;
(ii) существует положительное число α ∈ ρL(M);
(iii) ∀u ∈ domM Re〈(αL −M)−1Lu, (αL −M)−1Mu〉 6 0.

Замечание 2.1. Если условие (i) определения 2.1 записать в эквивалент-
ном виде

∀f ∈ F Re[L(αL−M)−1f,M(αL−M)−1f ] 6 0,

то условия (i) и (iii) примут симметричный вид.

Лемма 2.1. Пусть выполняется условие (i) определения 2.1, тогда усло-
вие (ii) эквивалентно следующему :

(kerL ∩ kerM = {0}) ∧ (im(αL −M) = F).

Теорема 2.1. Если оператор M L-диссипативен, тогда он (L, 0)-радиален.

Пусть V и G — гильбертовы пространства со скалярными произведени-
ями 〈 · , · 〉 и [ · , · ] соответственно, операторы A ∈ L(V;G), а операторы
B1, B0 ∈ Cl(V;G).

Рассмотрим задачу Коши (1) для операторно-дифференциального урав-
нения (2).

Определение 2.2. Операторный пучок ~B будем называть диссипативным
относительно оператора A (короче, A-диссипативным) по отношению к ска-
лярным произведениям 〈 · , · 〉 в V и [ · , · ] в G, если
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(i) ∀v1, v2 ∈ dom ~B(dom ~B = domB1
⋂

domB0) Re(〈v1, v2〉) + [Av2, B0v1 +
+B1v2] 6 0;

(ii) существует положительное число α ∈ ρA(B̄);

(iii) ∀v1, v2 ∈ dom ~B Re〈RαB0v1 + αRαAv2, Rα(αA − B1 + αB0)v1 + Rα(A +
+ αB1 + B0)v2〉 6 0, где Rα = (α2A − αB1 − B0)

−1 — относительная A-

резольвента пучка ~B.

Лемма 2.2. Пусть выполнено условие (i) определения 2.2, тогда условие
(ii) эквивалентно следующему :

(kerA ∩ kerB1 ∩ kerB0 = {0}) ∧ (im(α2A− αB1 −B0) = G).

Док а з ат е л ь ств о. Покажем, что из (i) и тривиальности пересечения
ядер kerA, kerB1 и kerB0 следует инъективность оператора α2A−αB1 −B0,
α > 0. Пусть α2A = αB1 +B0 и возьмём v2 = αu, v1 = u. Тогда

Re(〈u, αu〉 + [Aαu,B0u+B1αu]) = Re(α〈u, u〉 + α[Au,α2Au]) =

= Re(α〈u, u〉 + α3[Au,Au]) = Re(α‖u‖2 + α3‖Au‖2) 6 0.

Отсюда следует, что u ∈ (kerA ∩ kerB1 ∩ kerB0), то есть u = 0. �

Сведём задачу (1), (2) к задаче (4), (5), где u(t) =

(

v(t)
v′(t)

)

, операторы

L =

(

I 0
0 A

)

∈ L(U;F), M =

(

0 I
B0 B1

)

∈ Cl(U;F), пространства U = V × V,

F = V × G.

Лемма 2.3. Пучок операторов ~B является A-диссипативным точно то-
гда, когда оператор M является L-диссипативным.

Док а з ат е л ь ств о. Докажем необходимость.

(i) Докажем выполнение условия (i) в определении 2.2:

Re(〈v1, v2〉V + [Av2, B0v1 +B1v2]G) = Re

((

v1
Av2

)

,

(

v2
B0v1 +B1v2

))

=

= Re

((

I 0
0 A

)(

v1
v2

)

,

(

0 I
B0 B1

)(

v1
v2

))

= Re[Lu,Mu] 6 0.

(ii) Пусть существует положительное число µ ∈ ρL(M), тогда существует
(µL−M)−1 ∈ L(F,U), при этом

(µL−M)−1 =

(

µ

(

I 0
0 A

)

−

(

0 I
B0 B1

))−1

=

=

((

µ 0
0 µA

)

−

(

0 I
B0 B1

))−1

=

=

(

µ −I
−B0 µA−B1

)−1

= (µ2A− µB1 −B0)
−1

(

µA−B1 I
B0 µ

)

=
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=

(

(µA−B1)(µ
2A− µB1 −B0)

−1 (µ2A− µB1 −B0)
−1

B0(µ
2A− µB1 −B0)

−1 µ(µ2A− µB1 −B0)
−1

)

.

Отсюда следует существование (µ2A − µB1 − B0)
−1 ∈ L(G;V), то есть

µ ∈ ρA( ~B), где ρA( ~B) = {µ ∈ C : (µ2A− µB1 −B0)
−1 ∈ L(G,V)}.

(iii) Докажем выполнение пункта (iii) в определении 2.2:

Re(〈RαB0v1+αRαAv2, Rα(αA−B1+αB0)v1+Rα(A+αB1+B0)v2〉) =

= Re

(

Rα

(

αA−B1 A
B0 αA

)(

v1
v2

)

, Rα

(

B0 αA
αB0 B0 + αB1

)(

v1
v2

))

=

= Re

(

Rα

(

αA−B1 I
B0 α

)

L

(

v1
v2

)

, Rα

(

αA−B1 I
B0 α

)

M

(

v1
v2

))

=

= Re

(

(

α −I
−B0 αA−B1

)−1

L

(

v1
v2

)

,

(

α −I
−B0 αA−B1

)−1

M

(

v1
v2

)

)

=

= Re

(

(

α

(

I 0
0 A

)

−

(

0 I
B0 B1

))−1(
I 0
0 A

)(

v1
v2

)

, (αL −M)−1Mu

)

=

= Re((αL−M)−1Lu, (αL−M)−1Mu) 6 0.

Доказательство достаточности проводится аналогично. �

3. Аккретивные операторы. Пусть H — гильбертово пространство, D —
подпространство в H и пусть оператор A : D → H линеен.

Определение 3.1. Неограниченный оператор A : D → H называется ак-
кретивным, если

(Au, u)H > 0, x ∈ D,

и m-аккретивным, если он аккретивен и Im(A+ I) = H.

Утверждение 3.1. Следующие условия эквивалентны:
(i) оператор A : D → H аккретивен и существует µ > 0, что Im(µI +

+A) = H;
(ii) оператор A—m-аккретивен;
(iii) оператор A аккретивен с областью определения D, плотной в H, и

Im(λI +A) = H для всех λ > 0.

Определение 3.2. Неограниченный оператор A : D → H называется ре-
гулярно m-аккретивным, если для всех ε > 0 Im(A+ εI) = H.

Пусть V = G = H.

Замечание 3.1. Пусть существует оператор A−1 ∈ L(G;V). Если опера-
тор (−A−1B1) непрерывен и аккретивен, а оператор (−A−1B0) регулярно m-

аккретивен, то пучок ~B является A-диссипативным.

Док а з ат е л ь ств о. Без ограничения общности положим A = I.

(i) Re(〈v1, v2〉 + [v2, B0v1 + B1v2]) = Re((〈v1, v2〉 + [v2, B0v1] + [v2, B1v2]) =
= Re((〈v1, v2〉+ [B0v1, v2] + [v2, B1v2]).
Рассмотрим скалярное произведение в U = H ×H:

(ū, v̄)U = (−B0u1, v1) + (u2, v2).
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Оно эквивалентно естественному скалярному произведению в U, так как
оператор (−B0) регулярно m-аккретивный.

Операторы L =

(

I 0
0 A

)

∈ L(U;F), M =

(

0 I
B0 B1

)

∈ Cl(U;F), про-

странства U = H ×H, F = H ×H. Причём

(Lū,Mū)U = (ū,Mū)U =

((

u1
u2

)

,

(

u2
B0u1 +B1u2

))

U

=

= (−B0u1, u2) + (u2, B0u1 +B1u2) = (B1u2, u2) 6 0.

(ii) Рассмотрим уравнение (2). Положим w(t) = e−αtv(t). Выражая v(t) и
подставляя в (2), получаем

ẅ(t) + (2αI −B1)ẇ(t) + (α2I − αB1 −B0)w(t) = 0.

Оператор B1 является аккретивным, т. е. (−B1u, u)H > 0.
Рассмотрим скалярное произведение в U = H ×H:

(ū, v̄)U = (−B0u1, v1) + (u2, v2).

Оно эквивалентно естественному скалярному произведению в U, так как
оператор −B0 регулярно m-аккретивный.

Определим оператор A следующим образом: Aū =

(

−u2
−B0u1 −B1u2

)

,

∀u1, u2 ∈ dom ~B(dom ~B = domB1
⋂

domB0). Это оператор, который по-
является, когда мы запишем уравнение (2) в виде системы:

{

v̇(t)− u(t) = 0,
u̇(t)−B1u(t)−B0v(t) = 0;

в таком случае функция ū(t) =

(

u(t)
v(t)

)

при t > 0 является решением

уравнения ˙̄u(t) + Aū(t) = 0̄.

Пусть f̄ =

(

f1
f2

)

∈ F, попытаемся найти ū =

(

u1
u2

)

такой, что αū+Aū =

= f̄ , то есть
{

(α2I − αB1 −B0)u1 = (α−B1)f1 + f2,
u2 = αu1 − f1.

Билинейная форма, определённая в H формулой

a(u, v) = α2(u, v)H + α(−B1u, v)H + (−B0u, v)H ,

непрерывна и коэрцитивна. Требуемый результат следует из теоремы
Лакса—Мильграма: для каждого h ∈ H существует единственное u ∈ H
такое, что

a(u, v) = (h, v)H ,

а это равносильно (α2I −αB1 −B0)u = h. Следовательно, (α2I −αB1 −
−B0) = H.
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(iii) Так как A = I, то и L = I. Имеем 〈(αL −M)−1Lū, (αL −M)−1Mū〉U =
= 〈(αI −M)−1ū, (αI −M)−1Mū〉U; (αI −M)−1M = −(αI −M)−1(αI −
−M−αI) = −I+α(αI−M)−1 = −(αI−M)(αI−M)−1+α(αI−M)−1 =
= (−αI +M + αI)(αI −M)−1 = M(αI −M)−1.
Обозначив (αI−M)−1ū = v̄, получаем 〈(αI−M)−1ū, (αI−M)−1Mū〉U =
= 〈(αI −M)−1ū,M(αI −M)−1ū〉U = 〈v̄,Mv̄〉U 6 0 в силу (i). �

4. Задача Коши для уравнения соболевского типа второго порядка с от-
носительно диссипативным пучком операторов.

Определение 4.1. Решением задачи (1), (2) будем называть функцию
v(t) ∈ C2([0, T ],V) ∩ C1([0, T ],domB1) ∩ C([0, T ],domB0), удовлетворяющую
уравнению (2) и условиям (1).

Теорема 4.1. Если пучок операторов ~B является A-диссипативным, то

для любых (v0, v1) ∈ im(µL−M)−1L задача (1), (2) имеет единственное ре-
шение v(t).

Док а з ат е л ь ств о. Сведём задачу (1), (2) к задаче (4), (5), где u(t) =

=

(

v(t)
v′(t)

)

. Рассмотрим операторы L =

(

I 0
0 A

)

∈ L(U;F), M =

(

0 I
B0 B1

)

∈

Cl(U;F), пространства U = V × V, F = V × G.

В силу леммы 2.3 пучок операторов ~B является A-диссипативным точно
тогда, когда оператор M является L-диссипативным. Из L-диссипативности
оператора M следует его (L, 0)-радиальность.

По теореме 1.1 U1 = im(µL−M)−1L является фазовым пространством
уравнения (4). В силу определения 1.4 для любых u0 ∈ U1 задача Коши
для уравнения (4) имеет единственное решение u(t). Значит задача (1), (2)

также однозначно разрешима при любых

(

v0
v1

)

∈ U1, причём её решение v(t)

является первой компонентой вектора u(t).�
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