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В рамках формализма функционального интегрирования в терминах стати-
стической матрицы плотности рассматривается описание взаимодействую-
щих многоуровневой квантовой системы и квантового электромагнитного по-
ля. Выражения для статистической матрицы плотности и вероятностей пе-
реходов квантовой системы представляются как средние значения функциона-
ла влияния электромагнитного поля. Функционалы влияния определяются для
конкретных моделей электромагнитного поля.
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Введение. В настоящее время активно изучаются процессы взаимодей-
ствия наносистем с электромагнитным полем [1], возбуждение и диссоциа-
ция различных молекул [2], ионизация атомов под действием лазерного излу-
чения [3]. Представляется актуальным получение уравнений, описывающих
динамику квантовых систем в сильных электромагнитных полях, в рамках
непертурбативного подхода. Одним из таких подходов является метод функ-
ционала влияния в формализме функционального интегрирования, впервые
предложенного Р. Фейнманом и активно разрабатываемого рядом физиков
[4–6]. В методе функционала влияния принципиальное значение имеет вычис-
ление его явного вида, который существенно зависит от той модели системы,
которую мы исследуем. В данной работе дается вычисление в голоморфном
представлении функционала влияния электромагнитного поля на квантовую
систему, взаимодействующую с ним в дипольном приближении.

1. Функционал влияния электромагнитного поля. Рассмотрим многоуров-
невую квантовую систему, взаимодействующую с электромагнитным полем.
Данная модель описывается гамильтонианом Ĥfull, который имеет следую-
щую структуру:

Ĥfull = Ĥsyst + Ĥfield + Ĥint,

где Ĥsyst — гамильтониан квантовой многоуровневой системы, и определяет
стационарные состояния изолированной системы |n〉 с энергиями En.

Гамильтониан Ĥfield многомодового электромагнитного поля определяет-
ся выражением

Ĥfield =
∑

k

~Ωk(â
+
k âk + 1/2);

здесь и далее Ωk — частота поля моды k; â+k , âk — операторы рождения и уни-
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чтожения фотонов энергии Ek = ~Ωk соответственно. Мы полагаем, что поле
находится в неком резонаторе и индекс k принимает дискретные значения.

Гамильтониан взаимодействия многоуровневой квантовой системы и элек-
тромагнитного поля представим в линейном виде (дипольное приближение)
и будем определять выражением [7]

Ĥint = q
∑

k

εkx̂(âk + â+k ),

где εk =
√

~Ωk/(2ε0V ); x̂— оператор координаты частицы с зарядом q; V —
объем резонатора; ε0 — электрическая постоянная.

Будем определять состояние системы в момент времени t статистическим
оператором ρ̂(t), эволюция которого определяется уравнением

ρ̂(t) = Û(t)ρ̂0Û
+(t),

где ρ̂0 = ρ̂(t = 0), а оператор эволюции Û(t) на временном интервале (0, t)
имеет вид

Û(t) = T̂ exp
[

−
i

~

∫ t

0
Ĥfull(t

′)dt′
]

.

Эволюция статистической матрицы плотности полной системы в координатно-
голоморфном представлении будет описываться уравнением [8]

ρ(xf , α
∗

f ;x
′

f , α
′

f ; t) =

∫

Dµ(α′(τ))Dµ(α′∗(τ))Dp′(τ)Dx′(τ)dµ(α′

in)dx
′

in×

×Dµ(α(τ))Dµ(α∗(τ))Dp(τ)Dx(τ)dµ(αin)dxin×

×
i

~

(

Sfull
[

p(τ), x(τ), α∗(τ), α(τ)
]

+
~

2ı

(

α∗

fα(t) + α∗(0)αin

)

)

×

× ρ0
(

x′in, α
′∗

in;xin, αin

)

exp
[

−
i

~

(

S′

full

[

p′(τ), x′(τ), α′∗(τ), α′(τ)
]

−

−
~

2ı

(

α′∗(t)α′

f + α′∗

inα
′(0)

)

)]

. (1)

В случае, когда нас интересует эволюция взаимодействующих систем в неко-
торое определенное состояние |m〉 исследуемой квантовой системы и |χ〉 элек-
тромагнитного поля из начального |n〉|ζ〉, описываемых произведением соот-
ветствующих волновых функций, статистическая матрица плотности, описы-
вающая вероятности таких переходов, примет вид

ρ(m,χ; t|n, ζ; 0) =

∫

Dµ(α′(τ))Dµ(α′∗(τ))Dp′(τ)Dx′(τ)dµ(α′

in)dµ(α
′

f )×

× dx′indx
′

fDµ(α(τ))Dµ(α
∗(τ))Dp(τ)Dx(τ)dµ(αin)dµ(αf )dxindxfφ

∗

m(xf )×

× χ∗(αf ) exp
[ i

~

(

Sfull
[

p(τ), x(τ), α∗(τ), α(τ)
]

+
~

2ı

(

α∗

fα(t) + α∗(0)αin

)

)]

×

× φn(xin)ζ(αin)φ
∗

n(x
′

in)ζ
∗(α′

in) exp
[

−
i

~

(

S′

full

[

p′(τ), x′(τ), α′∗(τ), α′(τ)
]

−

−
~

2ı

(

α′∗(t)α′

f + α′∗

inα(0)
′
)

)]

φm(x′f )χ(α
′∗

f ), (2)
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где

Sfull[p(τ), x(τ), α
∗(τ), α(τ)] =

=

∫ t

0

[

p(τ)ẋ(τ)−
~

2ı

(

α∗(τ)α̇(τ)− α̇∗(τ)α(τ)
)

−Hsyst(p(τ), x(τ))−

−Hfield(α
∗(τ), α(τ)) −Hint(x(τ), α

∗(τ), α(τ))
]

dτ,

Hsyst, Hfield, Hint — нормальные символы операторов Гамильтона.
Для ряда задач требуется описание динамики лишь квантовой системы, то

есть определение её статистической матрицы плотности ρsyst(xf , x
′

f ; t) в некий

момент времени t или вероятностей квантовых переходов Psyst(m, t|n; 0) за
определенный интервал времени t, при этом электромагнитное поле в соот-
ветствующий момент времени t может быть либо в любом, либо некотором
определенном состояниях.

Для случая, когда поле в соответствующий момент времени t может иметь
любое значение, статистическая матрица плотности ρsyst(xf , x

′

f ; t) и вероят-

ность квантовых переходов ρ(m, t|n; 0) могут быть получены соответственно
из уравнений (1), (2) исключением переменных электромагнитного поля пу-
тем интегрирования:

ρsyst(xf , x
′

f ; t) =

∫

Dp′(τ)Dx′(τ)Dp(τ)Dx(τ)dxindx
′

in×

× exp
[ i

~
Ssyst[p(τ), x(τ)]

]

F [x(τ), x′(τ)]ρsyst(xin, x
′

in; 0)×

× exp
[

−
i

~
S′

syst[p
′(τ), x′(τ)]

]

, (3)

P (m, t;n, 0) =

∫

Dp′(τ)Dx′(τ)Dp(τ)Dx(τ)dxindx
′

indxfdx
′

f×

× φ∗m(xf )φm(x′f ) exp
[ i

~
Ssyst[p(τ), x(τ)]

]

φn(xin)F [x(τ), x
′(τ)]φ∗n(x

′

in)×

× exp
[

−
i

~
S′

syst[p
′(τ), x′(τ)]

]

, (4)

где F [x(τ), x′(τ)]— функционал влияния квантового электромагнитного поля
на исследуемую квантовую систему, который имеет вид

F [x(τ), x′(τ)] =

∫

Dα′(τ)Dα′∗(τ)Dα(τ)Dα∗(τ)dµ(αin)dµ(α
′

in)dµ(αf )×

× exp
[ i

~
(Seff [x(τ), α

∗(τ), α(τ)] +
~

2ı

(

α∗

fα(t) + α∗(0)αin)
)

]

ρfield(α
∗

in, α
′

in; 0)×

× exp
[

−
i

~

(

S′

eff [x
′(τ), α′∗(τ), α′(τ)]−

~

2ı

(

α′∗(t)αf + α′∗

inα(0)
′
)

)]

. (5)

Здесь

Ssyst[p(τ), x(τ)] =

∫ t

0

[

p(τ)ẋ(τ)−Hsyst(p(τ), x(τ))
]

dτ,
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Seff [x(τ), α
∗(τ), α(τ)] =

∫ t

0

[

−
~

2ı

(

α∗(τ)α̇(τ)− α̇∗(τ)α(τ)
)

−

−Hfield(α
∗(τ), α(τ)) −Hint(x(τ), α

∗(τ), α(τ))
]

dτ.

Формулы (3), (4) можно представить в символичной записи

ρsyst(xf , x
′

f ; t) = 〈xf , x
′

f ; t|F [x, x
′]ρsyst(xin, x

′

in; 0)|xin, x
′

in; 0〉,

Psyst(m, t;n, 0) = 〈m, t|φm(x′f )φ
∗

m(xf )F [x, x′]ψ
∗

n(x
′

in)ψn(xin)|n, 0〉, (6)

где черта в правой части означает функциональное усреднение.
Для вычисления статистической матрицы плотности вероятности пере-

ходов между состояниями квантовой системы необходимо знать явный вид
функционала влияния для исследуемой физической модели.

2. Явный вид функционала влияния электромагнитного поля. Для опре-
деления явного вида функционалов влияния электромагнитного поля пред-
ставим выражение (5) в виде

F [x(τ), x′(τ)] =

∫

dµ(α′

in)dµ(αin)dµ(αf )Ueff (α
∗

f , αin; [x(τ)]; t)×

× ρ0,field(α
∗

in, α
′

in)U
∗

eff (α
′∗

in, αf ; [x
′(τ)]; t), (7)

где

Ueff (α
∗

f , αin; [x(τ)]; t) =

∫

Dα(τ)Dα∗(τ)×

× exp
[1

2

(

α∗

fα(t) + α∗(0)αin

)

]

exp
[ i

~
Seff [x(τ), α

∗(τ), α(τ)]
]

. (8)

Величина Ueff (α
∗

f , αin; [x(τ)]; t), определяемая формулой (8), представляет

собой амплитуду перехода электромагнитного поля из состояния |αin〉 в со-
стояние |αf 〉 под действием внешнего источника x(τ) и записывается в виде
функционального интеграла по переменным электромагнитного поля α(τ),
α∗(τ).

Из формулы (7) следует, что для вычисления явного вида функциона-
лов влияния электромагнитного поля на квантовую систему необходимо вы-
числить амплитуду перехода электромагнитного поля Ueff (α

∗

f , αin; [x(τ)]; t),

определяемую формулой (8).
Амплитуду Ueff (α

∗

f , αin; [x(τ)]; t) можно вычислить, представляя функ-

циональный интеграл (8) конечнократным [9] и считая, что функция x(τ) не
зависит от комплексных переменных α(τ), то есть не влияет на процедуру ин-
тегрирования, что возможно в случаях, когда обратным влиянием квантовой
подсистемы на электромагнитное поле можно пренебречь:

Ueff (α
∗

f , tf ;αin, 0) = lim
n→∞

∫

C

. . .

∫

C

exp
( ı

~

n
∑

k=0

Sk

)

dµ(αn) . . . dµ(α1).
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Выражения для амплитуды перехода принимает вид

Ueff (α
∗

f , tf ;αin, 0)= exp
(

−
1

2

(

|αf |
2+|αin|

2
)

+Aα∗

fαin +Bα∗

f + Cαin+D
)

, (9)

где

A = e−iΩt, B = −i

∫ t

0
g(τ)e−iΩ(t−τ)dτ, C = −i

∫ t

0
g(τ)e−iΩτdτ,

D = (−i)2
∫ t

0

∫ τ

0
g(τ)g(τ)e−iΩ(τ−τ ′)dτdτ ′.

Комплексно сопряжённая амплитуда в выражении (7) может быть найде-
на аналогичным образом.

Используя явный вид (9), найдём явный вид функционала влияния для
модели, когда электромагнитное поле в начальный и конечный моменты вре-
мени t будут находиться в вакуумном состоянии. Для данной модели началь-
ное и конечное состояния электромагнитного поля определяются волновыми
функциями, которые соответственно имеют вид [7]

ζv(αin) = exp
[

−
|αin|

2

2

]

, χ∗

v(αf ) = exp
[

−
|αf |

2

2

]

.

Функционал влияния одной моды вакуума электромагнитного поля с ча-
стотой Ωk на исследуемую квантовую подсистему имеет вид

Fk(χv[x(τ), x
′(τ)]ζv) =

∫

dµ(α′

in)dµ(αin)dµ(αf )dµ(α
′

f )χ
∗

v(αf )×

× Ueff (α
∗

f , αin; [x(τ)]; t)ζv(α
∗

in)ζ
∗

v (α
′

in)U
∗

eff (α
′∗

in, α
′

f ; [x
′(τ)]; t)χv(α

′∗

f ) =

= exp

[

−

∫ t

0

∫ τ

0

(

βk(τ − τ ′)x(τ)x(τ ′) + β∗k(τ − τ ′)x′(τ)x′(τ ′)
)

dτdτ ′
]

, (10)

где

βk(τ − τ ′) =
q2εk

2

~2
e−iΩk(τ−τ ′) =

q2

~2

~Ωk

2ε0V
e−iΩk(τ−τ ′). (11)

Рассмотрим случай, когда исследуемая квантовая система взаимодейству-
ет с квантовым электромагнитным полем, начальное состояние которого пред-
ставлено вакуумом, определяемым вектором |0〉, а измерение конечного состо-
яния электромагнитного поля не проводится, то есть оно может быть любым.
Последнее условие математически представляется интегрированием по всем
конечным состояниям электромагнитного поля:

Fk([x(τ), x
′(τ)]ζv) =

= exp

[

−

∫ t

0

∫ τ

0

(

βk(τ − τ ′)x(τ)x(τ ′) + β∗k(τ − τ ′)x′(τ)x′(τ ′)
)

dτdτ ′+

+

∫ t

0

∫ t

0
β∗k(τ − τ ′)x(τ)x′(τ ′)dτdτ ′

]

,
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где функции βk(τ − τ ′) имеют вид (11).
Рассмотрим случай, когда исследуемая квантовая система взаимодейству-

ет с одномодовым электромагнитным полем с частотой Ω, которое в началь-
ный момент времени находилось в чистом когерентном состоянии |α〉, а конеч-
ное состояние электромагнитного поля может быть любым. Волновая функ-
ция начального чистого когерентного состояния ζα(α

∗

in) имеет вид [7]

ζα(α
∗

in) = 〈αin|α〉 = e−
|αin|2

2
−

|α|2

2 eα
∗
in
α.

Явный вид функционала влияния одной моды когерентного излучения после
проведения интегрирования представим в виде

Fα→all
k [x(τ), x′(τ)] =

= F vac→all
k [x(τ), x′(τ)] exp

[

ı

~

√

~Ωk〈n〉k
2ε0V

q

∫ t

0

(

x′(τ)− x(τ)
)

cos(Ωkτ − φk)dτ

]

.

Построение функционала влияния многомодового электромагнитного по-
ля осуществляется по правилу [4]:

Fk[x
′(τ), x(τ)]) =

∏

k

Fk[x
′(τ), x(τ)]. (12)

3. Описание динамики спонтанных переходов двухуровневого атома. Сфор-
мулированный подход можно использовать для описания динамики спонтан-
ных переходов двухуровневого атома. Пусть в начальный момент времени
t = 0 атом находился в возбужденном состоянии |n〉 с энергией En и вол-
новой функцией φn(xin), основное состояние атома обозначим |g〉 с энергией
Eg и волновой функцией φg(xin). Дипольный момент и частота квантового
перехода даются соответствующими выражениями:

dgn = q

∫

φ∗g(x)xφn(x)dx, ωgn =
Eg − En

~
.

Вероятность того, что исследуемый атом, взаимодействующий с вакуу-
мом электромагнитного поля, останется в возбужденном состоянии n, будем
находить на основании формулы (6), где функционал влияния определяется
выражением (10):

P (n, t) = exp

[

−

∫ t

0

∫ t′

0

(

∑

k

εk
2

~2
|dgn|

2eiΩk(t
′
−t′′)+

+
∑

k′

εk′
2

~2
|dgn|

2e−iΩk(τ−τ ′)
)

dt′dt′′
]

.

Используя (12) и приближение Вайскопфа—Вигнера [7] при ωng = Ω, получим

P (n, t;n, 0) = exp[−Γt].
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Вероятность обнаружения атома в возбужденном состоянии экспоненциально
затухает с константой затухания

Γ =
1

4πε0

4|dgn|
2

3~ε0c3
.

Заключение. Уравнения, описывающие эволюцию статистической матри-
цы плотности, а также вероятности переходов исследуемой квантовой систе-
мы, взаимодействующей с электромагнитным полем, представлены в виде
усреднения функционала влияния электромагнитного поля на квантовую си-
стему.

Найден явный вид функционала влияния электромагнитного поля, как
одномодового, так и многомодового, на квантовую систему в случаях, когда
начальное состояние электромагнитного поля представлялось вакуумным и
чистым когерентным.

Для иллюстрации метода описан процесс спонтанного перехода квантовой
системы.

Полученные формулы удобны для развития вычислительных методов Мон-
те—Карло [10] при описании квантовых переходов системы под действием
электромагнитного поля.
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