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Рассматривается модельный оператор H, ассоциированный с системой трёх
частиц на трёхмерной решётке, взаимодействующих с помощью парных нело-
кальных потенциалов. Найдены условия существования собственных значений
соответствующей модели Фридрихса и изучена структура существенного спек-
тра оператора H.
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Настоящая статья является продолжением работы [1], в которой рассмот-
рен модельный оператор H, ассоциированный с системой трёх частиц на
трёхмерной решётке, взаимодействующих с помощью парных нелокальных
потенциалов, где роль двухчастичного дискретного оператора Шрёдингера
играет модель Фридрихса (см. например [2–4]). В [1] выделены двухчастич-
ная и трёхчастичная ветви существенного спектра оператора H и доказано,
что существенный спектр этого оператора состоит из объединения не более
чем трёх отрезков. В настоящей работе найдены условия существования соб-
ственных значений, соответствующих модели Фридрихса, и описана струк-
тура существенного спектра оператора H в терминах граничных значений
определителя Фредгольма, при этом задача состоит в обосновании этих опи-
саний.

Следует отметить, что двухчастичная и трёхчастичная ветви существен-
ного спектра трёхчастичного непрерывного оператора Шрёдингера [5,6] пред-
ставляют собой полубесконечные прямые и пересекаются. В данном случае,
в отличие от непрерывного случая, такие ветви существенного спектра опера-
тора H заполняют отрезки конечной длины и они могут не пересекаться, т. е.
возникает лакуна. Поэтому необходимо изучать ветви существенного спектра
по обе стороны трёхчастичной ветви, поскольку от этого зависит конечность
или бесконечность частей дискретного спектра.

В работах [2–4,7,8] доказано, что рассматриваемые решётчатые операторы
не имеют частей существенного и дискретного спектра правее трёхчастичной
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ветви. В этих работах изучение расположения существенного спектра основа-
но на монотонности определителя Фредгольма модели Фридрихса. В данном
случае, в отличие от предыдущих работ, определитель Фредгольма немоно-
тонен, метод исследования основан на числе собственных значений модели
Фридрихса.

Пусть T 3 ≡ (−π, π]3 — трёхмерный куб с соответствующим отождествле-
нием противоположных граней; L2(T 3)— гильбертово пространство квадра-
тично-интегрируемых (комплекснозначных) функций, определённых на T 3,
и Ls

2((T 3)2)— гильбертово пространство квадратично-интегрируемых симмет-
ричных (комплекснозначных) функций, определённых на (T 3)2.

Рассмотрим модельный оператор H, действующий в гильбертовом прос-
транстве Ls

2((T 3)2) по формуле

(Hf)(p, q) = w(p, q)f(p, q)−
∫

v(s, q)f(p, s)ds −
∫

v(p, s)f(s, q)ds,

где функция v( · , · ) определена по формуле

v(p, q) = v1(p)v1(q)− v2(p)v2(q),

vα(·), α = 1, 2, — вещественнозначная, непрерывная функция на T 3 и w(·, ·)—
вещественнозначная симметричная непрерывная функция на (T 3)2. Здесь и в
дальнейшем интеграл без указания пределов всюду означает интегрирование
по всей области изменения переменных интегрирования.

Можно легко проверить, что в этих предположениях модельный оператор
H является ограниченным и самосопряжённым в гильбертовом пространстве
Ls
2((T 3)2).

Приведём некоторые сведения о системах частиц, взаимодействующих с
помощью парных нелокальных потенциалов. Обычно в физической литера-
туре используются «локальные» потенциалы, т. е. операторы умножения на
функцию. Однако потенциалы, которые строятся, например, в теории псев-
допотенциала [9], оказываются нелокальными и представляют собой, в том
числе — для периодического оператора, сумму локального и некоторого ко-
нечномерного потенциалов. Заметим, что в работах [10, 11] изучены нело-
кальные потенциалы с вырожденным ядром вида

V(p, q) = −
n∑

i=1

fi(p)gi(q),

при этом эти операторы рассматриваются как модели, ассоциированные с
системой нескольких частиц, взаимодействующих с помощью парных нело-
кальных потенциалов. Например, одним из нелокальных потенциалов явля-
ется Гауссов потенциал, ядро которого для одночастичного случая имеет вид

V(p, q) = −µe−
β

2
(p2+q2), µ, β > 0.

Так как двухчастичные уравнения Шрёдингера легко разрешимы для
нелокальных взаимодействий, их часто используют в ядерной физике и в
многочастичных проблемах. Они также используются систематически вместе
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с уравнениями Фаддеева для систем трёх частиц. Их основная характеристи-
ка [11] состоит в том, что частично-волновая t-матрица имеет ту же простую
форму и может быть продолжена простым способом, который наиболее ва-
жен и хорошо известен в ядерной физике и в уравнениях Фаддеева.

Известно, что в импульсном представлении трёхчастичный дискретный
оператор Шрёдингера Ĥ действует в гильбертовом пространстве L2((T 3)3).

После выделения полного квазиимпульса системы K ∈ T 3 оператор Ĥ раз-
лагается в прямой операторный интеграл (см. например [7, 8])

Ĥ =

∫
⊕Ĥ(K)dK,

где ограниченный самосопряженный оператор Ĥ(K), K ∈ T 3 действует в
гильбертовом пространстве L2(ΓK) (ΓK ⊂ (T 3)2 — некоторое многообразие).
Отметим, что модельный оператор H обладает основными спектральными
свойствами трёхчастичного дискретного оператора Шрёдингера Ĥ(0) (см. на-
пример [2–4]).

Учитывая вышеотмеченные факты оператора H, его можно рассматри-
вать как модельный оператор, ассоциированный системой трёх частиц на
решётке, взаимодействующих с помощью парных нелокальных потенциалов.

Обозначим через σ( ·), σess( ·) и σdisc( ·) соответственно спектр, существен-
ный спектр и дискретный спектр ограниченного самосопряжённого операто-
ра.

Наряду с H рассмотрим ещё ограниченный и самосопряжённый оператор
модели Фридрихса h(p), p ∈ T 3, действующий в L2(T 3) по формуле

(h(p)f)(q) = w(p, q)f(q) −
∫

v(q, s)f(s)ds.

Из определения функции v( · , · ) вытекает, что оператор возмущения

(vf)(q) =

∫
v(q, s)f(s)ds

является самосопряжённым оператором ранга 2. Следовательно, из извест-
ной теоремы Вейля [5] о сохранении существенного спектра при возмущениях
конечного ранга вытекает, что существенный спектр оператора h(p) совпада-
ет с существенным спектром оператора h(p) + v, где p ∈ T 3. Известно, что
σess(h(p) + v) = [m(p),M(p)], где числа m(p) и M(p) определяются так:

m(p) = min
q∈T 3

w(p, q), M(p) = max
q∈T 3

w(p, q).

Поэтому σess(h(p)) = [m(p),M(p)].
Пусть C— комплексная плоскость. При каждом фиксированном p ∈ T 3

определим регулярную в C \ σess(h(p)) функцию

∆(p ; z) =

(
1−

∫
v21(s)ds

w(p, s) − z

)(
1 +

∫
v22(s)ds

w(p, s)− z

)
+

(∫
v1(s)v2(s)ds

w(p, s)− z

)2
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(определитель Фредгольма, ассоциированный с оператором h(p), p ∈ T 3).
Установим [1] связь между собственными значениями оператора h(p) и

нулями функции ∆(p ; · ), p ∈ T 3.

Лемма 1. При каждом фиксированным p ∈ T 3 число z ∈ C \ σess(h(p))
является собственным значением оператора h(p) тогда и только тогда,
когда ∆(p ; z) = 0.

Из леммы 1 вытекает, что

σdisc(h(p)) = {z ∈ C \ σess(h(p)) : ∆(p ; z) = 0}, p ∈ T 3.

Следующая лемма [1] играет ключевую роль при нахождении условия
существования собственных значений оператора h(p), p ∈ T 3.

Лемма 2. Для любого p ∈ T 3 оператор h(p) имеет не более одного про-
стого собственного значения, лежащего левее m(p) и правее M(p).

Положим

m = min
p,q∈T 3

w(p, q), M = max
p,q∈T 3

w(p, q), σ =
⋃

p∈T 3

σdisc(h(p)).

Далее будет предполагаться, что функция w( · , · ) имеет невырожденный

минимум (соответственно максимум) в точках (p
(i)
min, q

(i)
min), i = 1, 2, . . . , n,

1 6 n < ∞ (соответственно (p
(j)
max, q

(j)
max), j = 1, 2, . . . , k, 1 6 k < ∞) шести-

мерного тора. Тогда из непрерывности функции vα( · ) на T 3 вытекает, что
существуют конечные интегралы

∫
v1(s)v2(s)ds

w(p, s)−m
,

∫
v1(s)v2(s)ds

w(p, s)−M
, i, j = 1, 2, p ∈ T 3.

Из теоремы о предельном переходе под знаком интеграла Лебега следует,
что при каждом p ∈ T 3 существуют конечные пределы

lim
z→m−0

∆(p ; z) = ∆(p ;m) и lim
z→M+0

∆(p ; z) = ∆(p ;M),

следовательно, функции ∆( · ;m) и ∆( · ;M) являются непрерывными на T 3.
Следующая теорема описывает множество собственных значений опера-

тора h(p), p ∈ T 3, и играет важную роль при изучении структуры существен-
ного спектра оператора H.

Теорема 1. Справедливы следующие утверждения.
1) Пусть min

p∈T 3

∆(p ;m) > 0. Тогда для любого p ∈ T 3 оператор h(p) не

имеет собственных значений, лежащих на (−∞,m).
2) Пусть min

p∈T 3

∆(p ;m) < 0 и max
p∈T 3

∆(p ;m) > 0. Тогда существует непу-

стое открытое множество G1 ⊂ T 3 такое, что G1 6= T 3 и при всех
p ∈ G1 оператор h(p) имеет единственное простое собственное значе-
ние E1(p), лежащее левее m, а для любого p ∈ T 3 \ G1 оператор h(p)
не имеет собственных значений, лежащих левее m.
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3) Пусть max
p∈T 3

∆(p ;m) < 0. Тогда для любого p ∈ T 3 оператор h(p) име-

ет единственное простое собственное значение, лежащее на полуоси
(−∞,m).

Док а з ат е л ь ств о. Докажем утверждения в порядке следования.

1) Пусть min
p∈T 3

∆(p ;m) > 0. Тогда для любого p ∈ T 3 имеет место неравен-

ство ∆(p ;m) > 0. Из непрерывности функции ∆(p ; ·) на (−∞,m] и равенства

lim
z→−∞

∆(p ; z) = 1 (1)

следует, что при каждом фиксированном p ∈ T 3 функция ∆(p ; ·) не имеет ну-
лей на (−∞,m) или имеет по крайней мере два нуля (с учётом кратности) на
(−∞,m). Во втором случае вместе с леммой 1 используем тот факт (см. [12]),
что число z0 ∈ C\σess(h(p)) является n-кратным собственным значением опе-
ратора h(p) тогда и только тогда, когда число z0 является n-кратным нулем
функции ∆(p ; · ). Получим, что оператор h(p) имеет по крайней мере два
собственных значения (с учётом кратности) на (−∞,m). Это противоречит
утверждению леммы 2. Таким образом, для любого p ∈ T 3 оператор h(p) не
имеет собственных значений на (−∞,m).

2) Пусть min
p∈T 3

∆(p ;m) < 0 и max
p∈T 3

∆(p ;m) > 0. Тогда существуют точки

p0, p1 ∈ T 3 такие, что

min
p∈T 3

∆(p ;m) = ∆(p0 ;m) < 0, max
p∈T 3

∆(p ;m) = ∆(p1 ;m) > 0.

Положим G1 = {p ∈ T 3 : ∆(p ;m) < 0}. Из непрерывности функции
∆( · ;m) на компактном множестве T 3 и неравенства ∆(p0 ;m) < 0, следует,
что множество G1 — непустое открытое множество, а из условия ∆(p1 ;m) > 0
вытекает, что G1 6= T 3.

Так как для любого p ∈ T 3 функция ∆(p ; · ) непрерывна на полуоси
(−∞,m), из равенства (1) следует, что функция ∆(p ; · ) имеет один простой
нуль на (−∞,m) или имеет по крайней мере три нуля (с учётом кратно-
сти) на (−∞,m). Во втором случае, рассуждая так же как при доказатель-
стве утверждения 1), получим, что оператор h(p) имеет по крайней мере три
собственных значения (с учётом кратности) на (−∞,m), что противоречит
утверждению леммы 2. Таким образом, для любого p ∈ G1 существует един-
ственное число E1(p) ∈ (−∞,m) такое, что ∆(p ;E1(p)) = 0. В силу леммы 1
для любого p ∈ G1 число E1(p) является единственным простым собственным
значением оператора h(p).

Из определения множества G1 видно, что для любых p ∈ T 3 \G1 выпол-
няется неравенство ∆(p ;m) > 0. Рассуждая аналогично тому, как это сде-
лано при доказательстве утверждения 1), можно показать, что для любого
p ∈ T 3 \G1 оператор h(p) не имеет собственных значений на (−∞,m).

3) Пусть max
p∈T 3

∆(p ;m) < 0. Тогда для любого p ∈ T 3 имеет место неравен-

ство ∆(p ;m) < 0. По определению множества G1 это означает, что G1 = T 3.
Поэтому, как уже доказано, при всех p ∈ G1 оператор h(p) имеет единствен-
ное простое собственное значение на (−∞,m). �
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Множество собственных значений оператора h(p), p ∈ T 3, на интервале
(M,+∞) описывается следующей теоремой, которая доказывается аналогич-
но теореме 1.

Теорема 2. Справедливы следующие утверждения.
1) Если min

p∈T 3

∆(p ;M) > 0, то для любого p ∈ T 3 оператор h(p) не имеет

собственных значений, лежащих на (M,∞).
2) Если min

p∈T 3

∆(p ;M) < 0 и max
p∈T 3

∆(p ;M) > 0, то существует непустое

открытое множество G2 ⊂ T 3 такое, что G2 6= T 3 и при всех p ∈ G2

оператор h(p) имеет единственное простое собственное значение E2(p),
лежащее правее M, а для любого p ∈ T 3 \ G2 оператор h(p) не имеет
собственных значений, лежащих правее M.

3) Если max
p∈T 3

∆(p ;M) < 0, то для любого p ∈ T 3 оператор h(p) имеет

единственное простое собственное значение, лежащее на (M,∞).

Известно [1], что для существенного спектра σess(H) оператора H имеет
место равенство σess(H) = σ ∪ [m,M ]. Более того, множество σess(H) состоит
из объединения не более чем трёх отрезков. Теперь переходим к изучению
расположения этих трёх отрезков.

Обозначим a1 = min{σ ∩ (−∞,m]}, a2 = min{σ ∩ [M,+∞)}, b1 = max{σ ∩
(−∞,m]}, b2 = max{σ ∩ [M,+∞)} и сформулируем основной результат на-
стоящей работы, который описывает структуру существенного спектра опе-
ратора H.

Теорема 3. Справедливы следующие утверждения.
1) Пусть min

p∈T 3

∆(p ;M) > 0.

1.1) Если min
p∈T 3

∆(p ;m) > 0, то σess(H) = [m,M ].

1.2) Если min
p∈T 3

∆(p ;m) < 0 и max
p∈T 3

∆(p ;m) > 0, то σess(H) = [a1,M ],

причём a1 < m.
1.3) Если max

p∈T 3

∆(p ;m) < 0, то σess(H) = [a1, b1] ∪ [m,M ], причём

b1 < m.
2) Пусть min

p∈T 3

∆(p ;M) < 0 и max
p∈T 3

∆(p ;M) > 0.

2.1) Если min
p∈T 3

∆(p ;m) > 0, то σess(H) = [m, b2], причём b2 > M.

2.2) Если min
p∈T 3

∆(p ;m) < 0 и max
p∈T 3

∆(p ;m) > 0, то σess(H) = [a1, b2],

причём a1 < m и b2 > M.
2.3) Если max

p∈T 3

∆(p ;m) < 0, то σess(H) = [a1, b1] ∪ [m, b2], причём

b1 < m и b2 > M.
3) Пусть min

p∈T 3

∆(p ;M) < 0.

3.1) Если min
p∈T 3

∆(p ;m) > 0, то σess(H) = [m,M ] ∪ [a2, b2], причём

a2 > M.
3.2) Если min

p∈T 3

∆(p ;m) < 0 и max
p∈T 3

∆(p ;m) > 0, то σess(H) = [a1,M ] ∪
[a2, b2], причём a1 < m и a2 > M.
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3.3) Если max
p∈T 3

∆(p ;m) < 0, то σess(H) = [a1, b1] ∪ [m,M ] ∪ [a2, b2],

причём b1 < m и a2 > M.

Док а з ат е л ь ств о. Приведём доказательства утверждений группы 2).
Пусть min

p∈T 3

∆(p ;M) < 0 и max
p∈T 3

∆(p ;M) > 0. Тогда в силу теоремы 2

существует непустое открытое множество G2 ⊂ T 3 такое, что G2 6= T 3 и
для любого p ∈ G2 оператор h(p) имеет единственное простое собственное
значение E2(p), лежащее правее M .

Так как функции vα( · ) и w( · , · )— непрерывные в своих областях опре-
деления, функция E2 : p ∈ G2 → E2(p)— также непрерывная в G2.

Так как для любого p ∈ T 3 оператор h(p) ограничен и T 3 компактное
множество, существует положительное число C такое, что sup

p∈T 3

‖h(p)‖ 6 C,

следовательно, для любого p ∈ T 3 имеем

σ(h(p)) ⊂ [−C,C]. (2)

Для любого p ∈ ∂G2 = {p ∈ T 3 : ∆(p ;M) = 0} существует последова-
тельность {pn} ⊂ G2 такая, что pn → p при n → ∞. Пусть N— множество

натуральных чисел и E
(n)
2 = E2(pn), n ∈ N. Тогда по теореме 2 для любого

n ∈ N выполняется неравенство E
(n)
2 > M и из включения (2) получим, что

{E(n)
2 } ⊂ (M,C]. Не нарушая общности (в противном случае возьмем подпо-

следовательность), предположим, что существует точка E
(0)
2 ∈ [M,C] такая,

что E
(n)
2 → E

(0)
2 при n → ∞.

Из непрерывности функции ∆( · ; · ) на T 3 × [M,+∞), а также из соотно-

шении pn → p, E
(n)
2 → E

(0)
2 при n → ∞ следует, что

0 = lim
n→∞

∆(pn ;E
(n)
2 ) = ∆(p ;E

(0)
2 ).

С другой стороны, по определению множества ∂G2 имеем, что при p ∈ ∂G2

равенство ∆(p ;E
(0)
2 ) = 0 выполняется тогда и только тогда, когда E

(0)
2 = M .

Для любого p ∈ ∂G2 определим

E2(p) = lim
p′→p, p′∈G2

E2(p
′) = M.

Так как функция E2( · ) непрерывна на компактном множестве G2 ∪ ∂G2

и имеет место равенство E2(p) = M при всех p ∈ ∂G2, множество значений
ImE2 функции E2( · ) совпадает с отрезком [M, b2], причём b2 > M . Следова-
тельно, множество {z ∈ σ : z > M} совпадает с множеством ImE2.

Таким образом, если min
p∈T 3

∆(p ;M) 6 0 и max
p∈T 3

∆2(p ;M) > 0, то

σess(H) ∩ [M,+∞) = [M, b2]. (3)

2.1) Пусть min
p∈T 3

∆(p ;m) > 0. Тогда из теоремы 1 вытекает, что для лю-

бого p ∈ T 3 оператор h(p) не имеет собственных значений, лежащих левее
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m. Поэтому в силу определения множества σ имеем, что σ ∩ (−∞,m) = ∅.
Теперь последний факт с равенством (3) завершает доказательство утвер-
ждения 2.1).

2.2) Если min
p∈T 3

∆(p ;m) < 0 и max
p∈T 3

∆(p ;m) > 0, то аналогично можно по-

лучить факт

σess(H) ∩ (−∞,m] = [a1,m],

который с равенством (3) завершает доказательство утверждения 2.2).

2.3) Пусть max
p∈T 3

∆(p ;m) < 0. В силу теоремы 1 для любого p ∈ T 3 оператор

h(p) имеет единственное простое собственное значение E1(p) < m. Так как
функции vα( · ). α = 1, 2, и w( · , · ) непрерывны в своих областях определения,
функция E1( · ), ставящая в соответствие элементу p ∈ T 3 собственное значе-
ние E1(p), также непрерывна на компактном множестве T 3. Отсюда вытекает,
что множество значений ImE1 функции E1( · ) есть замкнутое множество в
(−∞,m), т. е. ImE1 = [a1, b1], где a1 < m. Следовательно,

σ ∩ (−∞,m) = [a1, b1], b1 < m.

Теперь, учитывая равенство (3), получим доказательство утверждения 2.3).

Остальные утверждения теоремы 3 доказываются аналогично. �

В заключение докажем ещё одно утверждение, которое показывает, что
класс функций vα(·) и w(·, ·), удовлетворяющих условиям теорем 1–3, непуст.

Лемма 3. Пусть µα > 0— некоторые числа, vα(p) =
√
µα sin pα, α = 1, 2;

w(p, q) = ε(p) + ε(q), ε(p) =
∑3

i=1(1− cos pi), p = (p1, p2, p3) ∈ T 3. Положим

µ̃1 =

(∫
sin2 s1ds

ε(s)

)−1

, µ̂1 =

(∫
sin2 s1ds

6 + ε(s)

)−1

,

µ̃2 =

(∫
sin2 s2ds

6− ε(s)

)−1

, µ̂2 =

(∫
sin2 s2ds

12− ε(s)

)−1

.

Тогда справедливы следующие утверждения.
1) Если µ1 ∈ (0, µ̃1] (cоответственно µ2 ∈ (0, µ̃2]), то min

p∈T 3

∆(p ; 0) > 0

(соответственно min
p∈T 3

∆(p ; 12) > 0).

2) Если µ1 ∈ (µ̃1, µ̂1] (cоответственно µ2 ∈ (µ̃2, µ̂2]), то min
p∈T 3

∆(p ; 0) < 0 и

max
p∈T 3

∆(p ; 0) > 0 (соответственно min
p∈T 3

∆(p ; 12) < 0 и max
p∈T 3

∆(p ; 12) > 0).

3) Если µ1 ∈ (µ̂1,∞) (cоответственно µ2 ∈ (µ̂2,∞)), то max
p∈T 3

∆(p ; 0) < 0

(соответственно max
p∈T 3

∆(p ; 12) < 0).

Док а з ат е л ь ств о. Отметим, что функция w(·, ·) имеет единственный
невырожденный минимум в точке (0, 0, 0) ∈ T 3 и единственный невырожден-
ный максимум в точке (π, π, π) ∈ T 3, причём m = 0, M = 12, а также при всех
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p ∈ T 3 и z ∈ (∞, 0]∪[12,∞) имеет место равенство ∆(p ; z) = ∆1(p ; z)∆2(p ; z),
где

∆1(p ; z) = 1− µ1

∫
sin2 s1 ds

ε(p) + ε(s)− z
, ∆2(p ; z) = 1 + µ2

∫
sin2 s2 ds

ε(p) + ε(s)− z
.

Докажем утверждение 2), а остальные утверждения доказываются ана-
логично. Из определения функции ∆( · ; · ) следует, что

min
p∈T 3

∆(p ; 0) 6 min
p∈T 3

∆1(p ; 0) max
p∈T 3

∆2(p ; 0) = (1− µ1µ̃
−1
1 )

(
1 + µ2

∫
sin2 s2 ds

ε(s)

)
;

max
p∈T 3

∆(p ; 0) > max
p∈T 3

∆1(p ; 0) min
p∈T 3

∆2(p ; 0) = (1− µ1µ̂
−1
1 )

(
1 + µ2

∫
sin2 s2 ds

6 + ε(s)

)
.

Очевидно, что

1− µ1µ̃
−1
1 < 0, 1− µ1µ̂

−1
1 > 0 при µ1 ∈ (µ̃1, µ̂1];

1 + µ2

∫
sin2 s2 ds

ε(s)
> 0, 1 + µ2

∫
sin2 s2 ds

6 + ε(s)
> 0 при µ2 > 0,

следовательно, если µ1∈(µ̃1, µ̂1] и µ2 > 0, то min
p∈T 3

∆(p ; 0) < 0 и max
p∈T 3

∆(p ; 0) > 0.

Точно так же показывается, что при любых µ1 > 0 и µ2 ∈ (µ̃2, µ̂2] имеет место
min
p∈T 3

∆(p ; 12) < 0 и max
p∈T 3

∆(p ; 12) > 0. �
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