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Математический анализ
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Даются основные положения операторного исчисления, основанного на исполь-
зовании алгебры свёртки обобщённых функций D

′

+ и D
′

− и позволяющего распро-
странить этот метод на область отрицательных значений аргумента. При-
водится связь между предложенным подходом и классическим операционным
исчислением, построенным на преобразовании Лапласа.

Ключевые слова: исчисление Микусинского, пространство обобщённых функций,
свёртка обобщённых функций, алгебра свёртки, преобразование Лапласа.

Введение. Классическое операционное исчисление, построенное на преоб-
разовании Лапласа, ограничено функциями, для которых это преобразова-
ние применимо. Обойти ограничения позволяет оригинальный метод Мику-
синского [1], фактически использующий подход фундаментального решения
уравнений. Особенностью метода является введение кольца операторов, при-
чем под операторами понимаются числовые операторы, функции, заданные
на положительной полуоси, и собственно операторы. В этом кольце вводятся
линейные операции сложения и умножения на числа, а также свертка функ-
ций, рассматриваемая как операция умножения. Важнейшая черта метода —
использование обобщённых функций. Так, единичным числовым оператором
по отношению к операции умножения является дельта-функция Дирака, а
оператором интегрирования — единичная функция Хевисайда. Между опе-
раторным исчислением Микусинского и операционным исчислением на ос-
новании преобразования Лапласа существует формальное сходство: изобра-
жения функций по Лапласу совпадают с соответствующими изображения-
ми по Микусинскому. Поэтому целесообразно дальнейшее развитие этого ме-
тода. Поставленной задачей является построение операторного исчисления
Микусинского на более современной основе — алгебре свёртки обобщённых
функций [2, 3], в которой роль операции умножения выполняет уже свёрт-
ка обобщённых функций. Поскольку свёрточную алгебру можно определить
для обобщённых функций с носителями, лежащими отдельно на положитель-
ной и на отрицательной полуоси, то можно распространить метод на область
отрицательных значений аргумента [4]. При этом удобно, учитывая связь с
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преобразованием Лапласа, определять изображения как функции комплекс-
ного переменного.

1. Базисные положения [1–3, 5]. Свёрткой двух функций f(t) и g(t), где
t ∈ R, в классическом анализе называется интеграл

f ∗ g =

∫

∞

−∞

f(τ)g(t− τ)dτ =

∫

∞

−∞

g(τ)f(t− τ)dτ. (1)

Если f и g — две локально интегрируемые (суммируемые) функции и, кроме
того, эти функции имеют ограниченные с одной и той же стороны носители,
то свёртка всегда будет существовать и также являться локально интегриру-
емой функцией. При этих условиях операция свёртки ассоциативна, дистри-
бутивна относительно сложения и, по определению, коммутативна. Выделим
случаи свёртки функций с носителями, лежащими на луче [0;∞) или t ∈ R+

и на луче (−∞; 0] или t ∈ R−. Разбивая область интегрирования в исходной
формуле (1), легко получить выражения для свёртки таких функций:

f ∗ g =

∫ t

0
f(τ)g(t − τ)dτ (supp f, g ∈ R+) ;

f ∗ g = −

∫ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ (supp f, g ∈ R−) .

(2)

Если свёртка f ∗ g существует, то для ее носителя имеет место включение

supp(f ∗ g) ⊂ suppf ∪ suppg. (3)

Для свёртки функций справедлива теорема Титчмарша: если функции
f(t) и g(t) непрерывны в области определения свёртки и f ∗ g = 0, то в
этой области, по крайней мере, одна из функций тождественно равна нулю.
Следствием теоремы является единственность представления свёртки двух
непрерывных функций.

Перейдём к свёртке обобщённых функций. Укажем основные используе-
мые пространства. Пространство D — линейное пространство бесконечно диф-
ференцируемых (вообще комплекснозначных) финитных функций на R (Rn).
Пространство D′ — линейное пространство обобщённых функций, заданных
на D. Пространства D′

+ ⊂ D′ и D′

−
⊂ D′ — пространства обобщённых функ-

ций с носителями, принадлежащими лучам R+ и R−. Свёрткой двух обоб-
щённых функций f ∗ g называется функционал

f ∗ g = (f ∗ g, ϕ) = (f(x)× g(y), ϕ(x + y)) , (4)

где ϕ ∈ D, а f(x)×g(y) — прямое произведение функций. Равенство (4) опре-
деляет взаимно однозначное соответствие между свёрткой функций в клас-
сическом понимании и свёрткой обобщённых функций. Поэтому функцию,
выраженную формулами (1) или (2), будем отождествлять с регулярным
функционалом, заданным формулой (4), и наоборот. Кроме того, под равен-
ством f1 ∗ f2 = g будем понимать как равенство функционалов, заданных в
определённом пространстве, так и равенство обычных функций. Формула (4)
всегда справедлива, если хотя бы один из функционалов f и g имеет ограни-
ченный носитель, а также когда носители обоих функционалов одновременно
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лежат на луче R+ или R−. Для носителя свёртки обобщённых функций верно
соотношение (3). Аналогично определяется свёртка нескольких обобщённых
функций, например, трёх обобщённых функций

(f ∗ g ∗ w,ϕ) = (f(x)× g(y)× w(z), ϕ(x + y + z)) .

Пространства D′

+ и D′

−
с операцией умножения — свёртка обобщённых

функций образуют одноименные коммутативные алгебры с единицей — δ(t)
(дельта-функцией Дирака). Элемент a ∈ D′

+ (D′

−
) имеет обратный элемент

a−1 в этом же пространстве, если

a ∗ a−1 = a−1
∗ a = δ.

Обратный элемент единственен, поэтому уравнение в свёртках относительно
x(t): a ∗ x = f имеет единственное решение x = a−1

∗ f . Элемент a−1 называ-
ют элементарным, или фундаментальным решением этого уравнения, т. е.
решением, когда правая часть f(t) = δ(t). Отметим, что если a— функция
в классическом понимании, то a−1 — сингулярная обобщённая функция, или
оператор.

Для дифференцирования свёртки справедливо правило

Dn(f ∗ g) = Dnf ∗ g = f ∗Dng, (5)

где Dn — оператор дифференцирования n-ного порядка в смысле теории обоб-
щённых функций (в общем случае n мультииндекс), которое распространя-
ется для свёртки трёх и более обобщённых функций. Оператор дифференци-
рования можно выразить в виде свёртки

Df = δ
′

∗ f ; Dnf = δ(n) ∗ f = (δ′)n ∗ f, (6)

где (δ′)n — свёрточный оператор дифференцирования n-ного порядка, или, в
более общей форме,

Dnf(t− h) =
(

δ′(t− h)
)n

∗ f(t).

Линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами
в алгебрах D′

+ и D′

−
в случае задания нулевых начальных условий эквива-

лентно свёрточным уравнениям

L(δ′) ∗ x(t) = ϑ(t)f(t), t ∈ R+; L(δ′) ∗ x(t) = ϑ(−t)f(t), t ∈ R−. (7)

Здесь ϑ(t)— единичная функция Хевисайда, а L(δ′)— линейный свёрточный
оператор дифференцирования с постоянными коэффициентами:

L(δ′) = (δ′)n + a1(δ
′)n−1 + a2(δ

′)n−2 + · · ·+ anδ =
n
∑

i=0

an−i(δ
′)i, a0 = 1. (8)

Приведём теорему Лорана Шварца [2]. Оператор L(δ′) всегда обратим в
алгебре D′

+ (D′

−
), т. е. существует фундаментальное решение для уравнений

(7), имеющее вид

(

L(δ′)
)

−1
= ϑ(t)x0(t), t ∈ R+;

(

L(δ′)
)

−1
= −ϑ(−t)x0(t), t ∈ R−, (9)

46



Построение операторного исчисления Микусинского на основе алгебры свёртки. . .

где x0(t)— решение однородного дифференциального уравнения, отвечающее
начальным условиям

x0(0) = x′0(0) = · · · = x
(n−2)
0 (0) = 0; x

(n−1)
0 = 1. (10)

Решение для произвольной правой части уравнений (7), независимо от рас-
сматриваемого пространства:

x(t) =
(

L(δ′)
)

−1
∗ f(t) =

∫ t

0
x0(t− τ)f(τ)dτ.

Для ненулевых начальных условий

x(0) = x0, x
′(0) = x1, . . . , x

(n−1)(0) = xn−1 (11)

решение примет вид

x(t) =

∫ t

0
x0(t− τ)f(τ)dτ +

n−1
∑

k=0

ekx
(k)
0 (t), (12)

где ek = xn−1−k + a1xn−2−k + · · · + an−k−1x0. Сумма, входящая в правую
часть формулы (12), является решением однородного дифференциального
уравнения, отвечающим начальным условиям (11).

Рассмотрим некоторые соотношения для пространства D′

+, используемые
в дальнейшем. На основании теоремы Шварца, формул (9), (10) легко полу-
чить фундаментальные решения для простейших дифференциальных опера-
торов, например,

(δ′ − λδ)−1 = ϑ(t)eλt; (δ′′ − ω2δ)−1 = ϑ(t)sinωt/ω. (13)

Оператор интегрирования можно представить в виде свёртки

ϑ(t) ∗ f(t) =

∫ t

0
f(τ)dτ. (14)

Свёрточные операторы дифференцирования (6) и интегрирования (14) яв-
ляются обратными по отношению друг к другу, т. к. их свертка равна дельта-
функции. Действительно, учитывая, что (ϑ(t))′ = δ(t), по свойству диффе-
ренцирования свёртки (5) имеем ϑ(t) ∗ δ′ = (ϑ(t))′ ∗ δ(t) = δ(t).

Выражение [ϑ(t)]n, где n ∈ N, представляет n-кратный свёрточный опе-
ратор интегрирования. Согласно известной формуле Коши для n-кратного
интеграла по интервалу от 0 до t имеем

[ϑ(t)]n ∗ f(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

0
f(t− τ)τn−1dτ = ϑ(t)tn−1

/

(n− 1)! ∗ f(t).

Отсюда
∗ [ϑ(t)]n = ∗ϑ(t)tn−1/(n − 1)!. (15)

Символ «∗», стоящий перед выражениями в правой и левой частях последней
формулы, указывает, что это равенство свёрточных операторов. Обобщением

47



К о г а н И.Л.

этого оператора является свёрточный оператор дробного интегрирования для
любого вещественного λ > 0, который можно представить в виде

∗ [ϑ(t)]λ = ∗ϑ(t)tλ−1/Γ(λ), (16)

или, введя числовой параметр α [1, c. 110],

∗

[

ϑ−1(t)− α
]−λ

= ∗ϑ(t)tλ−1eαt/Γ(λ). (17)

Отметим, что можно также ввести операторы дробного дифференциро-
вания при λ < 0 [3, c. 88], [5, c. 133], используя ∗ [ϑ(t)]−n = ∗[δ′(t)]n.

Теперь вернемся к пространству D′

−
. Здесь также можно ввести свёрточ-

ный оператор интегрирования, который является обратным по отношению к
оператору дифференцирования (6):

(−ϑ(−t)) ∗ f(t) =

∫ t

0
f(τ)dτ.

В самом деле,
(−ϑ(−t)) ∗ δ′ = (−ϑ(−t))′ ∗ δ(t) = δ(t).

Для целой степени этого оператора справедлива формула, аналогичная (15),
т. е.

∗[−ϑ(−t)]n = ∗

(

−ϑ(−t)tn−1/(n − 1)!
)

.

Таким образом, можно сделать следующий вывод: формулы для фунда-
ментальных решений простейших дифференциальных операторов (теорема
Шварца) и целочисленных операторов интегрирования в пространстве D′

−

отличаются от соответствующих формул для пространства D′

+ только заме-
ной множителя ϑ(t) на множитель (−ϑ(−t)).

2. Основы построения теории. Исходные уравнения, функции и операторы
будем рассматривать отдельно в пространствах D′

+ и D′

−
. Введём следующие

определения.
Функцией-оригиналом в классическом понимании называется любая ку-

сочно-непрерывная, локально интегрируемая комплекснозначная функция
f(t) действительного аргумента t, supp f ∈ R+ или R−, имеющая на каждом
конечном интервале не более чем конечное число точек разрыва. Обозначим
пространства таких функций, соответственно, как K+ и K−. Производные
дельта-функции Дирака — δ(n)(t), где n = 0, 1, 2, . . . , также являющиеся ори-
гиналами, можно рассматривать как импульсные функции n-ного порядка
[6, с. 494] и как операторы.

Изображением функции или оператора f(t) является функция комплекс-
ного переменного F (p) (p = s+ iω), аналитическое выражение которой опре-
деляется соотношением

f(t) ∗
(

F (δ′)
)

−1
= δ(t), (18)

в котором аргумент изображения p заменён на δ′. Иначе, f(t) ↔ F (p) или
F (f(t)) = F (p), где p— комплексная переменная, если имеет место равенство
элементов свёрточной алгебры

∗f(t) = ∗F (δ′). (19)
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При таком задании свёрточного преобразования F (f(t)) сходимость изобра-
жений сводится к сходимости функций комплексного переменного, и можно
установить связь предложенного подхода с операционным исчислением на ос-
новании преобразования Лапласа. Из определения (18) или (19) сразу следует
теорема единственности.

Теорема 1. Между оригиналом f(t) и изображением F (p) существует
взаимнооднозначное соответствие.

Д о к а з ат е л ь ств о. Действительно, эта теорема вытекает из единствен-
ности для обратного элемента в свёрточной алгебре, в данном случае D′

+
(D′

−
).�

Введём изображения простейших свёрточных операторов (см. таблицу).
Условимся считать, если не оговорено особо, что рассматривается простран-
ство D′

+ (f(t) ∈ K+). Поэтому множитель ϑ(t) перед выражением оригинала
будем опускать. Для пространства D′

−
(f(t) ∈ K−) дополнительный множи-

тель ϑ(−t) перед выражением оригинала также не будем вводить. Формулы
соответствия между функцией-оригиналом и её изображением приводятся
только для пространства D′

+. В случае пространства D′

−
эти формулы, если,

конечно, функции определены при t ∈ R−, отличаются от соответствующих
формул для пространства D′

+ только знаком «минус» перед выражением
функции. Например, для единичной функции ϑ(t) в D′

+ формула соответ-
ствия 1 ↔ 1/p, а для единичной функции в ϑ(−t) D′

−
аналогичная формула

(−1) ↔ 1/p. Отметим, что изображение дельта-функции и её производных
одинаково в обоих пространствах.

Оператор (функция), операция
ИзображениеНазвание Обозначение

Операция «свёртка функций» ∗ ·

Единичный оператор δ(t) 1
Оператор дифференцирования δ′(t) p
Оператор интегрирования −ϑ(−t), (D′

−
)

1/p(единичная функция) ϑ(t), (D′

+)

Далее из определения свёрточного преобразования (18) или (19), формул
для степени свёрточных операторов интегрирования (15), (16) и (17) и таб-
лицы непосредственно следуют формулы

tn ↔ n!/pn+1, n = 0, 1, 2, . . . ;
tλ ↔ Γ(λ+ 1)/pλ+1, λ > −1;
tλeαt ↔ Γ(λ+ 1)/(p − α)λ+1, λ > −1.

Теорема 2. Свёрточное преобразование (18) или (19) линейно. Пусть
fi(t) ↔ Fi(p), где i = 1, 2, . . . , n, тогда для любых (комплексных) посто-
янных ci

n
∑

i=1

cifi(t) ↔

n
∑

i=1

ciFi(p).
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Док а з ат е л ь ств о. Линейная комбинация свёрточных равенств, запи-
санных в символическом виде, действительно является свёрточным равен-
ством, так как D′

+ (D′

−
) — линейное пространство.�

Теорема 3. Если оригинал f(t) является фундаментальным решением
линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами
(7), отвечающим нулевым начальным условиям, то его изображением бу-
дет функция F (p), обратная свёрточному оператору дифференцирования
для этого уравнения, записанная в символическом виде

f(t) ↔ (L(p))−1 = F (p), (20)

где L(p) определяется формулой (8), в которой аргумент δ′ заменен на p.
При этом выполняется предельное соотношение

lim
s→∞(−∞)

F (p) = 0, s = Re p. (21)

Док а з ат е л ь ств о. Действительно, по условию теоремы L(δ′) ∗ f(t) =

= δ(t). Отсюда ∗f(t) = ∗ (L(δ′))−1 и на основании определения свёрточного
преобразования (18) или (19) следует (20). Формальное соотношение (21) вы-
текает из вида выражения F (p). �

Теоремы 2 и 3 (формулы (9), (10)) позволяют очевидным образом строить
таблицу оригиналов и их изображений. В частности, из (13) сразу следуют
формулы

eλt ↔ 1/(p − λ), sinωt ↔ ω/(p2 + ω2).

Теорема 4 (Теорема умножения изображений Э. Бореля). Пусть

fi(t) ↔ Fi(p),

где i = 1, 2, . . . , n, тогда

(f1(t) ∗ f2(t) ∗ ... ∗ fn(t)) = ∗

n
∏

i=1

fi(t) ↔

n
∏

i=1

Fi(p).

Док а з ат е л ь ств о. Это соотношение следует из свойства ассоциатив-
ности алгебры свёртки и определения свёрточного преобразования (18) или
(19). �

Теорема 5 (Теорема дифференцированияиинтегрированияоригинала).
Пусть f(t) ↔ F (p), тогда

Df ↔ pF (p), Dnf ↔ pnF (p),

∫ t

0
f(τ)dτ ↔ F (p)/p.

Док а з ат е л ь ств о немедленно следует из определения свёрточных опе-
раторов (см. таблицу) и теоремы умножения (теорема 4):

Df = δ′ ∗ f ↔ pF (p); Dnf = (δ′)n ∗ f ↔ pnF (p);
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∫ t

0
f(τ)dτ = ϑ(t) ∗ f ↔ F (p)/p, f(t) ∈ K+;

∫ t

0
f(τ)dτ = −ϑ(−t) ∗ f ↔ F (p)/p, f(t) ∈ K−. �

Теорема 6 (Теорема об изображении классических производных). Фор-
мулы для изображений различны в пространствах D′

+ и D′

−
.

Пусть f(t) ∈ Cn(R+) ⊂ K+ (n = 1, 2, . . . ) и f(t) ↔ F (p), тогда изобра-
жение обычной производной f ′

cl(t) от этой функции в D′

+ определяется из
формулы

f ′

cl(t) ↔ pF (p)− f(0), t ∈ R+. (22)

Пусть f(t) ∈ Cn(R−) ⊂ K− (n = 1, 2, . . . ) и f(t) ↔ F (p), тогда в D′

−

f
/
cl(t) ↔ pF (p) + f(0), t ∈ R−. (23)

Док а з ат е л ь ств о. Для доказательства (22) представим f(t) в виде
f(t) = ϑ(t)f(t). Дифференцирование этого выражения в смысле теории обоб-
щённых функций даёт Df = f(0)δ(t) + ϑ(t)f ′

cl(t). Переходя к изображениям,
согласно свойству линейности (теорема 2) и предыдущей теоремы, pF (p) =
= f(0) + F (f ′

cl(t)), откуда следует (22). Общая формула для изображения
классической производной n-того порядка имеет вид

f
(n)
cl (t) ↔ pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− ...− f (n−1)(0), t ∈ R+.

Доказательство (23) аналогично доказательству (22) и основано на пред-
ставлении f(t) = ϑ(−t)f(t). Общая формула для изображения классической
производной n-ного порядка имеет вид

f
(n)
cl (t) ↔ pnF (p) + pn−1f(0) + pn−2f ′(0) + ...+ f (n−1)(0), t ∈ R−.�

Введём пространство функций M , для которых применимо преобразо-
вание Лапласа. Очевидно, M ⊂ K+. Имеет место утверждение: для любой
функции f(t) ∈ M свёрточное преобразование в пространстве D′

+ совпа-
дает с преобразованием Лапласа. Действительно, при выбранном подходе
формулировки основных теорем и формул для пространства D′

+ полностью
идентичны соответствующим теоремам и формулам для операционного ис-
числения на основе преобразования Лапласа. Так, для обоих преобразований
изображение единичного оператора в алгебре свёртки — δ(t) равно единице и
справедлива теорема умножения изображений.

Таким образом, при реализации свёрточного преобразования в простран-
стве D′

+ можно воспользоваться многочисленными таблицами преобразова-
ния Лапласа; в случае пространства D′

−
формулы соответствия между функ-

цией-оригиналом и её изображением отличаются от соответствующих формул
для пространства D′

+, только знаком «минус» перед выражением функции.
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