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Рассматривается взаимосвязь между методом обратной задачи и методом
обобщённых подстановок Коула—Хопфа. Взаимосвязь этих методов устанав-
ливается на основе сопоставления метода преобразований Дарбу и метода под-
становок Коула—Хопфа. Приведены конкретные примеры использования такой
взаимосвязи. Рассмотрены новые примеры интегрируемых уравнений.
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Введение. Одним из наиболее общих и эффективных методов анализа
нелинейных уравнений, используемых в прикладных задачах, является ме-
тод обратной задачи (МОЗ), имеющий несколько вариантов построения реше-
ний. Наиболее важными из них являются метод обратной задачи рассеяния
[1] и метод преобразований Дарбу [7]. Параллельно с МОЗ существовал метод
подстановок Коула—Хопфа, который возник значительно раньше, чем МОЗ,
но в форме лишь одного известного результата, относящегося к уравнению
Бюргерса [8]. В 80-х годах прошлого века в результате развития МОЗ бы-
ла обнаружена некоторая общность между уравнениями, линеаризуемыми с
помощью подстановок типа Коула—Хопфа, и МОЗ [9]. Уравнения, интегри-
руемые с помощью подстановок Коула-Хопфа, впоследствии были названы
уравнениями типа Бюргерса и составили достаточно широкий класс интегри-
руемых уравнений.

В работах [2–6] был предложен метод, позволяющий строить уравнения
типа Бюргерса и их решения с помощью обобщённых подстановок Коула—
Хопфа (МОПКХ). Метод строится на основе анализа условий совместности
некоторой базовой системы линейных уравнений. Однако в отличие от метода
обратной задачи МОПКХ опирается не на сами условия совместности, а на
дифференциальные следствия из исходной системы уравнений. Как показа-
но в [2–6], эту совокупность базовых дифференциальных соотношений всегда
можно дополнить еще одним уравнением, замыкающим систему условий сов-
местности до некоторого нелинейного уравнения типа Бюргерса. Свойства
построенного таким образом уравнения типа Бюргерса определяются типом
замыкающего уравнения. Например, полная интегрируемость построенного
уравнения связана с интегрируемостью замыкающего уравнения, при этом
последнее может и не быть линейным. Нелинейность замыкающего уравне-
ния использовалась в работах [2–4] для построения точных решений уравне-
ний вязкой и идеальной сжимаемой жидкости.

В данной работе показывается, что МОЗ можно рассматривать как
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МОПКХ с дополнительными ограничениями на вид решений и условием ин-
вариантности формы уравнений при увеличении размерности базовых опера-
торов. Показано, что если не требовать инвариантности формы уравнений,
то в качестве решений можно получать точные решения в форме уединенных
волн с заданными свойствами, которые не образуют семейства N -солитонных
решений. Такой подход особенно востребован в современных задачах нели-
нейной оптики. В данной работе приводятся примеры построения решений
из этой области.

1. Базовые соотношения первого порядка. Опираясь на результаты работ
[2–6], в качестве исходной системы линейных уравнений рассмотрим уравне-
ния вида

Tx = AT, Tt = BT (1)

относительно одной вспомогательной комплексной функции T (x, t) двух ве-
щественных переменных x и t и двух структурных комплексных функции
A(x, t) и B(x, t). Дифференцируя однократно первое уравнение по t, а вто-
рое — по x, получаем вместе с ними замкнутую однородную алгебраическую
систему четырех уравнений относительно функции T и трёх первых её про-
изводных: Tx, Tt и Txt. Условием совместности этой системы является струк-
турное уравнение

At = Bx. (2)

В силу этого все производные функции T можно выразить рекуррентно
через функцию T или одну любую ее производную по формулам

T [n,k] =
∂n+kT

∂xn∂tk
= A[n,k]T,

где

A[n+1,k] = A[n,k]
x +A[n,k]A, A[n,k+1] = A

[n,k]
t +A[n,k]B. (3)

и A[1,0] = A, A[0,1] = B.
К базовой системе (1) можно добавить произвольное интегрируемое, в част-

ности, линейное уравнение для T , которое в итоге с помощью соотношений
(3) превращается в нелинейное уравнение относительно функций A, B. При
этом это уравнение образует замкнутую систему вместе с уравнением (2).
В этом случае базовые соотношения (1) можно рассматривать как обобщён-
ные подстановки Коула—Хопфа. Эти подстановки будем называть подстанов-
ками первого уровня.

2. Функциональные подстановки и солитоны. Как указывалось во введе-
нии, подстановки типа Коула—Хопфа стали изучать в 80-х годах в связи с
развитием МОЗ. Такие уравнения, т.е. уравнения, интегрируемые с помощью
подстановок типа Коула—Хопфа, с 80-х годов стали называть уравнениями
типа Бюргерса. Методы МОПКХ и МОЗ работают с нелинейными уравнени-
ями, отличающимися по форме, но похожими по структуре. В частности, это
было продемонстрировано в [2, 5], где было показано, что уравнение

At = Axxx + 3(Ax)
2 + 3AAxx + 3A2Ax (4)
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является уравнением типа Бюргерса и близко по форме модифицированному
уравнению Кортевега—де Вриза (МКДВ):

ut − 2λux + 6u2ux − uxxx = 0, λ = const,

интегрируемому с помощью МОЗ. Как было показано в [2, 5], уравнение (4)
линеаризуется подстановками (1) при использовании замыкающего уравне-
ния для функции T следующего вида:

Tt = Txxx. (5)

В связи с этим возникает вопрос: при каких дополнительных условиях это
уравнение переходит в уравнение КДВ или МКДВ? Как оказывается, ответ
на этот вопрос достаточно прост. Для этого функция T должна удовлетворять
дополнительному условию следующего вида:

Txx = λT. (6)

Действительно, последнее соотношение эквивалентно связи

Ax +A2 = λ.

Используя это дополнительное соотношение, легко показать, что уравнение
(4), можно привести к виду

At = Axxx + 3λAx − 6A2Ax,

которое представляет собой уравнение МКДВ. Обобщая этот результат, мож-
но показать, что если в методе обобщённых подстановок Коула—Хопфа ис-
пользовать не одно, а два замыкающих уравнения, то подстановки дают ре-
шение уравнений, интегрируемых с помощью МОЗ. Более того, анализируя
саму процедуру построения решений в МОЗ с помощью преобразований Дар-
бу, устанавливаем, что замыкающие уравнения (5) и (6) представляют собой
уравнения на собственные функции операторов Лакса для затравочного ре-
шения уравнения. Базовые же уравнения (1) представляют собой два одеваю-
щих оператора, с помощью которых производится преобразование Дарбу за-
травочных операторов Лакса к «одетым». Единственным, но существенным,
ограничением этой схемы является то, что таким способом можно получить
лишь односолитонные решения уравнения МКДВ. Тем не менее эта общая
схема подсказывает, как нужно модифицировать базовые уравнения, чтобы
получать многосолитонные решения в рамках метода функциональных под-
становок типа Коула—Хопфа.

3. Матричные уравнения и нелинейное уравнение Шрёдингера. По анало-
гии со скалярным случаем рассмотрим теперь в качестве базовых уравнений
пару матричных уравнений матричной размерности n×n первого порядка

T̂x = ÂT̂ , T̂t = B̂T̂ (7)

относительно одной вспомогательной комплексной матричной функции T̂ (x, t)
двух вещественных переменных x и t, содержащих в качестве коэффициен-

тов две, вообще говоря, комплексные матричные функции Â(x, t) и B̂(x, t)
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той же размерности n×n. Требование, чтобы функция T̂ (x, t) одновременно

обращала в тождество два уравнения (7), накладывает на функции Â(x, t)

и B̂(x, t) ограничение, которое можно выразить в форме одного матричного
уравнения

Ât − B̂x + [Â, B̂] = 0,

совпадающего по форме с уравнением Захарова—Шабата в теории МОЗ, но
имеющее несколько иной смысл, в частности, оно не содержит спектрального
параметра.

При выполнении (2) все производные функции T̂ можно выразить через

саму функцию T̂ :

T̂ [n,k] =
∂n+k

∂xn∂tk
T̂ = Â[n,k]T̂ ,

где матричные функции Â[n,k] могут быть вычислены рекуррентно по фор-
мулам

Â[n+1,k] = Â[n,k]
x + Â[n,k]Â, Â[n,k+1] = Â

[n,k]
t + Â[n,k]B̂.

с начальными условиями Â[1,0] = Â, Â[0,1] = B̂.
Для получения интегрируемых уравнений относительно элементов мат-

риц Â и B̂ к базовым уравнениям (7) следует добавить дополнительные за-

мыкающие уравнения на функцию T̂ . Для получения уравнений, принадле-
жащих к классу уравнений интегрируемых МОЗ, как и в скалярном случае,
к базовым уравнениям необходимо добавить два дополнительных уравнения.

В качестве основного примера рассмотрим нелинейное уравнение Шрё-
дингера (НУШ). Для построения его решений с помощью подстановок рас-

смотрим два следующих замыкающих уравнения для функции T̂ :

iT̂x = D̂T̂xx + T̂ λ̂, T̂xx = µ̂T̂ . (8)

Здесь D̂, λ̂ и µ̂— некоторые матрицы, зависящие, возможно, от t.
Используя базовые соотношения, находим, что система уравнений (8) эк-

вивалентна следующим уравнениям на матричные функции Â и B̂:

i
ˆ̂
B = D̂(Âx +

ˆ̂
A

2

) + T̂ λ̂T̂−1, Âx + Â2 = µ̂. (9)

Исключая из этих уравнений и (2) матричную функцию B̂, уравнение для Â
можно привести к следующему виду:

iÂt + i[Â, B̂] = D̂(Âxx + ÂxÂ+ ÂÂx) + Λ̂x.

Здесь матрица Λ̂ имеет вид
Λ̂ = T̂ λ̂T̂−1.

Эта матрица при условии, что λ̂ не зависит от x, удовлетворяет уравнениям

∂Λ̂

∂x
= [Â, Λ̂],

∂Λ̂

∂t
= [B̂, Λ̂]. (10)
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Действительно, из (7) следует

(T̂−1)x = −T̂−1Â, (T̂−1)t = −T̂−1B̂. (11)

Комбинируя (7) и (11):

T̂xλ̂T̂
−1 = ÂT̂ λ̂T̂−1, T̂xλ̂(T̂

−1)x = −T̂ λ̂T̂−1Â,

приходим к уравнениям (10). Используя еще раз (9), полученное уравнение

для Â приводится к следующему виду:

iÂt = −2D̂Â3 + D̂Âxx − ÂD̂µ̂+ 2D̂µ̂Â+ D̂Âµ̂+ Λ̂x − [Â, Λ̂].

Вследствие выполнения (10) это уравнение принимает окончательный вид

iÂt = −2D̂Â3 + D̂Âxx − ÂD̂µ̂+ 2D̂µ̂Â+ D̂Âµ̂. (12)

Это матричное уравнение содержит кубическую нелинейность и при опреде-
лённых условиях имеет вид НУШ или его модификаций.

Примером таких условий является специальный выбор матрицы Â. Рас-

смотрим в представлении (7) матрицу Â следующего вида:

Â = a(x, t)1̂ + u(x, t)P̂ + v(x, t)Q̂.

Здесь P̂ = p⊗p и Q̂ = q⊗q — проекционные матрицы с постоянными вектора-
ми p и q, ортогональными друг другу ((q,p) = 0) и имеющими размерность
n. Для простоты достаточно рассмотреть случай n = 2.

Аналогичное представление имеет место и для всех остальных матриц,

входящих в базовые и замыкающие уравнения, в частности, для матриц D̂, λ̂
и µ̂. В результате линейная часть уравнения (12) сводится к трём уравнени-
ям для функций a, u, v. Рассмотрим нелинейное слагаемое, входящее в это
уравнение. Имеем

Â3 = a31̂ +
(
u3p4 + 3au2p2 + 3a2u

)
P̂ +

(
v3q4 + 3av2q2 + 3a2v

)
Q̂.

Отсюда видно, что полученная система уравнений относительно функций a,
u, v имеет кубическую нелинейность, аналогичную НУШ.

Как и в скалярном случае, получаемые с помощью подстановок (7) ре-

шения при условии, что функция T̂ удовлетворяет двум замыкающим урав-
нениям, дают лишь одно- двухсолитонные решения по классификации МОЗ.
Однако существенным отличием излагаемого здесь подхода является то, что
в его рамках можно получать квазисолитонные решения даже в том случае,

когда матрицы D̂, λ̂ и µ̂ зависят от t таким образом, что соответствующее
НУШ не является интегрируемым с помощью МОЗ. Такие ситуация важны
с точки зрения прикладных задач, например, нелинейной оптики.

Заключение. Развитый в данной работе метод показывает, что МОПКХ
при дополнительных условиях оказывается эквивалентным МОЗ, но толь-
ко для односолитонных (возможно — двухсолитонных) решений, интегрируе-
мых с помощью МОЗ уравнений (солитонных уравнений). В отличие от МОЗ
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такой подход дает возможность получать решения уравнений, которые по
форме аналогичны солитонным, но имеют такой набор коэффициентов, ко-
торый допускает лишь некоторый очень ограниченный класс решений. Это
означает, что развитый метод обладает более широкой сферой применения.
Вместе с тем ограничение, связанное с возможностью получать лишь односо-
литонные решения, является существенным и не позволяет утверждать, что
такой подход может заменить собой МОЗ. В связи с этим возникает вопрос
о возможности построения расширенного варианта данного метода, который
бы позволял строить многосолитонные решения уравнений, интегрируемых
с помощью МОЗ. Однако решение этой проблемы выходит за рамки данной
статьи.
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