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Разработан и реализован метод расчёта релаксации остаточных напряжений
в поверхностно упрочнённом слое кругового отверстия пластины в условиях
ползучести при комбинированном действии статических и циклических нагру-
зок. На основании идей декомпозиции и агрегирования расчёт релаксации оста-
точных напряжений в поверхностном слое концентратора напряжений сводит-
ся к решению трёх задач и склейки их решений. В процессе решения первой за-
дачи определяется трёхмерное распределение полей остаточных напряжений и
пластических деформаций в упрочнённом слое кругового концентратора напря-
жений пластины. В процессе решения второй задачи определяется напряжён-
но-деформированное состояние пластины с круговым отверстием при ползуче-
сти без учёта поверхностного упрочнённого слоя. При решении третьей задачи
исследуется релаксация остаточных напряжений в поверхностно упрочнённом
слое концентратора напряжений, деформирующемся в режиме «жёсткого» на-
гружения при заданных значениях компонент тензоров деформаций, которые
определяются из решения второй задачи. Выполнен численный анализ влияния
величины амплитудного значения циклической составляющей на процесс релак-
сации остаточных напряжений, который позволяет сделать однозначный вывод
об увеличении скорости релаксации остаточных напряжений в зависимости от
циклической составляющей.

Ключевые слова: остаточные напряжения, релаксация остаточных напряже-
ний, концентратор напряжений, пластина с круговым отверстием, вибропол-
зучесть.

Отверстия различной формы, используемые для сопряжения и крепле-
ния различных деталей, являются зонами повышенного внимания и для про-
дления ресурса изделия подвергаются процедуре упрочнения. Сжимающие
остаточные напряжения, наведённые методами поверхностного пластическо-
го деформирования, играют положительную роль при эксплуатации таких
конструкций: при нормальной температуре они сохраняют свой уровень в те-
чение длительного времени. Однако при повышенных температурах вслед-
ствие ползучести и различных термофлуктуационных процессов происходит
релаксация (уменьшение по модулю) остаточных напряжений.

Реальные условия работы деталей машин сопровождаются вибрационным
фоном, который существенно влияет на скорость накопления деформаций
ползучести, долговечность конструкции и кинетику остаточных напряжений
в условиях высокотемпературной ползучести. Таким образом, учёт вибра-
ционной составляющей, наложенной на статическую нагрузку, при прогно-
зировании долговечности упрочнённых элементов конструкций в условиях
высоких температур имеет определённый научный и практический интерес.

Елена Валерьяновна Дубовова, аспирант, каф. прикладной математики и информатики.
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Исследование процесса релаксации остаточных напряжений . . .

Сформулируем цель настоящей работы: разработка метода оценки ки-
нетики остаточных напряжений в условиях ползучести и виброползучести
с учётом разрушения материала и накопления повреждённости в круговом
концентраторе напряжения пластины (плиты).

Метод оценки кинетики остаточных напряжений основан на методе деком-
позиции на тонкий упрочнённый слой и «тело» пластины и склейки решений
нелинейных краевых задач [1]. Он сводится к решению следующих задач:

1) определение полей остаточных напряжений и пластических деформа-
ций в концентраторах напряжений непосредственно после процедуры
поверхностного пластического деформирования;

2) решение задачи неупругого деформирования (определение деформаций
ползучести) пластины при приложении внешней нагрузки с учётом цик-
лической составляющей без упрочнённого слоя;

3) расчёт кинетики остаточных напряжений в поверхностно упрочнённом
слое концентратора пластины в режиме «жёсткого» нагружения (при
заданных значениях компонент тензора деформаций на поверхности
концентратора напряжений пластины, которые определяются из реше-
ния второй задачи).

Предложенная методика в настоящей работе апробирована на круговом
концентраторе напряжений прямоугольной пластины. В качестве модельного
материала пластины рассматривался сплав ЭИ698 при температуре 700℃.

Рис. 1. Схема закрепле-
ния и приложения нагруз-
ки для четверти пласти-
ны с круговым концентра-

тором напряжений

Исходными данными для расчёта кинетики оста-
точных напряжений в упрочнённом слое концентра-
тора напряжений пластин является распределение
полей остаточных напряжений и пластических де-
формаций, образующихся в этом слое после проце-
дуры упрочнения. Методика решения этой задачи
подробно изложена в работе [2]. Согласно этой ме-
тодике трёхмерное распределение полей остаточных
напряжений и пластических деформаций в упроч-
нённом слое кругового концентратора напряжений
пластины можно определить по одной (или двум)
экспериментально измеренной компоненте остаточ-
ных напряжений.

Решение второй задачи производится методом
конечных элементов [3, 4]. В силу симметрии зада-
чи рассматривалась четверть пластины (см. рис. 1).
Геометрические размеры пластины — 80×50×5 мм,
радиус концентратора напряжений —R = 8 мм. При
решении использовалась глобальная декартова си-
стема координат Oxyz с началом в центре пластины. Оси Ox, Oy распола-
гались в плоскости пластины, ось Oz — перпендикулярно. Внешняя распре-
делённая нагрузка с квазистатической σ0 и циклической σa0 составляющими
действовала в направлении оси Oy (см. рис. 1).

Для расчёта неупругой деформации в работе используется апробирован-
ная [5,6] модель виброползучести, конечно-элементный вариант которой для
n-ного конечного элемента записывается так:

{ε(n)} = {e(n)a }+ {p(n)};
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{p(n)} = {u(n)}+ {v(n)}+ {w(n)};

{ε(n)} = {εx, εy, εxy}
⊤, {p(n)} = {px, py, pxy}

⊤, {u(n)} = {ux, uy, uxy}
⊤,

{v(n)} = {vx, vy, vxy}
⊤, {w(n)} = {wx, wy, wxy}

⊤, {e(n)a } = {eax, eay , eaxy}
⊤;

e
(n)
aij =

1 + ν

E
σija −

ν

E
σkkaδkk;

{u(n)(ts+1)} =
∑

k

{u
(n)
k (ts)}+

∑

k

{∆u
(n)
k (ts)},

{∆u
(n)
k (ts)} = λk

(

akS
n2−1[Nµ′

k
]{σ(n)}⊤ − {u

(n)
k (ts)}

)

∆ts;

{v(n)(ts)} = [L(n)][Mµ′′

k
]{β(n)(ts)}

⊤, {β(n)(ts)} =
∑

k

{β
(n)
k (ts)},

{β
(n)
k (ts+1)} = {β

(n)
k (ts)}+ {∆β

(n)
k (ts)},

{∆βk(ts)} =

{

λk{Γ(ts)}∆ts, {Γ(ts)}{σ
(n)}⊤ > 0,

0, {Γ(ts)}{σ
(n)}⊤ 6 0,

{Γ(ts)} = (bk/σ
∗) (S/σ∗)n2−1 {σ(n)} − {β

(n)
k (ts)};

{w(n)(ts+1)} = {w(n)(ts)} + {∆w(n)(ts)},

{∆w(n)(ts)} = (c/σ∗) (S/σ∗)m1−1 [N1/2]{σ
(n)}⊤∆ts;

{σ(n)} = {σ
(n)
0 (ts)}

(

1 + ω(ts)
)

; {σ(n)
a } = {σ

(n)
a0 (ts)}

(

1 + ω(ts)
)

;

∆ω(ts) = α(S0){σ
(n)}{∆p(n)(ts)}

⊤ + 0,5g(S0, Sa0, f){σ
(n)
a }{e(n)a }⊤f∆t.

Здесь {u(n)}, {v(n)}, {w(n)}— вязкоупругая, вязкопластическая и вязкая со-
ставляющие вектора деформаций виброползучести {p(n)} для n-ного конечно-

го элемента; {σ(n)}, {σ0(n)}— векторы истинной и номинальной квазистати-

ческой составляющей тензора напряжений; {σ
(n)
a } = {σx, σy, σxy}

⊤, {σ
(n)
a0 }—

амплитудные значения векторов истинной и номинальной циклической со-
ставляющей тензора напряжений; S, S0 — интенсивности истинных и номи-
нальных квазистатических напряжений; Sa, Sa0 — интенсивности истинных
и номинальных циклических напряжений; λk, ak, bk, c, n2, m1, σ

∗ — реоло-
гические константы материала, при помощи которых описываются первая и
вторая стадии ползучести и обратимая часть деформации ползучести; ω(t)—
скалярный параметр повреждённости материала; α(S0), g(S0, Sa0, f)— пара-
метры материала, контролирующие процессы разупрочнения (описывающие
третью стадию в условиях виброползучести); E — модуль упругости; ν — ко-

эффициент Пуассона; f — частота изменения σa; {σ
(n)} = {σ1, σ2}

⊤ — вектор

главных напряжений внутри конечного элемента; {β(n)} = {β1, β2}
⊤ — вектор

активных вязкопластических деформаций элемента в главных осях. В выше-
приведённых соотношениях используются следующие матрицы:

[Nκ] =

[

1 −κ 0
−κ 1 0
0 0 1 + κ

]

, [Mκ] =

[

1 −κ
−κ 1

]

, [L(n)] =
1

k2





1 k21
k21 1
k1 −k1



 ,

k1 = (σ1 − σx)/σxy, k2 = 1 + k21.
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Для прогнозирования времени разрушения t∗ конечного элемента исполь-
зуется критерий разрушения энергетического типа:

∫ t∗

0

{σ(n)}d{p(n)}⊤

Ac
∗(S0)

+
1

2

∫ t∗

0

{σ
(n)
a }{e

(n)
a }⊤f∆t

Ay
∗(S0)

= 1,

где Ac
∗(S0), Ay

∗(S0)— критические величины работ напряжений в условиях
стационарной ползучести и виброползучести.

Задача ползучести решается методом начальных деформаций [4]. Мето-
дика определения реологических констант и параметров материала, а также
их значения для сплава ЭИ 698 при T = 700℃ приведены в работах [6, 7].

Для проверки методики конечно-элементного расчёта рассматривалось
одноосное растяжение пластины без концентратора. При этом кривые де-
формирования пластины при её одноосном растяжении, полученные методом
конечных элементов, практически полностью совпадали с кривыми, получен-
ными при одноосных испытаниях образцов [6].

Для решения третьей задачи использовались следующие гипотезы:
1) поскольку компоненты тензора остаточных напряжений за пределами

тонкого поверхностного слоя концентратора малы, деформирование пла-
стины внешней растягивающей силой происходит в целом так же, как
если бы упрочненного слоя не было;

2) в процессе упрочнения вторичные пластические деформации в области
сжатия не возникают, а наведённые пластические деформации не ока-
зывают влияния на процесс развития деформаций ползучести.

Как и в случае с цилиндрическим образцом [8], в локальной цилиндри-
ческой системе координат, связанной с центром кругового концентратора на-
пряжений, для деформаций поверхностного слоя можно записать

εi(t) + ε0i (r) = qi(r) + eresi (r, t) + presi (r, t) i = r, θ, z, (1)

где eresi (r, t), presi (r, t) — компоненты тензоров упругих деформаций, деформа-
ций ползучести (виброползучести), которые рассчитываются через напря-
жения σres

i (r, t) в поверхностном слое; qi(r)— компоненты остаточных пла-
стических деформаций, определяемые в результате решения первой задачи
(см. [2]). Здесь величины ε0i (r)— компоненты тензора полных деформаций,
наведённых в поверхностном слое после процедуры поверхностного пласти-
ческого деформирования. При этом принимается гипотеза плоских сечений:
ε0z(r) = e0z(r) + qz(r) = ε0z = const.

В соотношениях (1) кинетика величин εi(t) определяется из решения вто-
рой задачи. Так как приложенная к пластине нагрузка действует лишь в её
плоскости, на поверхности концентратора напряжений при r = R реализует-
ся одноосное напряжённое состояние, при этом величина εθ(t) в каждой кон-
кретной точке концентратора напряжений определяется из решения краевой
задачи, а величины εz(t), εθ(t) обусловлены лишь пуассоновским сужением
материала и будут определяться так:

εi(t) = −µeθ − µ′uθ(t)− µ′′vθ(t)− 0,5wθ(t), i = r, z.

Здесь µ′ = 0,38 и µ′′ = 0,42 — коэффициенты Пуассона для обратимой u и
необратимой v компонент деформации ползучести соответственно.

81



Д у б о в о в а Е.В.

Выражая eresz (r, t), eresθ (r, t), eresr (r, t) из (1) через σres
r (r, t), σres

θ (r, t), σres
r (r, t)

по закону Гука (аналогично случаю цилиндрического образца [8]), получим
систему для определения кинетики остаточных напряжений σres

i (r, t):

σres
i (r, t) =

Ai(r, t)

1 + µ
+ µ

Ar(r, t) +Az(r, t) +Aθ(r, t)

(1 + µ)(1− 2µ)
, i = r, z, θ,

где Ai(r, t) = E
(

εi(t) + ε0i (r)− qi(r)− pri (r, t)
)

.
На рис. 2–5 приведены результаты расчёта (временные срезы распреде-

ления σres
θ и σres

z по глубине упрочнённого слоя h при различных значениях
амплитудной величины σa0 циклической составляющей нагрузки) процесса
релаксации для рассматриваемой пластины в точке A (см. рис. 1) поверх-
ности кругового концентратора напряжений при растягивающей квазиста-
ционарной нагрузке σ0 = 140 МПа и различных амплитудных значениях
циклической составляющей σa0 при T = 700℃.

Рис. 2. Распределение σ
res

θ в момент вре-
мени t = 70 ч (сплошные линии) и после
разгрузки t = 70 − 0 ч (штриховые линии)
для точки A: 1) σa0 = 0; 2) σa0 = 25 МПа;

3) σa0 = 50 МПа; 4) σa0 = 75 МПа

Рис. 3. Распределение σ
res

θ в момент вре-
мени t = 100 ч (сплошные линии) и после
разгрузки t = 100− 0 ч (штриховые линии)
для точки A: 1) σa0 = 0; 2) σa0 = 25 МПа;

3) σa0 = 50 МПа

Рис. 4. Распределение σ
res

z в момент време-
ни t = 70 ч для точки A: 1) σa0 = 0; 2) σa0 =
= 25 МПа; 3) σa0 = 50 МПа; 4) σa0 = 75 МПа

Рис. 5. Распределение σ
res

z в момент вре-
мени t = 100 ч для точки A: 1) σa0 = 0;

2) σa0 = 25 МПа; 3) σa0 = 50 МПа
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На рис. 2 приведены расчётные распределения компоненты σres
θ через

70 ч после приложения нагрузки (сплошные линии) и после разгрузки — сня-
тия внешней нагрузки (штриховые линии). После разгрузки компонента σres

θ
остаётся сжимающей в области, прилегающей к поверхности концентрато-
ра напряжений, для всех рассмотренных значений амплитудной величины
σa0 циклической составляющей нагрузки. Кроме этого, на рис. 2 приведены
распределение компоненты σres

θ непосредственно после процедуры упрочне-
ния (при t = 0 − 0, линия 0−0) и распределение в момент нагружения (при
t = 0 + 0, линия 0+0). Как видно (штрих-пунктирные линии на рис. 2), в
момент приложения нагрузки наблюдается упругий скачок.

Аналогичные кривые распределения компоненты σres
θ в момент времени

t = 100 ч приведены на рис. 3. Здесь видно, что после нагрузки с цикличе-
ской составляющей σa0 = 50 МПа остаточные напряжения после разгрузки в
области, прилегающей к поверхности концентратора напряжений, становятся
растягивающими. Отметим, что при нагрузке с циклической составляющей
σa0 = 75 МПа к этому времени рассматриваемая пластина согласно расчётам
(решению второй задачи) уже разрушена.

Аналогичный характер влияния амплитудной величины циклической со-
ставляющей на релаксацию остаточных напряжений наблюдается и для ком-
поненты σres

z (см. рис. 4, 5), однако у этой компоненты отсутствует скачок
в момент приложения нагрузки. На этих рисунках также наблюдается рас-
слоение кривых в зависимости от величины циклической составляющей при-
ложенной нагрузки. Компонента σres

z остаётся сжимающей в области, приле-
гающей к поверхности концентратора напряжений, для всех рассмотренных
значений циклической составляющей σa0 вплоть до разрушения пластины.

Полученные расчётные данные позволяют сделать вывод, что увеличение
амплитудной величины σa0 циклической составляющей при одном и том же
значении статической составляющей σ0 приложенной нагрузки увеличивает
скорость релаксации остаточных напряжений в концентраторе напряжений
пластины, а также приводит к её преждевременному разрушению.
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Development and implementation of calculation method of residual stress relaxation in
the surface hardened layer of plate hole under vibrocreep conditions with combine static
and cyclic loading are presented. Based on the ideas of decomposition and aggregation,
the calculation of the kinetics of relaxation of residual stresses in the hole surface
layer is reduced to gluing solutions of three boundary value problems. While solving the
first boundary value problem the three-dimensional distribution of residual stress fields
and plastic strains in hole hardened layer of plate is defined. Solving of the second
boundary value problem defines the stress-strain state of a hole hardened layer of plate
during vibrocreep without taking into account the surface hardened layer. For the third
boundary value problem the relaxation of residual stresses in surface hardening layer,
deformable in the “hard” loading at given values of the strain tensor components,
which are determined by the second boundary value problem solving, is investigated.
The numerical analysis of the cyclic component amplitude value influence on residual
stress relaxation process is completed. The numerical analysis presents a residual stress
relaxation rate increasing according to cyclic component value.

Key words: residual stress, residual stress relaxation, stress concentrator, plate with
circular hole, vibrocreep.
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